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Vorwort
In der modernen Elektronik und Kommunikationstechnik sind Signale, deren Wellenlängen
vergleichbar mit den Abmessungen der Leiterstrukturen sind, sehr häufig.  Wenn wir in elek-
tronischen Systemen Taktraten von mehreren hundert MHz vorfinden, sind die Leitungslängen
zwischen verschiedenen Komponenten durchaus von der Grösse der entsprechenden Wellen-
länge und es wird dabei noch nicht von "Hochfrequenz" gesprochen.  Das Verhalten von Si-
gnalen auf "elektrisch langen" Leitungen unterscheidet sich deutlich vom Verhalten in Netz-
werken mit diskreten Komponenten mit Ausdehnungen, die sehr viel kleiner  sind als die
Signalwellenlängen.

Im ersten Teil des vorliegenden Skripts betrachten wir Signale im Frequenz- und im Zeitbe-
reich auf Leitungen. Für eine umfassende Beschreibung des elektrodynamischen Verhaltens
von Signalen auf Leitungen müsste eigentlich mit den Maxwellschen Gleichungen begonnen
werden. Wir wählen einen etwas einfacheren Einstieg zu den Telegraphengleichungen, die das
elektrische Verhalten einer Zweidrahtleitung beschreiben. Diese über 100 Jahre alten aber im-
mer noch aktuellen Telegraphengleichungen bilden die Basis für die Betrachtung von harmoni-
schen  Signalen auf Leitungen, die verlustfrei oder verlustbehaftet sein können. Von besonde-
rer Wichtigkeit ist dabei das Konzept der vorwärts- und rückwärts laufenden (Spannungs- und
Strom-) Wellen und des Reflexionsfaktors. Für die graphische Darstellung von Reflexionsfak-
toren und Impedanzen hat sich das Smithdiagramm bewährt, das ebenfalls eingeführt wird und
für viele Aufgaben der Leitungstheorie geeignet ist.
Im Abschnitt über verschiedene Leitungstypen werden die gebräuchlichen Leitungen wie
Zweidraht, Koaxial- und Mikrostreifenleitung behandelt. Bei der Betrachtung von Signalen auf
Leitungen im Zeitbereich wird für den verlustlosen Fall das Bergerondiagramm eingeführt.
Diese Methode erlaubt eine systematische Untersuchung von Leitungen mit beliebigen reellen
Abschlüssen und gibt ein "Gefühl" für das Verhalten von Mehrfachreflexionen.
Von den vielen Varianten der Signalausbreitung auf verlustbehafteten Leitungen wird der in
der Elektronik und Kommunikationstechnik wichtige Fall der Dispersion der skineffektbehaf-
teten Leitung analysiert. Der letzte Abschnitt der Leitungstheorie gibt eine Einführung zu ge-
koppelten Leitungen. Ausgehend vom allgemeinen Fall eines beliebigen Systems gekoppelter
Leitungen werden die in der Praxis wichtigen Fälle der querhomogenen gekoppelten Leitun-
gen und der symmetrischen Dreifachleitung beschrieben.

Im zweiten Teil dieses Skripts werden, ausgehend von der Theorie der linearen Netzwerke die
klassischen analogen Filter eingeführt, mit den Filterapproximationen nach Butterworth,
Tschebyscheff und Bessel. Damit können mit minimalem mathematischem Aufwand und mit
Hilfe der Tabellen im Anhang die einfachsten Filter dimensioniert werden.
Der Abschluss bildet eine Übersicht über die Elemente von aktiven Filtern, d.h. Filter, die als
Komponenten Operationsverstärker aufweisen.

Diese Vorlesung richtet sich an Student/inn/en der Elektronik und Kommunikationstechnik mit
Interesse an Hardwareentwicklung. Sie basiert auf dem in den Jahren 1992-98 gehaltenen Kurs
und stützt sich teilweise auf eine Vorgängervorlesung von Prof. G.S. Moschytz. Für die mir
zur Verfügung gestellten Unterlagen danke ich meinem Kollegen G.S. Moschytz ganz herz-
lich. Für die genaue Durchsicht, viele Verbesserungen sowie für die Textverarbeitung und die
Ausarbeitung der Illustrationen bin ich meinem Mitarbeiter, Dr. Istvan Lamoth, zu grösstem
Dank verpflichtet.

Februar 1998, W. Bächtold
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Leitungen   

1. Einleitung

Üblicherweise wird unter dem Begriff einer elektrischen Leitung eine Anordnung von zwei
parallelen, zylindrischen und metallischen Leitern verstanden, die von Luft oder einem festen
Isolator umgeben sind und die Aufgabe haben, ein elektrisches Signal oder elektrische Energie
von einer Quelle zu einer Senke zu führen. Ganz allgemein hat eine Leitung die Aufgabe, eine
elektromagnetische Welle möglichst ohne Verluste zu führen. Um diese Aufgabe zu erfüllen,
muss eine Leitung nicht notwendigerweise dem beschriebenen Aufbau entsprechen, es ist bei-
spielsweise auch bekannt, dass sich elektromagnetische Signale leicht und mit wenig Verlusten
mit einen Glasfaser, einer rein dielektrischen Struktur ohne Metalle übertragen lassen.
Figur 1.1 zeigt eine Zusammenstellung von verschiedenen technisch bedeutenden Leitungen.
Allen diesen Strukturen ist gemeinsam, dass sie aus Leitern und Dielektrika aufgebaut und
zylindrisch sind, d.h. dass sie in der Transversalebene eine von der z-Koordinate unabhängige
Geometrie aufweisen. 
Die Leitungstheorie beschreibt die elektrischen Eigenschaften von Leitungen aller Art und
liefert die Grundlagen zur Beschreibung des Verhaltens von Signalen im Frequenzbereich und
im Zeitbereich. Es wird gezeigt, dass diese Eigenschaften nicht mit einfachen Ersatzschaltun-
gen, bestehend aus diskreten linearen Elementen wie Widerstände, Induktivitäten, Kapazitäten
und Quellen nachgebildet werden können. Zwar sind die hier behandelten Leitungen linear, sie
müssen aber, da ihre Längsdimension vergleichbar oder grösser sein kann als die Wellenlän-
gen der übertragenen Signale, als verteilte Elemente betrachtet werden. 
Da die Leitungstheorie im wesentlichen die eindimensionale Ausbreitung von Wellen be-
schreibt, bildet sie auch einen Grundstock zum Verständnis ähnlicher Vorgänge in der Physik,
wie das Verhalten von

- ebenen elektromagnetische Wellen im Raum

- akustischen Wellen als Volumenwellen oder Oberflächenwellen

- Materiewellen u.a.

Leitungen müssen immer dann als verteilte Strukturen dargestellt werden, wenn die betrachte-
ten Signalzeiten oder -perioden vergleichbar werden mit den Leitungslaufzeiten. Als grobe
Regel gilt, dass eine Leitung als verteilte Struktur behandelt werden muss, wenn deren Länge
grösser als 1/10 der Wellenlänge des betrachteten Signals ist. Dazu drei Beispiele:
1. Eine Standard-CMOS-Logik zeigt typische Signalanstiegszeiten tr ≈ 2 ns .  In dieser Zeit
legt ein Signal einen Weg von 60 cm zurück, wenn die Signalgeschwindigkeit der Lichtge-
schwindigkeit in Vakuum co = 3⋅108m ⁄ s  entspricht. Auf typischen Leiterplatten und auf Halb-
leiterchips wird die Signalgeschwindigkeit durch die Dielektrizität des Materials auf 0.3 co
bis 0.7 co   reduziert. Auf einem Halbleiterchip mit maximalen Leiterlängen von ca. 1 cm kann
damit der Leitungscharakter der elektrischen Verbindungen vernachlässigt werden. Auf einer
Karte mit maximalen Leitungslängen im Bereich ca. 20 cm wird das Verhalten des Signals
durch die verteilte Leitungsstruktur deutlich bestimmt und auf dem Systembus, der in einem
19 Zoll Gehäuse eine Länge von 50 cm annehmen kann, ist die Beeinflussung durch die
Leitung sehr ausgeprägt.     
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Einschränkung:
Abstrahlung und
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n1 n2
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a

Figur 1.1 Beispiele von Leitungen: Zwei- und Mehrleitersysteme, metallischer 
Hohlleiter und dielektrischer Wellenleiter.
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2. In Kabelfernsehsystemen werden Signale mit Trägerfrequenzen bis zu ca. 500 MHz übertra-
gen. Bei dieser Frequenz beträgt die Wellenlänge λ = 60 cm im Vakuum und ca. 40 cm in
typischen in der  CATV-Technik (community antenna TV system: Gemeinschaftsantennen-
Anlagen) verwendeten Kabeln. Jedes Kabelstück mit einer Länge 4 cm wird sich damit als
verteiltes Leitungselement bemerkbar machen.         

3.  Bei einer Energieübertragungsleitung mit einer Netzfrequenz von 50 Hz beträgt die
Wellenlänge λ = 6000 km. Das elektrische Verhalten einer Hochspannungsleitung mit einer
Länge von 600 km würde damit bereits durch die verteilten Leitungseigenschaften bestimmt.
Beim Auftreten von Transienten, wie beim Zu- oder Abschalten der Betriebsspannung, wird
der Leitungscharakter sehr ausgeprägt.

In der vorliegenden Einführung in die Leitungstheorie beschränken wir uns auf die Behand-
lung von Leitungen die aus zwei oder mehreren metallischen Leitern aufgebaut sind, entspre-
chend den Beispielen überschrieben mit "Zwei- und Mehrleitersysteme" in Figur 1.1. Auf
solchen Leitungen werden sogenannte TEM-Wellen geführt: TEM-Wellen (transverse electro-
magnetic waves) zeigen nur elektrische und magnetische Feldstärken in der Transversalebene,
d.h. in der zur Ausbreitungsrichtung normalen Ebene. Obwohl die reine TEM-Welle theore-
tisch auch von Leitungen mit sehr grossen Abmessungen in der transversalen Geometrie
geführt wird, machen wir hier die Einschränkung, dass die Lateraldimensionen immer wesent-
lich kleiner als die betrachteten Signalwellenlängen sein sollen, wie dies der technischen Reali-
sierung der meisten Zwei- und Mehrleitersysteme entspricht. Ein Verzicht auf diese Einschrän-
kung würde bedeuten, dass noch andere Arten von geführten Wellen auf den Leitungen auftre-
ten könnten und dass zudem die Leitung als Antenne wirken könnte, d.h. dass elektromagneti-
sche Abstrahlung auftreten könnte. Die Theorie dieses allgemeinen Falles von zylindrischen
Leitungen ist wesentlich aufwendiger und würde den Rahmen dieser Einführung sprengen.
Wie in den obigen drei Beispielen gezeigt wurde, liegt die Signalgeschwindigkeit vg auf
Leitungen im Bereich:    0.3 co < vg <  co

Es ist dabei nützlich, gewisse "handliche" Zahlenwerte auswendig zu wissen:

Frequenz Periode Wellenlänge im Vakuum

1 MHz 1 μs 300 m

10 MHz 100 ns 30 m

100 MHz 10 ns 3 m

1 GHz 1 ns 30 cm

Die folgenden Konstanten sind ständige Begleiter in der Leitungstheorie:

Dielektrizitätskonstante im Vakuum εo =  8.85418 10−12 As ⁄Vm ≈  8.85 pF ⁄m

Permabilitätskonstante im Vakuum μo =  4π 10−7 Vs ⁄Am ≈  1.26 μH ⁄m,

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum co =  1 ⁄ √⎯⎯⎯⎯εoμo =  2.99792⋅108 m ⁄ s ≈  30 cm ⁄ ns
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2. Das Modell der zylindrischen Leitungen  

Eine allgemeine Behandlung von elektromagnetischen Wellen auf zylindrischen Leitungsstruk-
turen verlangt den Einsatz der Theorie des elektromagnetischen Feldes, beginnend mit den
Maxwellschen Gleichungen. In dieser Einführung verzichten wir auf diese rigurose Behand-
lung und nehmen eine einfachere aber plausible und anschauliche Betrachtung zu Hilfe, in der
zurückgegriffen wird auf die bekannten Gesetze der Elektrostatik und Magnetostatik. 
Figur 2.1 zeigt, schematisch dargestellt, eine zylindrische Zweidrahtleitung.      

Wir setzen voraus, dass der Abstand d zwischen den Leitern wesentlich kleiner ist als die
Wellenlänge λ des auf der Leitung auftretenden Signals im Dielektrikum der Leitung:

(2.1)
d < < λ =

co

f √⎯⎯εr

co: Lichtgeschwindigkeit im Vakuum f : Frequenz εr: relative Dielektrizitätskonstante

Wird auf eine Leitung gemäss Figur 2.1 eine Spannungsquelle Uq  aufgeschaltet, dann wird
sich auf den beiden Leitern der Leitung sofort ein Strom i  einstellen. Ohne zu wissen, wie
schnell sich dieser Stromschritt auf der Leitung fortbewegt, können wir feststellen, dass dieser
Strom ein die Leiter umgebendes magnetisches Feld erzeugen wird, wie dies in Figur 2.2
dargestellt ist. Der Strom i  ist damit mit einem magnetischen Flussbelag Φ’, d.h. einen auf die
Leitungslänge bezogene magnetischen Fluss mit der Dimension Vs/m verbunden.

Leiter

z

y

x

Transversalebene

Figur 2.1 Allgemeine geometrische Form einer Zweidrahtleitung

d

z

x
y

E

+Q’Hi

Φ,

−Q’−i

Transversalebene

i

i

+Q’

−Q’

Uq

Figur 2.2 Symmetrische Zweidrahtleitung mit Leitungssymbol und Feldlinienvertei-
lung der magnetischen und elektrischen Feldstärke H  und E  in der Trans-
versalebene.
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Über einem infinitesimalen kurzen Stück dz der Leitung wird der magnetische Fluss Φ,dz
auftreten. Somit kann ein Induktivitätsbelag L’, Leitungsinduktivität pro Längeneinheit der
Leitung, definiert werden:       

(2.2)Φ’ dz = i L’ dz

In gleicher Weise wird eine über den Leitern auftretende Spannung u eine Oberflächenladung
auf den Leitern verursachen. Dieser Ladungsbelag Q’, Ladung pro Längeneinheit der Leitung
ist mit der Spannung u über den Kapazitätsbelag C’, Leitungskapazität pro Längeneinheit der
Leitung, verbunden:       

(2.3)Q’ dz = u C’ dz

In Figur 2.3 ist die im Moment noch verlustfrei angenommene Leitung  mit einer elektrischen
Ersatzschaltung mit den reaktiven Elementen L’ und C’  gezeigt: über einer infinitesimalen
Länge dz  der Leitung erscheint also eine Längsinduktivität L’dz  und eine Querkapazität C’dz.
Die Induktivität- und Kapazitätsbeläge L’ und C’ sind primäre Leitungskonstanten und sind
typischerweise von der Grössenordnung von 

L’ = 1 μH ⁄m C’ = 10 pF ⁄m .

Induktivitäts- und Kapazitätsbeläge können mit üblichen L- und C-Messgeräten gemessen
werden. Sie lassen sich für einfache Leitungsgeometrien analytisch bestimmen. Bei kompli-
zierteren Strukturen wie Streifenleiter u.a. müssen numerische Methoden zur Berechnung von
L’ und C’ herangezogen werden. In Kapitel 9 werden die primären Leitungskonstanten von
gängigen Leitungsstrukturen untersucht. Eine reale Leitung mit metallischen, verlustbehafteten
Leitern und einem verlustbehaftenen Dielektrikum zeigt einen gewissen Widerstandsbelag R’,
der einen Längsspannungsabfall bewirkt sowie einen Leitwertbelag G’ parallel zu C’, der den
Verluststrom im Dielektikum modelliert. Das vollständige Ersatzschaltbild einer Leitung der
infinitesimalen Länge dz  ist in Figur 2.3  dargestellt.         

Dabei ist zu beachten, dass der Widerstandsbelag R’ den metallischen Widerstand beider
Leiter der Leitung beinhaltet. Im allgemeinen sind die reaktiven Beläge L’ und C’ sehr wenig
frequenzabhängig. Dagegen sind die Verlustelemente R’ und G’ meist stark frequenzabhängig.
In Praxis zeigt es sich, dass der von R’ verursachte Verlust meist über den Verlust in G’
dominiert. Daher wird der Leitwertbelag G’ häufig vernachlässigt. Wir betrachten vorerst alle
primären Leitungskonstanten L’, C’, R’ und G’ als frequenzunabhängig.

z

i

dz

C’dz

L’dz

S

E
H

u

G’dz

R’dz

Figur 2.3 Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Leitung.
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3. Die Differentialgleichungen der elektrischen Leitung: Telegraphenglei-
chungen

Figur 3.1  zeigt nochmals das Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Leitung infinitesimaler
Länge dz, diesmal mit der zugehörigen Spannung u und dem Strom i am Eingang und der
Spannung u+du  und dem Strom i+di am Ausgang.    

Spannung u und Strom i sind Funktionen des Ortes z entlang der Leitung und der Zeit t:

u ( z, t ), i ( z, t )

Spannungs- und Stromänderungen in der Leitung lassen sich durch die partiellen Ableitungen
dieser Funktionen ausdrücken:

(3.1)du = ∂ u
∂z  dz di = ∂ i

∂z  dz

Die Kirchhoffschen Gesetze liefern folgende Beziehungen:

(3.2)u = i R , dz + ∂ i
∂t L, dz + u + ∂ u

∂z  dz

Längsspannungsabfall über R , d z und L,d z

(3.3)i = u G ,  dz + ∂ u
∂t C , dz + i + ∂ i

∂z dz

Querstrom durch  G , d z  und C , d z

Mit Subtraktion von u bzw. i aus (3.2) und (3.3) erhalten wir die beiden
Differentialgleichungen:

(3.4)∂ u
∂z = − R’ + L’ ∂∂t i

(3.5)∂ i
∂z = − G’ + C’ ∂

∂t u

Die Gleichungen (3.4) und (3.5) bilden ein System von partiellen linearen Differential-
gleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 
Zu Lösung und Diskussion dieses Systems gehen wir wie folgt vor:
In  einem ersten Schritt,  Kapitel 3.1,  vereinfachen  wir das Problem, indem  wir die Verlust-

G , d z

R , d z

d z

C , d z

L,d z

u

i

u+du

i+di

Figur 3.1 Ersatzbild der verlustbehafteten Leitung infinitesimaler Länge.
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terme R’ und G’ vernachlässigen. In einem zweiten Schritt, Kapitel 4 werden die vollständigen
Gleichungen (3.4) und (3.5) gelöst und interpretiert.

3. 1 Differentialgleichung der verlustlosen Leitung 

Mit der Vernachlässigung der Verlustterme R’ und G’ vereinfachen sich die Gleichungen (3.4)
und (3.5) zu

(3.6)∂ u
∂z = − L’ ∂ i

∂t

(3.7)∂ i
∂z = − C’ ∂ u

∂t

Die so erhaltene Gleichungen (3.6) und (3.7) sind die Telegraphengleichungen der verlustlosen
Leitung. Sie wurden erstmals von J. C. Maxwell um 1860 formuliert. Sie beinhalten beide
Strom und Spannung. Indem (3.6) nach z und (3.7) nach t abgeleitet werden, kann der Strom i
eliminiert werden:   

(3.8)∂2 u
∂z2 = L’C’ ∂2 u

∂t2

In gleicher Weise, durch Ableiten von (3.6) nach t und von (3.7) nach z kann die Spannung  u
eliminiert werden:

(3.9)∂2 i
∂z2 = L’C’ ∂2 i

∂t2

Die beiden gefundenen Gleichungen (3.8) und (3.9) für die Spannung u und den Strom i sind
identisch und entsprechen der aus der Physik bekannten eindimensionalen Wellengleichung.
Als  homogene  Differentialgleichungen  zweiter Ordnung haben diese Wellengleichungen
Lösungen, die sich aus der Summe von zwei Partiallösungen, die wir mit Index a und b
bezeichnen, bestehen. 
Jede zweimal differenzierbare Funktion der Form 

(3.10)u (t, z) = ua (t − z ⁄ v) + ub (t + z ⁄ v)    bzw.

(3.11)i (t, z) = ia (t − z ⁄ v) − ib (t + z ⁄ v)

befriedigt (3.8) bzw. (3.9) für  1
v2 = L’C’  oder

(3.12)v = 1
√⎯⎯⎯⎯⎯L’ C’

Durch Einsetzen von (3.10), (3.11) und (3.12)  in (3.6) und (3.7) folgt zudem für die Partiallö-
sungen:

(3.13)d ua
d ia

=
d ub
d ib

= √⎯⎯L’
C’ = L’ v = 1

C’v =  konstant
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Die Integration von (3.13) nach t liefert

(3.14)ua (t, z) = √⎯⎯L’
C’ ia (t, z) + Ka

(3.15)ub (t, z) = √⎯⎯L’
C’ ib (t, z) + Kb

Wenn wir uns nur für den dynamischen Teil von u (t, z) interessieren, entfallen die Integra-
tionskonstanten Ka und Kb:

(3.16)ua ( t, z )
ia ( t, z ) =

ub ( t, z )
ib ( t, z ) = √⎯⎯L’

C’ = Zw

Dabei ist  Zw  die Wellenimpedanz der Leitung.

Interpretation der Resultate der Gleichungen (3.10) bis (3.16): 

a) Die in (3.10) und (3.11) gefundenen Partiallösungen ua, ub, ia und ib sind beliebige Span-
nung- und Stromverläufe der Form: u (t, z) = u (t ± z ⁄ v)  bzw. i (t, z) = i (t ± z ⁄ v) , die sich
auf der Leitung für das negative Vorzeichen von z ⁄ v  in positiver z-Richtung und für das
positive Vorzeichen von z ⁄ v  in negativer z-Richtung bewegen. Daher werden diese Partial-
lösungen als vorwärts bzw. rückwärts laufende Wellen bezeichnet. Wie Figur 3.2 veranschau-
licht, ist die Ausbreitung der Wellen auf der verlustfreien Leitung völlig dispersionsfrei, d.h.
verzerrungsfrei.     

In einem homogenen Medium gilt für die Ausbreitungsgeschwindigkeit v

(3.17)
v = 1

√⎯⎯⎯εμ
= 1

√⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯εoεr μoμr
=

co

√⎯⎯⎯⎯εrμr

mit ε: Dielektrizitätskonstante ε = εoεr εr:  relative Dielektrizitätskonstante      

μ: Permabilitätskonstante μ = μoμr μr: relative Permabilitätskonstante       

z

u (to − z ⁄ v)

u (t1 − z ⁄ v)

t = to

t = t1 = to + z1 ⁄ v

u

u

z1
z

v

v

Figur 3.2 Ausbreitung eines Signals u (t) auf der verlustfreien Leitung.
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Solange auf der Leitung nur eine vorwärtslaufende Welle existiert, "sieht" die Quelle in der
Leitung die reelle Wellenimpedanz Zw, d.h. auf der Leitung erscheint ein Spannungsschritt der
Höhe Uq Zw ⁄ (Rq + Zw) der sich mit der Geschwindigkeit v =  1 ⁄ √⎯⎯⎯⎯⎯L’ C’   in z-Richtung be-
wegt.

Beispiel 2
Wird eine Leitung nach Figur 3.5 mit der Wellenimpedanz Zw  abgeschlossen, dann kann auf
der Leitung keine rückwärtslaufende Welle auftreten. Die Leitung ist reflexionsfrei abge-
schlossen und zeigt die Eingangsimpedanz Zw.

Nach dieser kurzen Betrachtung der verlustfreien Leitung wenden wir uns dem allgemeineren
Fall der verlustbehafteten Leitung zu.

Zw Zw Zw

Rq

Figur 3.5 Eine mit der Wellenimpedanz Zw abgeschlossene Leitung zeigt die Eingangs-
impedanz Zw.
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(4.8)d I_
d z = − ( G’ +  jω C’ ) U__

Aus (4.7) und (4.8) wird  I_  eliminiert:

(4.9)d2 U__

d z2 = ( R’ +  jω L’ ) ( G’ +  jω C’ ) U__

Im Unterschied zu (4.3) tritt in (4.9) die Zeit t nicht mehr auf: (4.9) ist eine gewöhnliche
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Durch Elimination von U__  aus (4.7) und (4.8) finden wir die (4.9) entsprechende Gleichung
für I_ :

(4.10)d2 I_

d z2 = ( R’ +  jω L’ ) ( G’ +  jω C’ ) I_

(4.9)  und  (4.10)  sind  die Wellengleichungen  der verlustbehafteten Leitung  und  werden 
üblicherweise in folgender Form geschrieben:

Wellengleichungen der verlustbehafteten Leitung:

(4.11)d2 U__

d z2 = γ_2 U__

(4.12)d2 I_

d z2 = γ_2 I_

(4.13) mit γ_ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( R’ + jω L’ ) ( G’ +  jω C’ )

Dabei ist γ_  die komplexe Wellenausbreitungskonstante (propagation constant) mit der Dimen-
sion 1/m.   
Die Lösungen von (4.11) und (4.12) sind von folgender Form:

(4.14)U__ ( z ) = U__a + U__b = U__ao e−γ_ z + U__bo e γ_ z

(4.15)I_ ( z ) = I_a − I_b = I_ao e−γ_ z − I_bo e γ_ z

Wird (4.14)  nach z abgeleitet und mit (4.13) in (4.7) eingesetzt, dann finden wir eine Bezie-
hung zwischen den Leitungsspannungen und -strömen:

(4.16)
I_ ( z ) = − 1

R’ +  jω L’ ⋅
d U__
d z = √⎯⎯⎯⎯⎯G’ + jω C’

R’ +  jω L’ ⋅ U__ao e−γ_ z − U__bo e γ_ z
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Durch Koeffizentenvergleich mit (4.15) erhält man für die        

(4.17)
 Wellenimpedanz:    Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯R’ +  jω L’

G’ + jω C’ =
U__ao

I_ao
=

U__bo

I_bo

Für den schon behandelten Fall der verlustlosen Leitung ist die Wellenimpedanz nach (3.16)
rein reell:

(4.18)Z__w = Zw = √⎯⎯L’
C’

Nach dieser formalen Lösung der Wellengleichungen (4.11) und (4.12) sollen die gefundenen
Resultate interpretiert werden.

4. 2 Wellenausbreitung auf der verlustbehafteten Leitung

4. 2.1 Vorwärts- und rückwärtslaufende Wellen

Wie nachfolgend gezeigt wird, kann der Lösungsansatz nach (4.14) einfach und plausibel 
interpretiert werden. (4.14) als Zeitfunktion ausgeschrieben ist:

(4.19)u ( t, z ) =  Re U__ao e−γ_ z  e jω t + U__bo e γ_ z e jω t

        a)          b)

Wir spalten die Wellenausbreitungskonstante γ_ nach Real- und Imaginärteil  auf:   

(4.20)γ_ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( R ,+  jω L, ) ( G ,+  jω C ,) = α +  j β

mit α : Dämpfungsbelag mit Dimension  Np/m      

β: Phasenbelag mit Dimension rad/m       

Da der Dämpfungsbelag α  nach (4.20) als Exponent zu e erscheint, ist die Dimension Np/m
 (Neper/Meter). Häufig wird α  in dB/m angegeben. 
Die Umrechnung erfolgt dann nach der Definition der Dämpfung im logarithmischen Mass:

10 0.05 α
[ dB ⁄m ] z =  e

α
[ Np ⁄m ] z

daraus

(4.21)α
[ dB ⁄m ]

=  8.686 α
[ Np ⁄m ]
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z

z

| u |

z

Im [ U__a, U__b ]

Im [ U__ ]

U__b

U__a

Re [ U__a, U__b ]

Re [ U__ ]

Zeiger :  U__a , U__b

γ_, Z__w

l

Z__2

I_2Z__q

U__q

I_1

U__1
U__bU__a

U__2

 ~ e −αz
ua (z )
ub (z )

 ~ e αzvPh

z
-vPh

z = l

ub

ua

a)

b)

c)

 ~ e −αz
 ~ e αz

Figur 5.2 Leitung im allgemeinen Betriebszustand: a) Leitung mit Beschaltung, 
b) Vor- und rückwärtslaufendeWellen ua (z ) und ub (z ),
c) Wellen U__a , U__b und ihre Überlagerung U__ = U__a + U__b  in komplexer 
    Darstellung. 
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Der Reflexionsfaktor r_2 ist nach (5.13) vom Verhältnis Z__2 ⁄ Z__w und nicht von den Absolut-
werten abhängig und wird daher häufig in Funktion der normierten Impedanz  z_2 = Z__2 ⁄ Z__w
ausgedrückt:

(5.14)
r_2 =

Z__2 ⁄ Z__w −  1
Z__2 ⁄ Z__w +  1 =

z_2 −  1
z_2 +  1

Die komplexe Abbildung r_2 ( z_2 ) wird in den Kapiteln 7 und 8 genauer untersucht. 

Für den Moment seien hier nur die folgenden Spezialfälle genannt:
a) Bereits gezeigter Fall der Wellenanpassung (keine Reflexion): 

Z__2 = Z__w → r_2 = 0 

b) Leerlaufende Leitung: Z__2 = ∞ → r_2 = 1 , reell

c)  Kurzgeschlossene Leitung: Z__2 =  0  → r_2 = −1 , reell

d)  Reelle Wellen- und Abschlussimpedanzen Z2 und Zw :

für Z2 ≥ Zw  → 0 ≤ r_2 ≤ 1 , reell

für Z2 ≤ Zw  → −1 ≤ r_2 ≤ 0 , reell

Nach dieser Betrachtung von Spannungs- und Stromwellen an den Leitungsenden und des
Reflexionsfaktors soll nun der Spannungs- und Stromverlauf entlang der Leitung näher unter-
sucht werden. Dabei starten wir mit dem unter c) gegebenen Spezialfall der am Ende kurzge-
schlossenen Leitung, dargestellt in Figur 5.3     

Der Leitungskurzschluss bewirkt einen Reflexionsfaktor r_2 = −1.

Damit und mit  U__a( z ) = U__ao e−γ z  und U__b( z ) = U__bo eγ z  wird 

(5.15)U__b( z ) = U__b( l ) eγ (z−l) = U__a( l ) r_2 eγ (z−l) = −U__ao eγ (z−2l)

Damit wird die Gesamtspannung U__( z ) am Ort z:

(5.16)U__( z ) = U__a + U__b = U__ao  e−γ z− eγ (z−2l)

Z__2 = 0

Z__q

U__q

I_b I_a

I_a I_bz

l

U__a

U__b

r_2 = − 1
U__

γ_, Z__w

Figur 5.3 Am Ende kurzgeschlossene Leitung
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U__a ( z )

U__b ( z )
U__( z )

: z = l
: z = l − λ ⁄ 8
: z = l − λ ⁄ 4
: z = l − λ ⁄ 2
: z = l − 3λ ⁄ 4

a)

b)

c)

| U__a |
| U__b |
| U__ |

| U__a |

| U__b |

z

| U__ | = | U__a + U__b |

l−3λ ⁄ 4 l−λ ⁄ 4 l
l−λ ⁄ 2 l−λ ⁄ 8

| U__a | - | U__b |

| U__a | + | U__b |

| I_a |
| I_b |
| I_ |

| I_a |

| I_b |
z

| I_ | = | I_a − I_b |

l−3λ ⁄ 4 l−λ ⁄ 4 l
l−λ ⁄ 2 l−λ ⁄ 8

Figur 5.4 Spannungen und Ströme entlang einer kurzgeschlossenen verlustbehafteten 
Leitung nach Figur 5.3. 
a) Spannungsamplituden  | U__a |, | U__b | und | U__ | = | U__a + U__b |
b) Stromamplituden | I_a |, | I_b | und | I_ | = | I_a − I_b |
c) Ortskurven der Zeiger   U__a ( z ), U__b ( z ) und U__( z ) = U__a + U__b
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6. Spannungsverlauf entlang der verlustfreien Leitung   

Als Spezialfall der im vorhergehenden Kapitel behandelten verlustbehafteten Leitung wenden
wir uns nun der verlustfreien Leitung zu. Obwohl in der Realität alle Leitungen verlustbehaftet
sind, sind namentlich bei kurzen Leitungen auch noch bei höheren Frequenzen die Verluste oft
so klein, dass mit guter Genauigkeit eine verlustfreie Anordnung angenommen werden kann.
Relativ kurze verlustarme Leitungen mit in z-Richtung verschiebbaren Spannungsdetektoren,
sogenannten Messleitungen, wurden auch früher häufig zur Bestimmung von Reflexionsfakto-
ren verwendet. Figur 6.1 zeigt schematisch dieses Messystem. Dabei kann mit der verschieb-
baren Sonde, die eine verschwindend kleine elektrische Belastung für die Leitung darstellt, nur
der Betrag der Leitungsspannung  U__ = U__a + U__b  bestimmt werden.   

Am Ort  z = l   gilt:

nach rechts laufende Welle U__a( l )

nach links laufende Welle U__b( l ) = r_2 U__a( l )

Am Ort   z = l − d   gilt:

Leitungsspannung U__( l − d ) = U__a( l − d ) + U__b( l − d ) = U__a( l ) e jβd + r_2 e−jβd

Figur 6.2 zeigt den Verlauf  U__( z )  für die Reflexionsfaktoren  r_2 = 0.5 und r_2 = 1.     

Z__2

Z__q

U__q

z

r_2

Z__w, γ_ = j β

d

l

U__

Figur 6.1 Messleitung mit verschiebbarer Sonde zur Abtastung der Spannung | U__ | 
entlang der Leitung

z

r = 1 r = 0.5

lλ ⁄ 2

| U__ |

Figur 6.2 Sondenspannungen | U__ |  für Reflexionsfaktoren r = 1  und  r = 0.5
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Die Sondenspannung | U__( z ) |, variiert periodisch mit einer Periode λ ⁄ 2. Für den   Reflexions-
faktor r_2 = 1 sind die Extremalwerte der Sondenspannung:

Umax =  2 | U__a |, Umin =  0

6. 1 Bestimmung des Reflexionsfaktors r aus dem Stehwellenverhältnis Umax ⁄Umin

Die Überlagerung der vorwärtslaufenden und der rückwärtslaufenden Welle mit der in Figur
6.2 dargestellten periodischen Schwankung des Betrages wird Stehwelle genannt. 
Das Stehwellenverhältnis VSWR (voltage standing wave ratio) ist das Verhältnis der Extre-
malwerte der Sondenspannung:        

(6.1)
VSWR =

|U__ | max

|U__ | min
= Spannungsmaximum

Spannungsminimum

mit  | U__ | max =  | U__ao | ( 1 + | r_ | )  und  | U__ | min =  | U__ao | ( 1 − | r_ | )   wird das 
Stehwellenverhältnis   

(6.2)
VSWR  = 1 + | r_ |

1 −| r_ | ⇔          | r_ | = VSWR − 1
VSWR + 1

Für  | r_ | = 1  ist der Verlauf der Stehwelle ~ sin 2π z
λ

Die einfache Methode der Stehwellenmessung zur Bestimmung von Reflexionsfaktoren wurde
in der Mikrowellentechnik bis vor ca. 30 Jahren intensiv angewendet. Heute werden
Reflexionsfaktoren elektronisch mit Hilfe von Netzwerkanalysatoren im ganzen technisch
interessanten Frequenzbereich von Hz bis 100 GHz  gemessen.       
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Die Kettenmatrix  der verlustbehafteten Leitung ist also

(7.4)

[A__] =
 cosh γ_l

sinh γ_l
Z__w

Z__w sinh γ_l

cosh γ_l

Die Leitung ist ein reziprokes, symmetrisches Zweitor, was in dieser Kettenmatrix zum Aus-
druck kommt:

1. Reziprozität: det [A__] =  1

2. Symmetrie: A__11 = A__22

Die Beziehungen zwischen den Strömen und Spannungen an den Leitungsenden (7.2) und
(7.3) können mit π- oder T-Ersatzschaltungen nach Figur 7.2 dargestellt werden.   

Die Elementwerte sind:      

a) π-Schaltung:

(7.5)
Z__π1 = Z__w sinh γ_l Y__π2 = 1

Z__w
tanh

γ_l
2

b)  T-Schaltung:

(7.6)
Z__T1 = Z__w tanh

γ_l
2 Y__T2 = 1

Z__w
 sinh γ_l

Die sinh- und die tanh-Funktionen haben dabei komplexe Argumente. Die Ersatzelemente sind
in transzendenter Weise frequenzabhängig und können nicht mit Netzwerken mit einer endli-
chen Anzahl von diskreten Komponenten R, L und C dargestellt werden. 

7. 2 Impedanztransformation mit einer Leitung

Mit Hilfe der Kettenmatrix oder einer Leitungsersatzschaltung nach Figur 7.2 kann die am
Eingang einer Leitung auftretende Impedanz Z__1 bestimmt werden, wenn die Leitung ausgangs-
seitig mit der Impedanz Z__2 belastet wird, wie in Figur 7.3 dargestellt ist. Mit Z__2 = − U__2 ⁄ I_2
finden wir mit (7.2) und (7.3) :

(7.7)
Z__1 = Z__w

Z__2 + Z__w tanh γ_l
Z__w + Z__2  tanh γ_l

Z__T1 Z__T1

Y__T2

Z__π1

Y__π2 Y__π2

b)a)

Figur 7.2 Leitungsersatzschaltungen, a)  π-Schaltung,  b) T-Schaltung
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Mit der Normierung  z_1 = Z__1 ⁄ Z__w  und z_2 = Z__2 ⁄ Z__w  der Impedanzen Z__1  und Z__2  wird (7.7)
zu

(7.8)
z_1 =

z_2 + tanh γ_l
1 + z_2  tanh γ_l

Die komplexe tanh-Funktion kann mit Hilfe eines bekannten Additionstheorems nach Real-
und Imaginärteil dargestellt werden:

(7.9)
tanh γ_l =  tanh (α + j β)l =

tanh αl + j tan βl
1 + j tanh αl tan βl

Wenn die Abschlussimpedanz Z__2 gleich der Wellenimpedanz der Leitung Z__w entspricht, dann
ist nach (7.7) die Eingangsimpedanz Z__1 = Z__w , wie dies zu erwarten ist.    
Bei der Transformation nach  (7.7) wird die Impedanz Z__2 in die Impedanz Z__1 transformiert.
Die Transformation von Z__1 ( Z__2 )  bei konstanten  γ_l und Z__w  ist eine bilineare Transformation
oder Möbius-Transformation. Diese Abbildung von  Z__2  auf  Z__1  ist winkeltreu und kreistreu.
In Figur 7.4 wird ein Beispiel dieser Transformation dargestellt: wird der Realteil von Z__2
konstant gehalten und der Imaginärteil variiert, dann bewegt sich die Impedanz Z__1 in der
komplexen Ebene auf einer Kreisbahn.   

[A__] Z__2

I_2

U__1

I_1

U__2
Z__1

Figur 7.3 Transformation einer Impedanz  Z__2  über eine verlustbehaftete Leitung auf
die Impedanz  Z__1.

Z__2

Re [ Z__2 ] = konstant

Z__1
Im [ Z__2 ]

Re [ Z__2 ]

Im [ Z__1 ]

Re [ Z__1 ]

Im [ Z__2 ] 
= konstant

Figur 7.4 Bilineare Transformation einer Impedanz  Z__2  über eine Leitung auf die 
Impedanz  Z__1
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Wird andererseits der Imaginärteil von Z__2  konstant gehalten und der Realteil variiert, dann ist
die Ortskurve von Z__1  wiederum ein Kreis, der den ersten Kreis mit rechten Winkeln schnei-
det. Die Kreistreue ist dabei erhalten, wenn die Gerade als Spezialfall des Kreises betrachtet
wird. Bei dieser Abbildung kann ohne weitere Angabe sofort die Zuordnung der Kreise zu den
Geraden bestimmt werden: Die Gerade mit Re [ Z__2 ] = konstant wird in den ganz in der rech-
ten Z__1-Halbebene liegenden Kreis abgebildet, während die Gerade Z__2 mit Im [ Z__2 ] = konstant
im Bereich  Re [ Z__2 ] < 0 eine aktive Impedanz darstellt und damit auch über eine verlustbe-
haftete Leitung zu einer Impedanz mit negativem Realteil abgebildet werden kann.
Bei einer sehr langen verlustbehafteten Leitung ( αl >> 1 ) strebt die Eingangsimpedanz Z__1
gegen den Wellenwiderstand Z__w, wie dies mit einer Grenzwertbetrachtung von (7.7) gezeigt
werden kann.

7. 3 Impedanztransformation des Reflexionsfaktors mit einer verlustbehafteten Leitung

Während die Transformation der Impedanz nach (7.7) keine einfache, mit "Kopfrechnung"
abschätzbare Funktion ist, kann die Transformation sehr einfach dargestellt werden, wenn statt
der Impedanz Z__2  der entsprechende Reflexionsfaktor r_2 bezüglich der Wellenimpedanz Z__w
betrachtet wird. In Figur 7.5 ist der Reflexionsfaktor am Leitungsende  r_2  und der auf den
Leitungseingang transformierte Reflexionsfaktor r_1 dargestellt.       

Gemäss Definition (5.13) ist der Reflexionsfaktor r_2

(7.10)
r_2 =

U__b2

U__a2
=

U__b( l )
U__a( l ) =

Z__2 − Z__w

Z__2 + Z__w

Am Leitungseingang ist definitionsgemäss

(7.11)
r_1 =

U__b1

U__a1

Nach (4.23) und (4.25) erfahren die hinlaufenden und die zurücklaufenden Wellen U__a und U__b

auf der Leitung eine Dämpfung und Phasendrehung um e −γ l. Damit kann r_1 in Funktion von
r_2  geschrieben werden:

(7.12)
r_1 =

U__b1

U__a1
=

U__b2  e−γ l

U__a2  e γ l = r_2 e−2γ l

U__a2

U__b2

r_2

l

U__a1

U__b1

r_1

Figur 7.5 Wellen und Reflexionsfaktoren einer mit der Lastimpedanz Z__2 belasteten
Leitung. Transformation des Reflexionsfaktors.
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Diese Transformatorlösung ist recht aufwendig, zudem zeigen Transformatoren bei der
Frequenz von 100 MHz erhebliche Verluste. Eine wesentlich einfachere und kostengünstigere
Lösung ist:

2. Lösung: Verwendung eines  λ ⁄ 4-Transformators nach Figur 7.7 .   

Damit der Generator mit einer Impedanz von 25 Ω  belastet wird, wird die Lastimpedanz Z__2
mit einem λ /4-Transformator  auf  Z__1 = 25 Ω   transformiert.  Dies geschieht, wenn nach (7.7)
die Wellenimpedanz Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯Z__1 Z__2 , in unserem Beispiel Z__w = 50 Ω , gewählt wird. 
Die elektrische Länge l  des λ ⁄ 4 -Transformators beträgt dabei l = λ ⁄ 4 = 75 cm. Die gleiche
Impedanztransformation tritt auch bei einer Leitungslänge auf, die einem ungeraden Vielfa-
chen vom λ /4 entspricht: l = λ ⁄ 4, 3λ ⁄ 4, 5λ ⁄ 4 …

7. 4.2 Die λ/2-Leitung

Als weiteren Spezialfall betrachten wir die Transformation über eine Leitung der Länge λ /2.
Mit βl = π wird Z__1 nach (7.14):

Z__1 = Z__2

Eine verlustlose Leitung der Länge l = λ ⁄ 2, λ,   3λ ⁄ 2, …  transformiert eine Impedanz Z__2 auf
den gleichen Wert Z__1 = Z__2 , unabhängig von der Wellenimpedanz Z__w . 

7. 4.3 Transformation von Leerlauf und Kurzschluss

Als weitere Spezialfälle der Transformationen von Impedanzen über verlustfreie Leitungen
betrachten wir den transformierten Kurzschluss und den transformierten Leerlauf nach Figur
7.8 :

Beim Kurzschluss mit  Z__2 = 0  wird  nach (7.14) die Eingangsimpedanz:

(7.16)Z__1K = j Z__w tan βl

Beim Leerlauf mit  Z__2 = ∞ wird  die Eingangsimpedanz:  

(7.17)Z__1L = − j Z__w cot βl

Dabei sind (zur Erinnerung): β = 2π
λ = ω

v v = λ f = 1
√⎯⎯⎯⎯L’C’

f = 100 MHz

Z__2 = 100 Ω

Rq = 25 Ω Zw = 50 Ω, l = λ ⁄ 4

U__q

Figur 7.7 Impedanztransformation mit einem λ ⁄ 4 -Transformator

Z__1K Z__2 = 0Z__w, l Z__1L Z__2 = ∞Z__w, l

Figur 7.8 Transformation von Kurzschluss und Leerlauf über eine verlustfreie Leitung.
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Aus (7.16) und (7.17) folgt  

(7.18)Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__1K Z__1L

(7.18) gilt auch für verlustbehaftete Leitungen. 
Für eine Leitungslänge l = λ ⁄ 8 sind die Kurzschluss- und Leerlaufimpedanzen:

Z__1K (l = λ ⁄ 8) =  j Z__w Z__1L (l = λ ⁄ 8) = − j Z__w

Die behandelten Spezialfälle des transformierten Kurzschlusses und des transformierten Leer-
laufs haben gezeigt, dass je nach Leitungslänge Z__1 induktiv (Im [ Z__1 ]>0) oder kapazitiv
(Im [ Z__1 ]<0) sein kann. In Figur 7.8 sind die Impedanzen Z__1K und Z__1L in Funktion von βl
bzw. l dargestellt. 

Der Verlauf von Z__1K und Z__1L ist periodisch mit der Leitungslänge, mit der Periode Δl = λ ⁄ 2
bzw. Δβl = π . Die Pole und Nullstellen von Z__1K entsprechen Nullstellen und Polen von Z__1L.

Z__1K ⁄ jZw

Z__1L ⁄ jZw

λ ⁄ 8 λ ⁄ 4 λ ⁄ 2 3 λ ⁄ 4 λ       5 λ ⁄ 4        3 λ ⁄ 2         l

π ⁄ 4 π ⁄ 2 π   3π ⁄ 2 2π        5π ⁄ 2         3π βl

ka
pa

zi
tiv

   
in

du
kt

iv
ka

pa
zi

tiv
   

in
du

kt
iv

Figur 7.9 Normierte transformierte Kurzschlussimpedanz und Leerlaufimpedanz in
Funktion von βl  bzw. l
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Figur 7.10  zeigt das elektrische Verhalten von kurzgeschlossenen und leerlaufenden Leitun-
gen von verschiedenen Längen:    

Figur 7.10 a) und b): für kurze Leitungslängen l << λ ⁄ 4   verhält sich die kurzgeschlossene
Leitung induktiv und die leerlaufende Leitung kapazitiv.

Figur 7.10 c) und d): für Leitungslängen l = λ ⁄ 4 + n λ ⁄ 2 ; n = 0, 1, 2, …  verhält sich die
kurzgeschlossene Leitung wie ein Parallelresonanzkreis und und die
leerlaufende Leitung wie ein Serieresonanzkreis.

Das umgekehrte Verhalten finden wir für Leitungslängen  l = n λ ⁄ 2 ;   n = 1, 2, 3, …

In der Hochfrequenztechnik spielen Leitungselemente dank handlicher Wellenlängen eine be-
sonders wichtige Rolle: sie werden in allen Schaltungen, wie Anpassungen, Filter, Koppler
usw. an Stelle von Induktivitäten, Kapazitäten, Serie- und Parallelresonanzkreisen eingesetzt.

l << λ ⁄ 4 ≈ l << λ ⁄ 4          ≈

a)

c)

l = λ ⁄ 4 + n λ ⁄ 2      ≈ l = λ ⁄ 4 + n λ ⁄ 2 ≈

b)

d)

Figur 7.10 Das elektrische Verhalten von kurzgeschlossenen und leerlaufenden Leitun-
gen der Längen l << λ ⁄ 4   und l = λ ⁄ 4 + n λ ⁄ 2;     n = 0, 1, 2, …
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Der Reflexionsfaktor ist also eine bilineare Abbildung (Möbius-Transformation) der normier-
ten Impedanz z_. Bei allen praktischen Anwendungen ist dabei die Bezugs- oder Wellenimpe-
danz Z__w rein reell.     

Das Smith-Diagramm ist die Abbildung der komplexen 
z_-Ebene in die komplexe r_ -Ebene:

(8.2)
    r_ = ξ + jη =

z_ −  1
z_ +  1

8. 1 Eigenschaften des Smith-Diagramms

Figur 8.2 zeigt die Abbildung der Koordinatenachsen der komplexen Ebene der normierten
Impedanz z_  in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r_ .

a)Abbildung der positiv reellen Achse  z_ = u + jv  mit  u =  0 …∞  und v =  0 

(8.3)r_ = ξ + jη = u −  1
u +  1 = −1 … +1

Die positiv reelle Achse von der  z_-Ebene wird also in die Strecke  −1 < r_ < +1  abgegildet. 

jv

z_ = 0 z_ = ∞
Kurzschluss Leerlauf

r_

Anpassung
z_ = 1 

u

jη

ξ

z_ = j

z_ = −j

z_

Figur 8.2 Abbildung der positiven reellen Achse u  und der imaginären Achse v  der 
normierten Impedanz z_  in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r_ .
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b) Abbildung der imaginären Achse  z_ = u + jv  mit  u =  0  und   v = −∞ … ∞

(8.4)r_ = jv −  1
jv + 1

Da nach der obigen Gleichung | r_ | =  1,  wird die imaginäre Achse der z_-Ebene in den
Einheitskreis der r_-Ebene abgebildet.
In Abbildung nach Figur 8.2 zeigt sich eine weitere bekannte Eigenschaft von konformen
Abbildungen: der rechte Winkel zwischen den Achsen der z_-Ebene bleibt in der Abbildung
erhalten, d.h. der Einheitskreis (Abbildung von z_ = jv = −j∞… j∞ ) und die Strecke
−1 < r_ < +1  (Abbildung von z_ = u =  0 …∞ ) schneiden sich unter einem rechten Winkel.
Figur 8.3 zeigt die Abbildung der Geradenschar  z_ = u + jv  mit  u = konstant in der r_ -Ebene.

Die Geraden u = konstant gehen in Kreise mit Mittelpunkten auf der ξ- Achse über. 

Punkt z_ = u + j0 wird abgebildet in r_ = ξ = u −  1
u +  1, η = 0

Punkt z_ = u ± j∞ wird abgebildet in r_ = ξ = 1, η = 0

Figur 8.4 zeigt die Abbildung der Geradenschar z_ = u + jv  mit v = konstant in der r_-Ebene.
Sie besteht aus Kreisen mit Mittelpunkten auf der Geraden ξ = 1. Diese Kreise gehen durch
r_ = 1 und schneiden den Einheitskreis rechtwinklig. 

Es gilt allgemein:

(8.5)
r_ = ξ + jη =

z_ −  1
z_ +  1 =

u + jv −  1
u + jv +  1

(8.6)
z_ = u + jv =

1 + r_
1 − r_ =

1 + ξ + jη
1 − ξ − jη

jv
r_

u

jη

ξ

z_

Figur 8.3 Abbildung der Geradenschar z_ = u + jv  der normierten Impedanz z_  mit
u = konstant in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r_ .
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Nach u und v aufgelöst durch Zerlegung in Real- und Imaginärteile : 

(8.7)
u = 1 − (ξ2 + η2)

(1 − ξ)2 + η2 v = 2η
(1 − ξ)2 + η2

Daraus finden wir die Gleichungen der Kreisscharen für u = konstant und v = konstant

(8.8)(ξ − ξo)2 + η2 = ρu
2 (ξ − 1)2 + (η − ηo)2 = ρv

2

(8.9)mit ξo =
u

1 + u ρu =
1

1 + u  und ηo = ρv =
1
v

jv r_

u

jη

ξ

z_

ξ = 1

Figur 8.4 Abbildung der Geradenschar z_ = u + jv  der normierten Impedanz z_   mit
v = konstant in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r_ .

jη

ξ

ξ = 1

r_

ηo

ξo

ρu
ρv

Figur 8.5 Kreisscharen im Smith-Diagramm für u = konstant und v = konstant.
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Wie Figur 8.5 veranschaulicht, wird durch (8.8) der passive Bereich d. h. die rechte Hälfte der
z_-Ebene ( Re [ z_ ] > 0 ) in das Innere des Einheitskreises der r_ Ebene abgebildet. 

Figur 8.6 zeigt das Smith-Diagramm in der Form, wie es in der Praxis angewendet wird.       

Figur 8.6 Smith-Diagramm für den praktischen Gebrauch.

- 43 -



8. 2 Anwendungen des Smith-Diagramms

8. 2.1 Umwandlung zwischen Impedanz und Reflexionsfaktor

Beispiel 1: 
Bestimmung des Reflexionsfaktors r_ einer Impedanz Z__L bezüglich der Wellenimpedanz Z__w

Leitung:   Koaxialkabel für Fernsehen mit  Zw =  75 Ω
Abschlussimpedanz der Leitung:   Z__L =  150 Ω + j 25 Ω

Mit Hilfe des Smith-Diagramms nach Figur 8.7 löst man die Aufgabe graphisch wie folgt:

1. Berechnung der auf Z__w  normierten Impedanz  z_ :

(8.10)
z_ =

ZL

Zw
= 2 + j 0.33

2. Eintragen des Wertes von z_  in das Koordinatennetz des Smith-Diagramms

3. Bestimmung des Reflexionsfaktors r_   durch Ausmessen der Koordinaten:

(8.11)| r_ | = 0.35

(8.12)∠ r_ =  12°

r_jη

ξ

r_

r_
Z__L

Zw

Figur 8.7 Bestimmung des Reflexionsfaktors r_   aus dem Smith-Diagramm
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8. 2.2 Bestimmung des Reflexionsfaktors entlang einer Leitung

Nach (7.13) transformiert sich der Reflexionsfaktor r_  in Abhängigkeit der Ortskoordinate z :

(8.13)r_ (z) = r_ (l) e−2γ (l − z) = r_ (l)  e−2α Δ z e−2jβ Δ z

mit Δ z = l − z  .

Beispiel 2:  verlustlose Leitung

Für den Fall der verlustlosen Leitung ( α = 0 ) bewirkt (8.13) im Smith-Diagramm nur eine
Drehung des Reflexionsfaktors um den Winkel 

(8.14)−2β Δ z = −4π Δ z ⁄ λ

Wenn wir unser Beispiel 1 weiterführen und uns für den Reflexionsfaktor r_ (z)  interessieren,
den wir in einer Distanz von  Δ z = l − z = λ ⁄ 8  von der Abschlussimpedanz messen würden,
dann entspricht diese Verschiebung einer Phasendrehung des Reflexionsfaktors um

(8.15)−2 . 2π
λ

. λ
8 = − π

2

Damit wird  r_ (z) =  0.35∠ 12°−90° =  0.35∠−78°

Die Phasendrehung des Reflexionsfaktors ist in Figur 8.8  dargestellt.      

Wir entnehmen aus dieser Darstellung auch die transformierte Impedanz Z__ (z)

Z__ (z) = ( 0.95 − j 0.75 ) . 75 Ω =  71.25 Ω − j 56.25Ω

r_ (z) r_ (l)
Z__L

Zw

r_ (l)

r_ (z)

r_
jη

ξ

π ⁄ 2

z

Figur 8.8 Transformation des Reflexionsfaktors r_  entlang einer verlustlosen Leitung
für eine Distanz von  Δ z = λ ⁄ 8 .
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Beispiel 3: verlustbehaftete Leitung

Für den Fall der verlustbehafteten Leitung ( α > 0 ) erfährt der Reflexionsfaktor nach (8.13)
zusätzlich zur Drehung noch eine Reduktion seines Betrages um den Faktor e2α (l −z)

Figur 8.9 zeigt als Beispiel die Transformation der normierten Impedanz z_ (l) =  0.5 + j 2 über
eine Leitung mit einem Dämpfungsbelag α =  0.25 ⁄ λ .

Aus dem Smith-Diagramm wird für die normierte Impedanz z_ (l) ein Reflexionsfaktor
r_ (l) =  0.825 ∠ 51° abgelesen. Durch Transformation dieses Reflexionsfaktors mit (8.13) für
verschiedene Werte von z erhalten wir

z l l − λ ⁄ 8 l − λ ⁄ 4 l − 3λ ⁄ 8 l − λ ⁄ 2

r_ 0.825∠ 51° 0.775∠ -39° 0.728∠ -129° 0.684∠ 141° 0.643∠ 51°

8. 2.3 Umwandlung zwischen Admittanz und Reflexionsfaktor 

Mit der normierten Impedanz  z_ = Z__ ⁄ Z__w  und normierten Admittanz  y_ = Y__ ⁄ Y__w =  1 ⁄ z_   ist 
nach  (8.2)

(8.16)
r_ =

z_ − 1
z_ +  1 = −

y_ −  1
y_ +  1

Die Abbildung r_ (y_)  entspricht also der Abbildung von -r_ (z_).

: z = l
: z = l − λ ⁄ 8
: z = l − λ ⁄ 4
: z = l − 3λ ⁄ 8
: z = l − λ ⁄ 2

r_
jη

ξ

r_ (z) r_ (l)
Z__L

Zw

z

Figur 8.9 Transformation des Reflexionsfaktors r_  entlang einer verlustbehafteten 
Leitung
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Die Abbildung r_ (y_)  entspricht der mit -1 multiplizierten Abbildung r_ (z_),

d.h. das um 180° gedrehte Smith-Diagramm liefert die Abbildung r_ (y_).

Figur 8.10 a) zeigt ein Ablesebeispiel eines Reflexionsfaktors als Funktion einer normierten
Admittanz mit Hilfe des um 180° gedrehten Smith-Diagramms.

Da sich die Abbildungen von  r_ (z_)  und  r_ (y_) = r_ (1 ⁄ z_)  nur durch das Vorzeichen unterschei-
den, kann das Smith-Diagramm auch zur Bildung des reziproken Wertes einer komplexen Zahl
oder zur Umwandlung einer normierten Impedanz in eine Admittanz verwendet werden. Aus-
gehend von einer normierten Imedanz  z_ wird im Smith-Diagramm der zugehörige Reflexions-
faktor r_  bestimmt. Der mit -1 multiplizierte Reflexionsfaktor  r_   führt im Smith-Diagramm
zur Ablesung des Wertes  y_ , dem zu  z_  reziproken Wert. Figur 8.10 b) veranschaulicht dieses
Verfahren.

8. 2.4 Die Lösung von Anpassungsproblemen mit dem Smith-Diagramm

Nach (8.14) erfährt der Reflexionsfaktor r_ entlang einer verlustfreien Leitung eine Drehung
um den Winkel  −4πΔ z ⁄ λ , wobei Δ z = l − z der Abstand zwischen der Messebene und der
Abschlussimpedanz Z__L  ist. Wie aus Figur 8.11 ersichtlich ist, kann mittels einer verlustfreien
Leitung mit der Wellenimpedanz  Zw  jede Impedanz, die einen Reflexionsfaktor des Betrages
r_  bezüglich  Zw  in irgend eine andere Impedanz mit unverändertem Betrag des Reflexions-
faktors r_  überführt werden. Die benötigte Leitungslänge ist  l < λ ⁄ 2.

y_

y_

z_

b)a) r_r_

Figur 8.10 Graphische Methoden zur Konversion zwischen normierter Admittanz  y_ , 
Reflexionsfaktor  r_   und normierter Impedanz  z_ .
a) Drehung des Smith-Diagramms um 180° gibt die Abbildung der 
    komplexen y_ -Ebene in die komplexe r_ -Ebene.
b) Drehung von r_  um 180° zur Ablesung von y_  im Smith-Diagramm. 
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Für eine allgemeine Transformation stellt sich die Frage, wie sich der Reflexionsfaktor r_, der
auf eine reelle Referenzimpedanz Zw  bezogen ist, verhält, wenn die Transformation über eine
Leitung mit einer Wellenimpedanz Zwo ≠ Zw  erfolgt, wie dies in Figur 8.12 dargestellt ist.

Für die Transformation einer Impedanz Z__L über eine verlustfreie Leitung  der Wellenimpedanz
Zwo  und der Länge l gilt nach (7.14):

(8.17)
Z__ = Zwo

Z__L + j Zwo tan βl
Zwo + j Z__L  tan βl

mit  β = 2π ⁄ λ

Z__Lr_
Z__

Zw

l

r_jη

ξ

Z__L

l = λ ⁄ 8

l = 3λ ⁄ 8

l = λ ⁄ 4

l = 0 
l = λ ⁄ 2

Figur 8.11 Transformation einer Impedanz über eine Leitung mit Wellenimpedanz Zw
= Referenzimpedanz des Reflexionsfaktors.

Zwo

lZ__

r_

r_o

Z__ :  transformierte Impedanz

r_ :  auf  Zw  bezogener Reflexionsfaktor

r_o:  auf  Zwo  bezogener Reflexionsfaktor

Z__L

Figur 8.12 Transformation  eines  auf  die  reelle  Referenzimpedanz  Zw  bezogenen 
Reflexionsfaktors r_  über eine Leitung mit der Wellenimpedanz  Zwo ≠ Zw . 
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Figur 8.14 zeigt einen Transformationskreis im Smith-Diagramm. 

Wenn die Bezugsimpedanz Zw des Smith-Diagramms nicht gleich der Wellenimpedanz Zwo
der Transformationsleitung ist, dann ist der Transformationskreis nicht mehr zentrisch im
Smith-Diagramm. Wie in Figur 8.13 kann auch in Figur 8.14, die Wellenimpedanz Zwo  der
Transformationsleitung aus den Schnittpunkten des Transformationskreises mit der reellen
Achse ermittelt werden:

(8.20)
Zwo = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Zmin Zmax = Zw√⎯⎯⎯⎯⎯Zmin

Zw
⋅

Zmax
Zw

Bei Figur 8.14 ist zu beachten, dass die elektrische Länge auf dem exzentrischen Transforma-
tionskreis nicht mehr proportional zur Kreisbogenlänge ist wie in Figur 8.11. Auch entspricht
das Kreiszentrum nicht der Wellenimpedanz  Zwo  der Transformationsleitung.

Die exakte Länge der Transformationsleitung wird bestimmt, indem entsprechend der Darstel-
lung nach Figur 8.8 die ganze Transformation in ein Smith-Diagramm mit der Normierungs-
impedanz  Zwo  gemäss (8.18) gezeichnet wird. 

Figur 8.15 zeigt den möglichen Transformationsbereich einer Impedanz Z__L  über eine Leitung
für verschiedene Wellenimpedanzen Zwo . 

Möglicher Transformationskreis:
Zwo = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Zmin Zmax

Winkel ist nicht mehr proportional
zur Leitungslänge

Kreiszentrum entspricht nicht 
Zwo ⁄ Zw

r_jη

ξZ__min
Zw

Z__L
Zw

Z__max
Zw

Figur 8.14 Transformation einer Impedanz Z__L über eine Leitung mit Wellenimpedanz
Zwo ≠  Referenzimpedanz  Zw .
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Z__wo → 0

Z__wo < Zw

Z__wo = Zw

Z__wo > Zw

Z__wo →∞

Z__L

Zw

Z__L
∗

Zw

r_
jη

ξ

Figur 8.15 Möglicher Transformationsbereich im Smith-Diagramm einer Impedanz Z__L
über eine Leitung mit Wellenimpedanz Zwo ≠  Referenzimpedanz  Zw . 
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9. Leitungstypen    
In den bisherigen Betrachtungen von Leitungen wurde nur von den primären Leitungskonstan-
ten L’, C’, R’ und G’ ausgegangen und darauf aufbauend das elektrischen Verhalten unter-
sucht. Die technische Realisierung von Leitungen und deren Eigenschaften wurden bisher
noch nicht behandelt. Von den Leitungen, die den untersuchten TEM-Wellentyp führen, sind
hauptsächlich folgende von technischem Interesse:       

 Koaxialleitung,  Zweidrahtleitung und  Streifenleitung

Für diese Leitungstypen sollen die primären Leitungsparameter bestimmt werden. Dabei zeigt
es sich, dass je nach Frequenzbereich gewisse Vereinfachungen gemacht werden können. Von
ganz besonderer Bedeutung ist dabei der Einfluss des Skineffektes (Stromverdrängungseffekt
bei hohen Frequenzen), der die Leitungsdämpfung mit zunehmender Frequenz zunehmen lässt.
Für die Leitungstypen Koaxialleitung und Zweidrahtleitung können die Leitungsparameter mit
kleinem mathematischem Aufwand bestimmt werden. Für Mikrostreifenleitungen, namentlich
mit endlicher Metallisierungsdicke, sind numerische Feldberechnungsmethoden erforderlich.

9. 1 Die Koaxialleitung 

Die Koaxialleitung spielt technisch eine sehr bedeutende Rolle, sowohl für die Energieübertra-
gung wie auch für die Kommunikationstechnik. Figur 9.1 zeigt den Aufbau eines Koaxialka-
bels, das mit verschiedenen Techniken gefertigt wird:   

Der Aussenleiter besteht aus einem Geflecht, einer gewickelten Folie oder ist ein solides Rohr,
meist aus Kupfer (eventuell versilbert) oder Aluminium. Der Innenleiter ist entweder massiv
oder besteht aus verdrillten Drähten, meist aus versilbertem Kupfer.
Das Dielektrikum ist entweder Luft (mit Stützscheiben oder Wendel zur Fixierung des Innen-
leiters) oder ein organischer Polymer (Polyethylen (PE), Polytetrafluorethylen (PTFE), Poly-
styren). Telefonkabel sind teilweise mit ölgetränktem Papier isoliert.

Die relativen Dielektrizitätskonstanten εr  sind:                   
Polyäthylen: 2.4 ... 2.6
Teflon (PTFE): 2.1 
Polystyrol und Polystren: 2.5 ... 2.6
geschäumte Stoffe: 1.02 ... 1.24

2ri2ra

Aussenleiter

Innenleiter

Dielektrikum

d

Figur 9.1  Aufbau eines Koaxialkabels.
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9. 1.1 Berechnung der Leitungskapazität 

Zur Berechnung der Leitungskapazität betrachten wir Figur 9.2    

Definitionsgemäss ist der Kapazitätsbelag C’            

C’ = Q’
U =  Ladungsbelag / Spannung zwischen Innen- und Aussenleiter

Mit einem Ladungsbelag Q’ ist die elektrische Verschiebung D auf dem Innenleiter       

(9.1)D(ri) =
Q’

2πri

mit ri :  Innenleiterradius    

Die elektrische Verschiebung D  im Isolator ist proportional zu 1 ⁄ r .

(9.2)
D(r) = D(ri)

ri
r = Q’

2πr

Die zugehörige elektrische Feldstärke E(r)  ist           

(9.3)E(r) = D(r)
ε = D(r)

εo εr

Die Spannung U  zwischen Innen- und Aussenleiter ist

(9.4)
U =

ri

ra
E d r = Q’

2πε ri

ra d r
r = Q’

2πε ln
ra
ri

mit ra :  Aussenleiterradius      

Wir finden daher für den Kapazitätsbelag C’       

(9.5)
C’ = Q’

U = 2πε
ln (ra ⁄ ri)

=
55.6 εr

ln (ra ⁄ ri)
pF
m

+Q’

E(r)

rari

r

U

−Q’

Figur 9.2 Zur Bestimmung des Kapazitätsbelags C’
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9. 1.2 Berechnung der Leitungsinduktivität

Der Induktivitätsbelag  L’  setzt sich zusammen aus dem:     
a) inneren Induktivitätsbelag L’i , herrührend vom magnetischen Feld im Innen- und 

Aussenleiter  und        
b) äusseren Induktivitätsbelag L’a , herrührend vom magnetischen Feld zwischen den Leitern. 

Während die Berechnung des äusseren Induktivitätsbelags einfach ist und keine Unsicherhei-
ten birgt, ist die innere Induktivität abhängig von der Stromverteilung in den Leitern. In einem
ersten Schritt nehmen wir eine völlig homogene Stromverteilung an und bestimmen die zuge-
hörige Induktivität. Diese Stromverteilung stellt sich bei Gleichstrom und sehr niedriger Sig-
nalfrequenz ein. In einem zweiten Schritt betrachten wir die Induktivität bei höherer Signalfre-
quenz. Der innere Induktivitätsbelag L’i setzt sich zusammen aus den Induktivitätsbelägen des
Innenleiters und des Aussenleiters L’ii und L’ia .            

Die innere Induktivität

Zur Bestimmung des Induktivitätsbelags des Innenleiters L’ii bei Gleichstrom (homogene
Stromverteilung) gehen wir von Figur 9.3a aus       

Bei einem Innenleiterradius ri betrachten wir den Strom, der innerhalb eines Radius r fliesst.
Das Umlaufsintegral der magnetischen Feldstärke H   über dem Kreis mit Radius r ist:      

(9.6)oH d l = I (r)

mit I (r)  = in der Kreisfläche mit Radius r  fliessender Strom.

(9.7)oH d l = 2πr H = I (r) = Ii r2 ⁄ ri
2

mit Ii : Strom im Innenleiter. 

Damit finden wir für die magnetische Feldstärke H :

(9.8)H (r) = Ii
r

2πri
2

Hi
H(r)

ri

d l

H(r)

Hi

r
Ha

Ha

rari

Hi
H(r)

H(r)
Hi

r

a) b) d

Figur 9.3 Darstellung der Feldverteilung in einem Koaxialkabel zur Bestimmung der
inneren Induktivität: a) Innenleiter  b) ganzer Kabelquerschnitt.
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Wir bestimmen den Induktivitätsbelag L’ii über die im Innenleiter gespeicherte magnetische
Energie pro Längeneinheit W ’mi.       

(9.9)
W ’mi = Lii

, Ii
2

2 =
A

H B
2  d A

mit A: Querschnitt des Innenleiters      

Mit B = μH  und  d A = 2π r dr   ist               

(9.10)
W ’mi = πμ

0

r
H 2r dr

Mit (9.8), (9.9) und (9.10) :

(9.11)
W ’mi = L’ii

Ii
2

2 =
πμ Ii

2

4π 2 ri
4 0

r
r 3  dr =

μ Ii
2

16π

Der innere Induktivitätsbelag des Innenleiters L’ii  ist somit:

(9.12)L’ii =
μ
8π

Der innere Induktivitätsbelag L’ii ist bei konstanter Stromdichte unabhängig vom Radius ri
des Innenleiters. In gleicher Weise kann der innere Induktivitätsbelag des Aussenleiters L’ia
bestimmt werden. Für d ⁄ ra < < 1 gilt näherungsweise (ohne Herleitung):

(9.13)L’ia=
μ d

6π ra

mit  d: Dicke des Aussenleiters.         

Damit ist der innere Induktivitätsbelag L’i :

(9.14)L’i = L’ii + L’ia=
μ
π

1
8 + d

6 ra

Die äussere Induktivität

Die magnetische Feldstärke im Bereich ri < r < ra ist:

(9.15)
H (r) =

Ii
2πr

Somit ist die magnetische Energie pro Längeneinheit in diesem Bereich:

(9.16)
W’ma= L’a

Ii
2

2 =
ri

raμH 2

2  2π r d r =
μ Ii

2

4π   ln 
ra
ri
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Daraus erhalten wir den äusseren Induktivitätsbelag L’a der Koaxialleitung:

(9.17)
La

,
= μ

2π  ln ra
ri

Ein Vergleich der inneren und äusseren Induktivitätsbeläge (9.14) und (9.17) zeigt, dass für
ri << ra der äussere Induktivitätsbelag L’a immer dominiert. Dies gilt noch in verstärktem
Mass bei einer Stromverteilung bei hohen Signalfrequenzen. Die Induktivitätsbeläge liegen
offensichtlich in der Grössenordnung der Permabilitätskonstante μ = μo μr . Bei praktisch allen
Leitungen ist die relative Permabilitätskonstante μr = 1 . Damit sind die primären Leitungskon-
stanten der verlustfreien Koaxialleitung bestimmt. Figur 9.4 zeigt das Ersatzschaltbild mit dem
Kapazitätsbelag C’ und den inneren und äusseren Induktivitätsbelägen.                    

Unter Vernachlässigung der inneren Induktivitätsbeläge finden wir:

Die Leitungskonstanten der Koaxialleitung:

(9.18)
L’ ≈ L’a =

μ
2π  ln

ra
ri

= 200 ln ra
ri

nH
m

(9.19)
C’ = 2πε

ln ra ⁄ ri
=  55.6

εr
ln ra ⁄ ri

pF
m

(9.20)
Zw = √⎯⎯L’

C’ =
ln ra ⁄ ri

2π √⎯μ
ε =  60 [Ω] ln ra ⁄ ri

√⎯⎯εr

Die Leitungskonstanten L’, C’ und Zw von Koaxialleitungen sind in Figur 9.5 in Funktion von
ra ⁄ ri dargestellt. Mit gut realisierbaren Radienverhältnissen ra ⁄ ri liegt die Wellenimpedanz Zw
von Koaxialleitungen mit Luft oder einem Kunststoff als Dielektrikum im Bereich  30 Ω bis
100 Ω . Für die Normwellenimpedanzen 50 Ω  und  75 Ω  ist das Radienverhältnis mit
PE-Isolation ( εr = 2.25 ): 

Zw =  50 Ω : ra ⁄ ri =  3.4

Zw =  75 Ω : ra ⁄ ri =  6.4

I_(z) Lia
,

dz Lii
,
dz La

,
dz I_(z+d z)

U__(z) U__(z+d z)

I_(z) L’dz I_(z+d z)

U__(z)U__(z+d z)
C’dz C’dz≡

Figur 9.4 Ersatzschaltbild der verlustfreien Koaxialleitung bei niedrigen Frequenzen.
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9. 1.3 Verluste in Koaxialleitungen          

In allen Leitungstypen treten Verluste auf. Da die Koaxialleitung dank der Rotationssymmetrie
sehr einfach zu beschreiben ist, werden die Verluste an dieser Stelle eingeführt. Die gleichen
Verlustphänomene treten auch in anderen Leitungstypen auf, sind aber mathematisch kompli-
zierter zu beschreiben. Die dominierenden Verluste sind die Ohmschen Verluste der metalli-
schen Leiter. Weniger bedeutend sind die dielektrischen Verluste, auf die zuerst eingegangen
werden soll.

Die dielektrischen Verluste

Alle Isolatoren zeigen, mehr oder weniger ausgeprägt, Umpolarisierungsverluste. Diese kön-
nen, je nach Material, im gesamten Frequenzbereich, vom Audiobereich bis zu optischen
Frequenzen, auftreten. Ein einfaches Modell dieser Verluste ist in Figur 9.6 dargestellt.
Mit diesen Verlusten erscheint im Leitungsersatzschaltbild parallel zum Kapazitätsbelag ein
Leitwertbelag G’ (ω) :

(9.21)Y__’ =  jωC’ + G’ (ω)

G’ ist im allgemeinen frequenzabhängig. In beschränkten Frequenzbereichen gilt 
näherungsweise:

(9.22)
tan δ =

Re[ Y’__ ]
Im [ Y’__ ] = G’ (ω)

ω C’ ≈  konst.

C’
[ pF ⁄m ]

ra ⁄ ri

Zw
[ Ω ]

εr = 1

εr = 2.25

C’

L’

εr = 1

εr = 2.25

L’
[ nH ⁄m ]

Figur 9.5 Leitungskonstanten L’, C’ und Zw von Koaxialleitungen für εr = 1 (Luft)
und εr = 2.25  (Polyäthylen)
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Bei der Frequenz f = 0  ist die Stromdichte J (r)  im Leiterinnern        

J (r) =  konstant

Bei einer Frequenz f > 0 wird das magnetische Feld zu einem Wechselfeld, das, wie im Figur
9.7 gezeigt, Kreisströme anregt. Diese Kreisströme bewirken, dass gegen das Innere des
Leiters die Stromdichte kontinuierlich abnimmt. 

Bei einer ebenen oder nur wenig gekrümmten Oberfläche stellt sich eine exponentielle Abnah-
me der Stromdichte mit der Tiefe im Leiter ein. Eine Herleitung für die Stromverdrängung,
dem sogenannten Skineffekt, findet sich im Anhang. 

Ein Oberflächenstrom mit durch Skineffekt exponentiell abnehmender Stromdichte ist charak-
terisiert mit der Eindringtiefe δs , d.h. der Tiefe, bei der der Betrag der Stromdichte gegenüber
der Oberfläche um einen Faktor e abnimmt. Diese Eindringtiefe δs ist       

(9.25)
δs = √⎯⎯⎯2

ω μσ = √⎯⎯⎯1π f μσ

mit σ : elektrische Leitfähigkeit   σ =  1 ⁄ ρ

Für den Fall mit ausgeprägtem Skineffekt, d.h. wenn der Krümmungsradius der Leiterober-
fläche rk >> δs ist, kann eine Oberflächenimpedanz Z__❑  definiert werden:      

(9.26)
Z__❑ =

E__ (ra)

I_’ = Oberflächenfeldstärke
Oberflächenstromdichte

mit I_’: Oberflächenstromdichte   I_’ =
ra

∞
J_( r ) d r

Diese Oberflächenimpedanz Z__❑  kann nach Figur 9.8  als die Impedanz eines quadratischen
Stückes der Leiteroberfläche betrachtet werden.

(9.27)
Z__❑ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯j ω μ ρ = (1 + j)√⎯⎯⎯ω μ ρ

2 = (1 + j) R❑

mit R❑:: Oberflächenwiderstand         

(9.28)R❑ =  Re [ Z__❑ ] = √⎯⎯⎯ω μ ρ
2 = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯π f μ ρ

Die Oberflächenimpedanz ist induktiv, wobei Realteil und Imaginärteil von Z__❑  gleich gross
sind. Die Leitungsverluste sind durch den Oberflächenwiderstand  R❑  bestimmt und sind
somit proprotional mit √⎯f  . Für die besten Leiter, Kupfer und Silber ist näherungsweise

(9.29)R❑ ≈ 250 μΩ√⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]
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Figur 9.9 zeigt den Oberflächenwiderstand R❑ und die Eindringtiefe δs für Silber in Funktion
der Frequenz.

Ausgeprägter Skineffekt tritt in vielen Leitungen der Kommunikationstechnik auf: z.B. auf
Datenleitungen (Ethernet, Token Ring) und Kabelfernsehnetzen (50 MHz < f < 500 MHz).
Merklicher Skineffekt erscheint schon in einer 50 Hz Energieversorgung bei grossen Sammel-
schienen aus Kupfer mit δs ≈ 1 cm.

Figur 9.8 Darstellung der Stromverteilung an der Leiteroberfläche zur Definition der
Oberflächenimpedanz bei ausgeprägtem Skineffekt.

δs
[ mm ]

f
[ MHz ]

R❑
[ mΩ ]

Figur 9.9 Eindringtiefe δs und Oberflächenwiderstand  R❑   für Silber in 
Abhängigkeit der Frequenz f .
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Auf der Suche nach dem optimalen Radienverhältinis ra ⁄ ri setzen wir (9.20) und (9.30) in
(9.35)  ein: 

(9.37)α = R❑
2ra √⎯⎯⎯⎯μ ⁄ ε

1 + ra ⁄ ri
ln ra ⁄ ri

Wir bestimmen das Extremum für α (ra ⁄ ri) , indem wir den zweiten Faktor von (9.35)
differenzieren und gleich null setzen:

(9.38)d α
d ( ra ⁄ ri )

= R❑
2ra √⎯⎯⎯⎯μ ⁄ ε

1
ln ra ⁄ ri

−
1 + ra ⁄ ri

( ln ra ⁄ ri )2 ra ⁄ ri
=  0

Für das optimale Verhältnis ra ⁄ ri gilt: ln ra ⁄ ri =  1 + ri ⁄ ra

Daraus ermittelt sich das optimale Verhältnis: ra ⁄ ri =  3.59 .

Die Wellenimpedanz für minimale Dämpfung einer Koaxialleitung ist nach (9.20):  

(9.39)
Zwopt =

ln ra ⁄ ri
2π √⎯μ

ε = 76.6 √⎯⎯μr
εr

[Ω]

D.h. eine luftisolierte Leitung hat die optimale Wellenimpedanz Zwopt =  76.6 Ω; für eine
PE-isolierte Leitung mit εr = 2.25  ist Zwopt =  51 Ω . Die Funktion α (ra ⁄ ri)  hat allerdings
ein sehr flaches Optimum.  Nach der Darstellung in Figur 9.10 variiert der Dämpfungsbelag
um 10 % in einem Bereich 2.3 ≤ ra ⁄ ri ≤ 6 .  

Nach dieser Betrachtung der Verluste in der Koaxialleitung scheint also die Wahl der
Stan-dardwellenimpedanzen der Kabel in der Nachrichtentechnik von  Zw =  50 Ω   und in der
Fernsehtechnik  Zw =  75 Ω   kein Zufall zu sein.
Die nachfolgende Tabelle zeigt den Aufbau und typische Parameter von gebräuchlichen
Koaxialkabeln. In Figur 9.11 ist die Kabeldämpfung in Funktion der Frequenz dargestellt. 

α ⁄ αmin

ra ⁄ ri

Figur 9.10 Normierter Dämpfungsbelag  α ⁄ αmin  in Funktion des Verhältnisses ra ⁄ ri
der Radien von Aussen- und Innenleiter der Koaxialleitung.
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Aufbau von gebräuchlichen Koaxialkabeln:

Bezeichnung                  
Innenleiter, Dielektrikum,
Aussenleiter                   

Zw
[ Ω ]

Di ⁄Da
[mm/mm]

v ⁄ co
[ % ]

RG-58C/U
verzinnte Cu-Litze, Polyäthylen,
Geflecht aus  verzinnten Cu-Drähten

50 ±2 0.9/2.95 66

RG-400/U 
versilberte Cu-Litze, Teflon,
doppeltes Geflecht versilberter 
Cu-Drähte

50 ±2 1.0/2.95 69

RG-214U
versilberte Cu-Litze, Teflon,
doppeltes Geflecht versilberter 
Cu-Drähte

50 ±2 2.25/7.25 69

Figur 9.11 zeigt die Dämpfung der Kabeltypen RG-58C/U, RG-400/U und  RG 214/U 
in Funktion der Frequenz     

Bei reiner Skineffekt-Dämpfung nimmt die Dämpfung mit √⎯f  zu. Bei den hohen Frequenzen
ist der Einfluss der dielektrischen Verluste erkennbar.

α
[ dB/m ]

f
[ MHz ]

Figur 9.11 Dämpfungsbelag α der Kabeltypen RG-58C/U,  RG-400/U  und  RG 214/U 
in Abhängigkeit der Frequenz f
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10. Betriebsbereiche von Leitungen mit Ohmschen Verlusten     
Bei den meisten Leitungen mit metallischen Leitern sind die Ohmschen Verluste dominierend.
Das Leitungsersatzschaltbild vereinfacht sich dann gemäss Figur 10.1. 

Grundsätzlich sind für dieses Ersatzschaltbild drei verschiedene Betriebsfrequenzbereiche
definierbar:

1. Niederfrequenter Betrieb
Bei niedrigen Frequenzen mit  R’ > ωL’  kann im Ersatzschaltbild Figur 10.1 der Induktivitäts-
belag L’ vernachlässigt werden.  Diese Betriebsart wird in älteren Lehrbüchern auch als
"Kabeltyp" bezeichnet.

2. Hochfrequenter Betrieb
In diesem Frequenzbereich ist R’ < ω L’. Dabei entspricht R’ dem Widerstandsbelag mit kon-
stanter Stromdichte (ohne Skin-Effekt). Das gültige Leitungsersatzschaltbild entspricht dem
von Figur 10.1, mit R’ konstant.

3. Hochfrequenter Betrieb mit ausgeprägtem Skineffekt
In dieser 3. Betriebsart ist R’ << ω L’. Der Widerstandsbelag R’ bestimmt die Leitungsverluste
und wird deshalb nicht vernachlässigt. R’ wird durch den ausgeprägten Skineffekt bestimmt,
d.h. R’ = R’o √⎯⎯⎯⎯⎯ω ⁄ ωo  .

In den meisten technisch verwendeten Leitungen tritt der hochfrequente Betrieb mit frequenz-
unabhängigem Widerstandsbelag R’ nicht deutlich in Erscheinung, d.h. das Leitungsverhalten
geht vom niederfrequenten Betrieb direkt über in den hochfrequenten Betrieb mit ausgepräg-
tem Skineffekt. Vollständigkeitshalber werden alle drei Betriebsarten dargestellt.

10.1 Niederfrequenter Betrieb

Mit R’ >> ωL’ finden wir die Wellenimpedanz Z__w aus (4.17) und (4.20):

(10.1)
Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯R’ +  jω L’

G’ +  jω C’ ≈ √⎯⎯⎯⎯⎯R’ +  jω L’
jω C’ ≈ √⎯⎯⎯R’

jω C’ = ( 1 − j ) √⎯⎯⎯R’
2ω C’

und die Ausbreitungskonstante 

(10.2)γ_ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( R’ + jωL’ ) (G’ + jωC’) ≈√⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ jωR’C’ = (1 + j)√⎯⎯⎯ωR’C’
2

Im niederfrequenten Betrieb ist der Dämpfungsbelag gleich dem Phasenbelag :

(10.3)α = β = √⎯⎯⎯ωR’C’
2

G’dz

R’dz

C’dz

L’dz

Figur 10.1 Leitungsersatzschaltbild bei vernachlässigbaren dielektrischen Verlusten.
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Mit der vorliegenden Frequenzabhängigkeit von α und β ist die Leitung dispersiv und eine
Signalübertragung ist mit einer Verzerrung verbunden. Leitungen im niederfrequenten Betrieb
sind meist elektrisch kurz, d.h. Leitungslänge l  << Wellenlänge λ.

10.1.1 Beispiel einer Leitung im niederfrequenten Betrieb: dünnes Koaxialkabel

Dimensionen: ri = 0.25 mm ra = 0.75 mm 

Leitungskonstanten: L’ = 250 nH ⁄m C’ = 100 pF ⁄m Zwn = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯L’ ⁄C’ = 50 Ω
R’ = 100 mΩ ⁄m   (für Kupferleiter σ = 60 ⋅ 106 S ⁄m)

Als Grenzfrequenz fg  für den niederfrequenten Betrieb wird definiert:

(10.4)ωgL’ = R’

(10.5)
Daraus fg =

ωg
2π = R’

2πL’

Mit den obigen Leitungsparametern eingesetzt:

fg ≈ 64 kHz α = 0.0486 dB
m √⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]

Figur 10.2 zeigt die Ortskurve für die normierte Wellenimpedanz Z__w ( f ) ⁄ Zwn mit 
Normierung: Zwn = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯L’ ⁄C’

10.1.2 Beispiel einer Leitung im niederfrequenten Betrieb: Mikrostreifenleitung einer
integrierten Schaltung

Figur 10.3 zeigt den Aufbau einer Mikrostreifenleitung auf einem Siliziumsubstrat einer
integrierten Schaltung. Typische Parameter einer solchen Leitung sind:

Material =Al, w = 5 μm, t = 1 μm, h = 1 μm Isolator: εr = 2.3 

v ⁄ co ≈ 0.7 R’ ≈ 10 kΩ ⁄m L’ ≈ 380 nH ⁄m C’ ≈ 60 pF ⁄m Zwn ≈ √⎯⎯⎯⎯⎯⎯L’ ⁄C’ = 80 Ω

fg

Im[ Z__w] ⁄ Zwn

Re[ Z__w] ⁄ Zwn

f [kHz]

Figur 10.2 Ortskurve der normierten Wellenimpedanz Z__w ( f ) ⁄ Zwn   einer 
Koaxialleitung mit R’ = 100 mΩ ⁄m C’ = 100 pF ⁄m L’ = 250 nH ⁄m
und Zwn = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯L’ ⁄C’ = 50 Ω  im niederfrequenten  Betrieb. 
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Daraus ermittelt sich die Grenzfrequenz fg für niederfrequentes Verhalten zu 

fg =
R’

2πL’ ≈ 4 GHz

Im allgemeinen ist das Substrat wesentlich hochohmiger als die Metalleitungen, die exakte
Berechnung der Leitungsparameter einer Einzelleitung kann daher recht aufwendig werden.
Befinden sich dagegen andere geerdete Metalleitungen in der Nähe, dann bewegen sich die
Leitungsparameter in relativ engen Grenzen. Für den Frequenzbereich, der in integrierten
Schaltungen verarbeitet werden kann, verhalten sich die On-Chip-Leitungen wie niederfre-
quent betriebene Leitungen. Für dieses Beispiel sind Phasen- und Dämpfungsbelag

(10.6)α = β ≈  1.5√⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]
Np
m =̂  12.9√⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]

dB
m

Diese Dämpfung tritt dann auf, wenn die Leitung mit der komplexen Wellenimpedanz Z__w
abgeschlossen würde. In diesem Fall erhalten wir für das Spannungsverhältnis U__2 ⁄U__1:

(10.7)U__2
U__1

= e−αl(1 + j)

Figur 10.4 zeigt den Verlauf dieser Funktion für das vorhin angegebene Zahlenbeispiel.  

Figur 10.3 Mikrostreifenleitung einer integrierten Schaltung

f
[ MHz ]

U__2
U__1

 [ dB ]

l = l m

Figur 10.4 Dämpfung einer mit der Wellenimpedanz abgeschlossenen Onchip-Leitung
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Diese Betriebsart mit Wellenanpassung wird in der Praxis kaum angewandt, da sie schwierig
zu realisieren ist. In integrierten Schaltungen ist der Abschluss meist hochohmig und kapazitiv.
Zur Bestimmung des Dämpfungsverhaltens der leerlaufenden On-Chip-Mikrostreifenleitung
benützen wir das Leitungsersatzschaltbild nach Abschnitt 7.1. Das Ersatzbild der mit einer
idealen Spannungsquelle gespeisten und leerlaufenden Leitung ist in Figur 10.5 dargestellt.     

(10.8)
Die Elementwerte sind: Z__T1 = Z__w tanh 

γ_l
2

(10.9)Y__T2 = 1
Z__w

 sinh γ_l

(10.10)
Das Spannungsverhältnis ist:

U__2

U__1
= 1

Y__T2 ( Z__T1 + 1 ⁄ Y__T2 )
= 1

1 + tanh 
γ_l
2 sinh γ_l

(10.11)
Mit der Beziehung  tanh x

2 = cosh x − 1
sinh x   ist:    

U__2

U__1
= 1

cosh γ_l

Figur 10.6 zeigt das Dämpfungsverhalten der leerlaufenden On-Chip-Leitung  für das
betrachtete Zahlenbeispiel.   

Wie verhält sich nun eine typische "lange" On-Chip-Leitung der Länge l = 1 cm bei 
Frequenzen f < 100 MHz ?   
Aus (10.6)  ist mit    f < 100 MHz     αl ≤  0.15 << 1

Mit | γ_l | < < 1  kann cosh γ_l entwickelt werden:  cosh γ_l ≈  1 + 1
2 ( γ_l )2 + …

U__1    Y__T2 U__2

Z__T1 Z__T1

Figur 10.5 Ersatzschaltung der leerlaufenden On-Chip-Leitung.

U__2
U__1

 [ dB ]

f
[ MHz ]

l = l m

Figur 10.6 Dämpfung einer leerlaufenden Onchip-Leitung
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Damit wird für l = 1 cm  und  f = 100 MHz 

(10.12)U__2

U__1
= 1

1 + 1
2 ( γ_l )2

= 1
1 + j ω R’C’l2 ⁄ 2

= 1
1 + j 0.019

Dieses Resultat ist einfach und naheliegend, es kann auch direkt aus dem Ersatzschaltbild der
elektrisch kurzen Leitung ermittelt werden, das in Figur 10.7 dargestellt ist.   

10.2 Hochfrequenter Betrieb mit R’( f ) = konstant

Bei diesem Betrieb ist die Frequenz so hoch, dass  R’ < ω L’, dabei wird aber der Wider-
standsbelag R’  noch als frequenzunabhängig angenommen.
Mit  G’ ≈ 0  und  R’ < < ω L’  ist die Wellenimpedanz (fast) reell und frequenzunabhängig:

(10.13)Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯R’ +  jω L’
G’ +  jω C’ ≈ √⎯⎯L’

C’ 1 − j R’
2ω L’ = Zwn 1 − j R’

2ω L’

(10.14)
mit Z__wn = √⎯⎯L’

C’

Für die Ausbreitungskonstante finden wir für die gleichen Annahmen:

(10.15)γ_ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( R’ +  jω L’ ) ( G’ +  jω C’ ) ≈  jω √⎯⎯⎯⎯L’C’ 1 − j R’
2ω L’

Die Dämpfungskonstante  α  und die Phasenkonstante  β  sind:

(10.16)
α = R’

2 √⎯⎯C’
L’ = R’

2Zwn

(10.17)β = ω √⎯⎯⎯⎯L’C’

Mit einer frequenzunabhängigen Dämpfung und einer frequenzproportionalen Phasenkonstante
ist dieser Betrieb dispersionsfrei.

10.3 Hochfrequenter Betrieb mit ausgeprägtem Skineffekt

Im hochfrequenten Betrieb bei Frequenzen, die eine Eindringtiefe δs bewirken, die kleiner ist
als die Dicke der Leiter, wird von einem Betrieb mit ausgeprägtem Skineffekt gesprochen. Die
Grenzfrequenz fsk für ausgeprägten Skineffekt beim runden Leiter mit Radius ri ist: 

(10.18)fsk =
1

πμσri
2

U__1 C’l U__2

R’l ⁄ 2 R’l ⁄ 2

Figur 10.7 Ersatzschaltbild der elektrisch kurzen Leitung im niederfrequenten Betrieb.
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Nach (9.27) und (9.28) ist die Oberflächenimpedanz Z__❑

(10.19)Z__❑ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯j ω μ ρ = (1 + j) √⎯⎯⎯ω μ ρ
2 = (1 + j) R❑

Der induktive Anteil von  Z__❑  kann gegenüber dem Induktivitätsbelag L’, d.h. gegenüber der
äusseren Induktivität vernachlässigt werden. Der resistive Anteil Re [ Z__❑ ]  ist, wie schon
früher festgestellt, proportional mit √⎯⎯ω . Wie im Fall der Koaxialleitung (9.30) und (9.31) gilt
auch für Leitungen mit nicht homogener Oberflächenstromdichte:

(10.20)R’ ~ √⎯⎯ω  oder R’ = R’o√⎯⎯ω
ωo

(10.21)
und Z__w = √⎯⎯L’

C’ 1 −
j Ro

,

2L’ √⎯⎯⎯⎯⎯ω ωo
= Zwn 1 −

j Ro
,

2L’ √⎯⎯⎯⎯⎯ω ωo

Das Leitungsersatzschaltbild für die allgemeine Skineffekt-behaftete Leitung ist in Figur 10.8
dargestellt.  

(10.22)Z__’: komplexer Skineffektimpedanzbelag  Z__’ = R’o√⎯⎯j 2ω
ωo

Bei ausgeprägtem Skineffekt ist ωL’ >> | Z__’|.

Damit finden wir für die Ausbreitungskonstante

(10.23)
γ_ = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( Z__’ +  jω L’ )  jω C’ ≈  jω √⎯⎯⎯⎯L’C’  1 +

Z__’
2jω L’ = jω √⎯⎯⎯⎯L’C’ +

Z__’
2Zwn

=  jω √⎯⎯⎯⎯L’C’ +
R’o

2Zwn√⎯⎯⎯j 2ω
ωo

Mit der normierten Darstellung für Z__’, mit Widerstandsbelag R’o bei der Frequenz ωo, ist die
Ausbreitungskonstante γ_ :

(10.24)
γ_ = jω √⎯⎯⎯⎯L’C’ + R’o

2Zwn√⎯⎯⎯ j 2ω
ωo

(10.25)
α =

R’o
2Zwn√⎯⎯ω

ωo
Np
m =  8.686

R’o
2Zwn√⎯⎯ω

ωo
dB
m

(10.26)β = ω √⎯⎯⎯⎯L’C’ + α

Z__’dz

C’dz

L’dz

Figur 10.8 Ersatzschaltbild der Leitung im hochfrequenten Betrieb mit ausgeprägtem
Skineffekt. 
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Bei Leitungen mit ortsabhängigen Oberflächenstromdichten ist die analytische Ermittlung von
R’o aufwendig, da dazu die Kenntnis der Oberflächenstromverteilung oder der Feldverteilung
an den Leiteroberflachen erforderlich ist. Experimentell kann R’o aber sehr einfach mit einer
Dämpfungsmessung bestimmt werden.  

10.3.1 Fortsetzung des Beispiels nach Abschnitt 10.1.1: dünnes Koaxialkabel

Wir untersuchen das Verhalten des dünnen Koaxialkabels nach Abschnitt 10.1.1 bei hoch-
frequentem Betrieb mit ausgeprägtem Skineffekt. 

Dimensionen: ri = 0.25 mm ra = 0.75 mm 
Leitungskonstanten: L’ = 250 nH ⁄m C’ = 100 pF ⁄m Zwn = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯L’ ⁄C’ = 50 Ω

σ = 60 ⋅ 106 S ⁄m)

Grenzfrequenz für den Bereich mit ausgeprägtem Skineffekt:   fsk = 1
πμσri

2 =  67 kHz

Mit (9.28) und (9.30) ist der Skineffektwiderstandsbelag R’ = Re [ Z__’]:

(10.27)
R’ = 1

2π
1
ri
+ 1

ra
R❑ ( ωo) √⎯⎯ω

ωo
=  0.21 Ω

m √⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]

Mit (10.25) ist der Dämpfungsbelag α

(10.28)
α = R’

2Zwn
=  0.018 dB

m √⎯⎯⎯⎯f[ MHz ]

Figur 10.8 zeigt den Frequenzgang der Dämpfung α  des Koaxialkabels für den nieder- und
hochfrequenten Betrieb. Bei diesem Kabel tritt der hochfrequenter Betrieb R’( f ) = konstant
kaum in Erscheinung, da fg ≈ fsk.      

α
[dB/m]

f
[ MHz ]

fg ≈ fsk

0.018 [dB ⁄m] √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯f ⁄ [MHz]

a)  b)

0.0486 [dB ⁄m] √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯f ⁄ [MHz]

Figur 10.9 Frequenzgang der Dämpfung α  eines Koaxialkabels.
a) Niederfrequenter Betrieb, b) Hochfrequenter Betrieb mit ausgeprägtem
Skineffekt. 
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11. Signale auf Leitungen im Zeitbereich
In den bisherigen Betrachtungen wurde das elektrische Verhalten von Leitungen bei stationä-
ren harmonischen Anregungen untersucht. Dabei konnte der mathematische Aufwand auf ein
Minimum reduziert werden. Naheliegenderweise besteht der Wunsch, andere Signale, nament-
liche transiente Signale im Zeitbereich auf Leitungen analytisch darzustellen. Dabei ist in er-
ster Linie die Schrittantwort von Interesse. Da sich Leitungen vollkommen linear verhalten,
kann diesem Wunsch mittels der Laplace-Transformation entsprochen werden. Allerdings sind
dann nur für einfachste Leitungen mathematisch geschlossene Ausdrücke zu erwarten.
Die folgende Tabelle zeigt die in der Praxis wichtigsten Fälle des Betriebes von Leitungen im
Zeitbereich.

Leitung Abschlüsse Lösungsmethode

* verlustfrei, dispersionsfrei Widerstände (linear, nichtlinear) graphisch, numerisch
(einfach)

* verlustfrei, dispersionsfrei Eingang: angepasst, 
Ausgang:lineares RLC-Netzwerk

analytisch, numerische 
Simulation

* verlustbehaftet, 
dispersionbehaftet beidseitig angepasst analytisch für einfache Fälle,

numerische Simulation

verlustbehaftet, 
dispersionbehaftet

Eingang und Ausgang: 
lineare, nichtlineare Netzwerke

nur numerische Simulation
z.B. SPICE

Einzelne Fälle aus den mit * bezeichneten Klassen werden in diesem Kapitel behandelt.
Unter der Voraussetzung, dass das Zeitbereichssignal schmalbandig ist, z.B. ein amplituden-
oder phasenmoduliertes harmonisches Signal, können viele lineare Leitungsprobleme analy-
tisch gelöst werden.

11.1 Signale auf der verlust- und dispersionsfreien Leitung mit resistiven Abschlüssen

11. 1.1. Spannung und Strom auf der verlustfreien Leitung im Zeitbereich

Die Telegraphengleichung (3.8) bzw. (3.9) hat im verlustfreien Fall eine sehr einfache Lösung:
auf der Leitung existieren vorwärts- und rückwärtslaufende Wellen, deren Kurvenformen mit
der Ausbreitung nicht verändert werden:

(11.1)Spannung: u (t, z) = u (t ± z ⁄ v)

(11.2)Strom: i (t, z) = i (t ± z ⁄ v)

Das negative Vorzeichen gehört zu einer in positiver z-Richtung laufenden Welle, das positive
Vorzeichen zur in negativer z-Richtung laufenden Welle. 
Dabei ist v die Signalgeschwindigkeit       

(11.3)v = 1

√⎯⎯⎯L, C ,

Für die in beiden Richtungen laufenden Teilwellen gilt:

(11.4)ua ( t, z )
ia ( t, z ) =

ub ( t, z )
ib ( t, z ) = √⎯⎯L’

C’ = Zw
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Zur Zeit t < 0 ist das ganze System in Ruhe, sämtliche Ströme und Spannungen sind gleich
null. Zur Zeit t = 0 schaltet die Spannungsquelle vom Wert uq = 0 auf  uq = Uqo . 
Im Zeitbereich 0 < t < T   (T = Signallaufzeit der Leitung) läuft nur eine Welle ua , ia nach
rechts:

(11.12)
u = ua =

Uqo Zw
Zq + Zw

(11.13)
i = ia =

ua
Zw

(11.14)ub = 0 

(11.15)ib = 0 

Figur 11.3 illustriert diesen Vorgang:    

Zur Zeit t = T erreicht die Welle ua , ia das leerlaufende Ende der Leitung und erfährt eine
Reflexion mit dem Reflexionsfaktor r2 = 1 . Dies folgt aus der Randbedingung i2 = 0 = ia − ib
die am Leitungsende eine rücklaufende Welle von ib = ia  und ub = ua erzeugt. 

ua

ub

Zq

uq

z

Zw

Laufzeit T

z = 0 z = l

u1 u2

Figur 11.2 Einseitig leerlaufende verlustfreie Leitung, gespeist durch eine Quelle mit
endlichem Quellenwiderstand.

u = ua

Zq

uq

v

Zwu1 u2

Zq

Uqo

z

u

i2i1

z = 0 z = l

u1 = ua

i1 = ia

Figur 11.3 Nach rechts laufende Welle zur Zeit 0 < t < T .
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Figur 11.4 zeigt Ströme und Spannungen im Zeitbereich T < t < 2 T

Figur 11.5 zeigt Ströme und Spannungen auf der Quellenseite      

Zur Zeit t = 2T erreicht die Vorderflanke der rücklaufenden Welle ub , ib die Quellenseite der
Leitung und erfährt wiederum eine Reflexion. Die Randbedingung auf der Quellenseite ist:

(11.16)
Uqo = ua + ub +

ua
Zw

− ub
Zw

Zq

Daraus gilt für den Zeitbereich 2T < t < 3 T

(11.17)
ua =

Uqo Zw
Zq + Zw

+ ub
Zq − Zw
Zq + Zw

= ua(2T) + ub r1

Zur Zeit t = 2T  wird also ua  durch die Reflexion der rücklaufenden Welle ub erhöht um

ub
Zq − Zw
Zq + Zw

= ub r1

Daher ist r1 der Reflexionsfaktor am linken Leitungsende

(11.18)
r1 =

Zq − Zw
Zq + Zw

u = ua + ub

v

ua

z

ub

i = ia − ib =
(ua − ub) ⁄ Zw

v

z

v

z

z
z = 0 z = l

Figur 11.4 Ströme und Spannungen zur Zeit T < t < 2 T .

Zq

Uqo u1
ua

ub

Figur 11.5 Ströme und Spannungen auf der Quellenseite.
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11. 1.3 Das Bergeron-Verfahren 

Mit dem Bergeron-Verfahren werden Ströme und Spannungen auf einer Leitung in karthesi-
schen Koordinaten dargestellt, wobei wir uns darauf einigen, den Strom auf der horizontalen
Achse und die Spannung auf der vertikalen Achse nach Figur 11.9 aufzuzeichnen.   

Die Massstäbe werden dabei zweckmässigerweise so gewählt, dass die Steigung von 45° gera-
de dem Wert der reellen Wellenimpedanz Zw entspricht. Die Ströme und Spannungen einer
Leitung können, mit geeigneten vorwärts- und rückwärtslaufenden Wellen, jeden Punkt in
diesem Diagramm einnehmen. Liegt aber beispielsweise ein solcher Strom/Spannungspunkt
exakt auf der Zw -Geraden ( 45°-Geraden) im 1. oder 3. Quadranten, dann führt die Leitung
eine reine vorwärtslaufende Welle.    

u

−Zw Zw

i

rückwärtslaufende Welle ub = −Zw ib             vorwärtslaufende Welle  ua = Zw ia

Figur 11.9 Darstellung von Strom und Spannung auf einer Leitung.

u

i

ua

ia

u,i ub

ib

−Zw Zw

rückwärtslaufende Welle ub , ib

vorwärtslaufende Welle ua , ia

Figur 11.10 Aufteilung eines beliebigen u-i-Zustandes in eine vorwärts- und eine 
rückwärtslaufende Welle.
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Bei einer reinen rückwärtslaufenden Welle liegt der zugehörige Strom/Spannungspunkt auf der
Zw -Geraden im 2. oder 4. Quadranten. Nach Figur 11.10 kann jeder beliebige u-i-Zustand in
zwei Teilwellen, entsprechend einer vorwärtslaufenden und einer rückwärtslaufenden Welle
aufgeteilt werden, indem das Lot auf eine der Zw -Geraden gefällt wird. 

u

i

−Zw Zw

Zq

Uqo u1
ua = u1

ub= 0

ua

ia

u = Uqo − i Zq

Uqo

i1

u1,i1

Figur 11.11 Darstellung des u-i-Zustandes ohne rückwärtslaufende Welle ub, ib auf 
einer Leitung.

u

i

−Zw ZwUqo

ub, ib

ua, ia

u,i

Figur 11.12 Darstellung des u-i-Zustandes mit rückwärtslaufender Welle ub, ib auf 
einer Leitung.
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Mit dem eingeführten Leitungs-Strom-Spannungsdiagramm, dem sogenannten Bergeron-Dia-
gramm, stellen wir in einem ersten Schritt die Verhältnisse auf einer Leitung dar, die mit einer
Quelle mit reeler Innenimpedanz Zq gespeist wird. Figur 11.11 zeigt das Bergeron-Diagramm
für eine an eine Spannungsquelle angeschlosssene Leitung. Unter der Annahme, dass keine
rückwärtslaufende Welle existiert (ub, ib= 0) kann als Schnittpunkt der Quellencharakteristik
mit der Zw -Geraden im 1. Quadranten die vorwärtslaufende Welle ua , ia bestimmt werden.
Im nächsten Schritt lassen wir in Figur 11.12 für die gleiche Schaltung eine schon vorhandene
rückwärtslaufende Welle ub , ib zu. Nun verschiebt sich der Strom-Spannungszustand u-i am
Leitungseingang auf einen Schnittpunkt zwischen der Quellengeraden und einer Zw -Geraden
durch den Punkt ub , ib.      
Damit sind alle Elemente der Bergeron-Methode eingeführt und, anhand des in Figur 11.13
abgebildeten Beispiels soll das vollständige Diagramm aufgebaut werden.  

Die Spannungquelle erzeugt zur Zeit t =  0 einen Spannungsschritt von uq = 0 auf uq = Uqo.
Die Quellengerade mit der Steigung Zq schneidet die Zw -Gerade im 1. Quaranten im Punkt ➀
und bestimmt die vorwärtslaufende Welle ua, ia . 
Im Moment, wo diese Welle die Lastseite erreicht, muss am Leitungsausgang ein Strom-Span-
nungszustand erzeugt werden, der dem Lastwiderstand entspricht.

ua

ub

Zq

uq

z

Zw

Laufzeit T
z = 0 z = l

u1 u2 RL

ub, ib

ua, ia

u1
u2

−Zw Zw

Uqo

Quellengerade Zq
Lastgerade RL

i1, i2

Figur 11.13 Bergeron-Diagramm für schrittförmige Anregung für Zq = Zw ⁄ 3  und 
RL =  4 Zw
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t

u1

 0  T 2T 3T 4T 5T         6T ∞
t

u2

Figur 11.14 Die Spannung  u1  am Leitungseingang und  u2  am Leitungsausgang.

Zq = 50 Ω

0 T    2T    4T     5T

uq u1 Zw = 100 Ω T = 10 ns       u2 RL = 250Ω

Zq = 50 Ω
Uq = 0

RL

u1
u2

−Zw

Zw

t

Zq = 50 Ω
Uq = 2V

3T

4T

0 T    2T    3T   5T

u2

t

u1

2V

2ns

i1, i2

Figur 11.15 Speisung einer Leitung mit einem kurzen Rechteckimpuls als Übungsbeispiel
für das Bergeron-Verfahren.

- 83 -



Dabei wird eine rückwärtslaufende Welle angeregt; die bestehende vorwärtslaufende Welle
wird aber nicht verändert.  Diesen neuen Strom-Spannungszustand finden wir als Punkt ➁ auf
der Lastgeraden RL, ausgehend vom Punkt ➀, wobei ➀-➁ die Steigung −Zw zeigt. 
Damit ist die Welle ub, ib erzeugt worden. Zum Zeitpunkt t =  2T  trifft die Welle ub, ib auf
der Quellenseite ein. Hier muss sich ein Strom/Spannungszustand entsprechend der Quellenge-
raden einstellen. Ausgehend vom Punkt ➁ finden wird den neuen Punkt ➂ als Schnittpunkt
der Geraden mit der Steigung Zw  mit der Quellengeraden. 
Der Verlauf der Ströme und Spannungen am Leitungseingang und -ausgang kann nun aus dem
Diagramm entnommen werden: 
Auf der Quellenseite entsprechen der Leitungsstrom und die Leitungsspannung zur Zeit t =  0
dem Punkt ➀ und zur Zeit t =  2T  dem Punkt ➂. Auf der Lastseite entsprechen u2 und i2 zur
Zeit t = T dem Punkt ➁  und zur Zeit t =  3T  dem Punkt ➃. Die Spannung u1 am Leitungs-
eingang und u2 am Leitungsausgang sind in Figur 11.14 dargestellt. 
In Figur 11.15 findet sich das gleiche Schaltungsbeispiel, wobei hier die Anregung aus einem
kurzen Rechteckimpuls besteht. Auch diese Aufgabe lässt sich mit dem Bergeronverfahren
lösen. Es ist einzig zu beachten, dass zum Zeitpunkt t =  2T , wenn die reflektierte Welle auf
der Quellenseite eintrifft, die Quellengerade mit der Steigung Zq durch den Nullpunkt geht und
nicht mehr durch u = Uqo .     
Das Bergeron-Verfahren lässt sich auch für nichtlineare Quellen- bzw. Lastcharakteristiken
anwenden, was namentlich in der Digitaltechnik von Bedeutung ist, zeigen doch verschiedene
logische Schaltungen in den spezifizierten Betriebsbereichen nichtlineares Verhalten.
Figur 11.16 zeigt als Beispiel eine Leitung mit einer Diode als nichtlineare Last.  

Zq

uq u1 ud

Quellengerade Zq

Zw

id

-Zw

ud

idi1

Lastcharakteristik

u1
u2

i1 , i2

Figur 11.16 Das Bergeron-Verfahren angewandt auf eine Leitung mit nichtlinearem 
Abschluss.
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11.2 Die verlustfreie Leitung mit eingangsseitiger Anpassung und reaktiv-resistiver Last

Die in Figur 11.17 gezeigte Leitung, die eingangsseitig angepasst ist und ausgangsseitig mit
einem reaktiven Netzwerk belastet ist, scheint im ersten Moment ein etwas konstruierter Spe-
zialfall zu sein.

Tatsächlich handelt es sich dabei um eine Messmethode der Schrittantwort von Leitungen und
Netzwerken, die in der Elektronik sehr häufig eingesetzt wird: die Reflektometrie (TDR =
Time Domain Reflectometer). Im Reflektometer wird mit der angepassten Quelle ein Span-
nungsschritt generiert, der von der reaktiven Last reflektiert wird und mittels einer Spannungs-
sonde, die die Leitung nur unwesentlich belastet, detektiert wird. Figur 11.18 zeigt schema-
tisch diese TDR-Messeinrichtung.       

In Figur 11.19 ist ein typischer Spannungsverlauf, wie er vom Detektor eines Reflektometers
erfasst wird, gezeigt.   

Zw

uq(t)

Anpassung

Figur 11.17 Verlustfreie Leitung mit eingangsseitiger Anpassung und reaktiv-resistiver
 Last

Zw

ua

ub
us

uq

T

Spannungsdetektor

Figur 11.18 Schematische Darstellung eines Reflektometers (TDR).

2T

us

t

generierte Flanke
beim Detektor

von der Last 
reflektiertes Signal

Figur 11.19 Ein  typisches  vom Spannungsdetektor  gezeigtes Signal  us(t)   eines 
Reflektometers.
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Der Spannungsdetektor sollte dabei eine möglicht hohe zeitliche Auflösung aufweisen. Bei
den meisten TDRs ist der Spannungsdetektor ein Abtastoszillograph (Sampling Oscilloscope).
Die zeitliche Auflösung liegt bei den schnellsten Geräten bei 6 ps.
Der Detektor des Reflektometers misst die Leitungsspannung, d.h. die Summe der vorwärts-
und rückwärtslaufenden Spannungswellen. Wie dargestellt, wird die Detektorspannung zuerst
den Spannungsschritt der Quelle anzeigen und erst nach der doppelten Laufzeit vom Detektor
zur Last das überlagerte reflektierte Signal. Das TDR ist somit auch geeignet zur Bestimmung
einer Distanz zwischen einem Leitungseingang und einer Stelle wo eine Leitung einen Fehler,
wie Kurzschluss, Unterbruch oder eine beliebige Diskontinunität aufweist.  

11. 2.1 Analyse der verlustfreien Leitung mit reaktiv-resistiver Last

Die Schrittanwort des TDR-Systems soll nun mit Hilfe der Laplace-Transformation analysiert
werden. Figur 11.20 zeigt die verwendeten Parameter u1a und u1b am Leitungseingang und u2a
und u2b am Leitungsausgang.

Zur Zeit t =  0 zeigt die Spannungsquelle den Übergang von der Spannung uq = 0 zu uq = Uqo.
Die Laplace-Transformierte von uq(t)  ist 

(11.30)
Uq ( s ) =

Uqo
s

und die vorwärtslaufende Welle am Ort z = 0  ist

(11.31)
U1a ( s ) =

Uq ( s )
2 =

Uqo
2 s

Am Ort  z = l  gilt für die vorwärtslaufende und reflektierte Welle: 

(11.32)
U2a ( s ) = U1a ( s )  e −sT =

Uqo
2 s  e −sT

(11.33)
U2b ( s ) = U2a ( s ) r ( s ) =

Uqo
2 s  e −sT ZL ( s ) − Zw

ZL ( s ) + Zw

Zw

uq(t) u1
= us

u2 Z__L

u1a

u1b

u2a

u2b

z Laufzeit T
z = 0 z = l

Figur 11.20 Definitionen der in der Analyse verwendeten vorwärts- und rückwärtslaufen-
den Spannungswellen ua  und ub .
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Die Spannung an der Lastimpedanz Z__L  ist somit

(11.34)
U2 ( s ) = U2a ( s ) + U2b ( s ) =

Uqo
s  e −sT ZL ( s )

ZL ( s ) + Zw

Am Ort  z = 0  ist die Detektorspannung Us :

(11.35)Us (s ) = U1 (s ) = U1a (s ) + U1b (s ) = U1a (s ) + U2b ( s )  e −sT

daraus

  Detektorspannung:

(11.36)
Us ( s ) =

Uqo
2 s +

Uqo
2 s e −2sT ZL ( s ) − Zw

ZL ( s ) + Zw

Die Schrittantworten u2(t) und us(t)  können wie folgt sehr plausibel dargestellt werden:

1. Die Schrittantwort u2(t)
Für die Zeit t > T  entspricht u2(t)  der um die Laufzeit T verzögerten Schrittantwort u’2(t) der
in Figur 11.21 dargestellten Ersatzschaltung.

u2(t) = u’2(t − T)

2. Schrittantwort us(t):
Für die Zeit 0 < t < 2 T  erscheint in us(t)  nur die vorwärtslaufende Welle u1a. Für t ≥ 2T
entspricht us(t)  der um 2T verzögerten Schrittantwort u’2(t) .

us(t) = u’2(t − 2T)

Zw

uq(t) u2
,
(t)

Z__L

u2(t)

t
T

us(t)

t

2T

u’2(t)

u’2(t)

Figur 11.21  Ersatzschaltung zur Erzeugung u’2(t) und typische Schrittantworten der 
Spannungen u2(t) , us(t)  und u’2(t).
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Beispiel:
Figur 11.22 zeigt eine mit einem einfachen reaktiven Netzwerk belastete Leitung.  

Zw = 50 Ω, l = 4 m,    T = 20ns, RL = 100Ω, CL = 500 pF Uqo = 1 V

Zw

uq Zw, l, Tu1 = us RLu2 CL

Z__L

Figur 11.22 Leitung mit reaktiver Last

us(t)
= u1a + u1b

t

uq(t)

u2(t)

u2a(t)

u2b(t)

t

t

t

t

0 T  2T            4T

Figur 11.23 Spannungen uq(t), u2a(t), u2(t), u2b(t)  und us(t) = u1a + u1b .
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Für die Analyse machen wir folgende Annahmen bezüglich des betrachteten Frequenzbereichs
fmin ... fmax :

1. fmin ist so hoch, dass ausgeprägter Skineffekt auftritt: Eindringtiefe  δ ( fmin ) <<  Leiterdicke

2. Im betrachteten Frequenzbereich soll nur der bisher immer angenommene TEM-Wellentyp
ausbreitungsfähig sein (keine höheren Wellentypen).

Das für ausgeprägten Skineffekt gültige Leitungsersatzschaltbild wurde in Abschnitt 10.3 
hergeleitet und ist nochmals in Figur 11.25  dargestellt.   

Für die Koaxialleitung gilt (9.27) und (9.30):

(11.40)
Z__’ =

Z__❑
2π ra

+
Z__❑

2π rb
= Ro

,
( 1 + j ) √⎯⎯ω

ωo

mit Z__❑ : Oberflächenimpedanz Z__❑ = (1 + j) √⎯⎯⎯ω μ ρ
2

ωo: Referenzkreisfrequenz bei der  Z__’ = Ro
,
( 1 + j )

Die Ausbreitungskonstante γ  ist (10.24):

(11.41)
γ_ ≈  jω √⎯⎯⎯⎯L’C’ +

Ro
,

2 Zw√⎯⎯j 2ωωo

und die Wellenimpedanz Z__w :

Z__w = √⎯⎯⎯⎯⎯R’ +  jω L’
G’ +  jω C’ ≈ √⎯⎯L’

C’

Die Betriebsübertragung  U__2 ⁄U__1  über eine Leitung der Länge l ist:

(11.42)U__2

U__1
=

2U__2
U__q

=  e−γ l = e−jω l √⎯⎯⎯⎯⎯L’C’ e
−

R’o l
2 Zw√⎯⎯⎯

j 2ω
ωo =  e−jω l √⎯⎯⎯⎯⎯L’C’  e

−αo l √⎯⎯2 √⎯⎯j ωωo

mit αol =
l Ro

,

2 Zw
= Leitungsdämpfung bei der Kreisfrequenz  ω = ωo

Zur Bestimmung der Schrittantwort im Zeitbereich suchen wir vorerst die Laplace-Transfor-
mierte.

Z__’dz

C’dz

L’dz

Figur 11.25 Leitungsersatzschaltung der Skineffekt-behafteten Leitung
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Die Laplace-Transformierte der Impulsantwort lässt sich mit U__2 ⁄U__1 (ω) darstellen, wenn jω
durch s ersetzt wird. Dies ist zulässig, da U__2 ⁄U__1 die Antwort eines passiven Systems ist und
im Zeitbereich für t ≤ 0 gilt U__2 ⁄U__1 = 0.
Die Laplace-Transformierte der Impulsantwort ist somit:

(11.43)
U2 (s)
U1 (s)

=   e−s l √⎯⎯⎯⎯⎯L’C’  e
−αo l √⎯⎯2 √⎯⎯s

ωo

Die Laplace-Transformierte der Schrittantwort mit Schritthöhe U10  ist:

(11.44)
U2 (s)
U10

= 1
s  e−s l √⎯⎯⎯⎯⎯L’C’    e

−αo l √⎯⎯2 √⎯⎯s
ωo

Verzögerung um die Zeit T = l √⎯⎯⎯⎯L’C’

Wir interessieren uns in erster Linie für die Verzerrung der Schrittform und lassen den reinen
Verzögerungsterm e−s l √⎯⎯⎯⎯⎯L’C’  für die weitere Betrachtung beiseite:

(11.45)
U2 (s)
U10

= 1
s  e

−αo l √⎯⎯2 √⎯⎯s
ωo

Ein (gutes) Laplace-Lexikon liefert die entsprechende Zeitfunktion:

(11.46)e−a √⎯⎯s

s ↔    1 − erf a
2√⎯t

Die Errorfunktion  erf (x), ist wie folgt definiert:

(11.47)
erf (x) = 2

√⎯⎯π 0

x
e−u2

du

Die Errorfunktion erf (x) ist dem in Tabellen häufiger zu findenden Gaussintegral G (x)
ähnlich:         

(11.48)
G (x) = 1

√⎯⎯⎯2π 0

x
e−u2 ⁄ 2 du

(11.49)erf (x) =  2G (√⎯⎯2 x)

Damit wird die Schrittantwort im Zeitbereich:

(11.50)
   

u2 ( t )
U10

=  1 − erf αo l
√⎯⎯⎯⎯2ωot

=  1 − erf √⎯τ
t = 1 − 2G √⎯⎯2τ

t

(11.51)
 mit der Zeitkonstante: τ =

αo
2 l2

2ωo
=

l2 Ro
,2

8 Zw
2 ωo
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Figur 11.26 zeigt die Errorfunktion erf(x). In Figur 11.27 ist die normierte Schrittantwort
u2 ⁄ u1 = 1 − erf ( √⎯⎯⎯⎯1 ⁄ T ) mit T = t ⁄ τ  dargestellt. Der Vergleich mit der Schrittantwort eines
Tiefpasses 1. Ordnung zeigt, dass die Schrittantwort einer Skineffekt-bedämpften Leitung bei
anfänglich starker Zunahme von u2 ⁄ u1 im Bereich von u2 ⁄ u1 > 0.5 ein höchst "lahmes"
Verhalten zeigt. Eine digitale Datenübertragung im Basisband und NRZ-Format müsste bei-
spielsweise eine Bitdauer von mindestens 20 τ  aufweisen, damit der Diskriminierung noch
eine gewisse Toleranz zugeordnet werden könnte. Die charakteristische Zeitkonstante ist
proportional zum Quadrat der Leitungslänge.

x

erf (x)

Figur 11.26 Errorfunktion erf (x) .

1 − erf ( √⎯⎯⎯⎯1 ⁄ T )

Schrittantwort

1 − e− 0.2T

←  Beispiel
t
T

Figur 11.27 Normierte Schrittantwort einer durch Skineffekt-bedämpften Leitung:
u2 ⁄ u1 = 1 − erf ( √⎯⎯⎯⎯1 ⁄ T ) mit T = t ⁄ τ .
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Der erste Term von (11.55) stellt die langsam oszillierende Enveloppe, der zweite Term das
Trägersignal dar. Die Geschwindigkeit vg der Enveloppe, die sogenannte Gruppengeschwin-
digkeit, kann wie im vorher betrachteten Fall der Phasengeschwindigkeit vp bestimmt werden.

Damit die Phase Δω2 t − Δβ
2 z    mit  z = vg t  konstant bleibt, muss gelten:

(11.56)vg =
Δω
Δβ

Für beliebig kleine Kreisfrequenzunterschiede Δω  machen wir den Übergang vom Differen-
zenquotienten zum Differentialquotienten:

(11.57) Gruppengeschwindigkeit vg =
d ω
d β

Ein beliebiges amplitudenmoduliertes Signal (nicht nur eine Schwebung) wird unverzerrt über-
tragen, wenn im Frequenzbereich des Signals die Gruppengeschwindigkeit vg konstant bleibt,
d.h. eine Ausbreitungskonstante γ_ die linear von der Frequenz abhängig ist, überträgt die En-
veloppe eines Signals mit der Trägerkreisfrequenz ωo dispersionsfrei.

(11.58)γ_ =  j β =  j ( βo + β’ (ω − ωo) )

Die Gruppengeschwindigkeit ist dabei

(11.59)vg = d ω
d β = 1

β’

Figur 11.30 illustriert die Übertragung einer Wellengruppe mit einem linearen Frequenzgang
des Phasenbelags β .

Allgemein kann die Gruppengeschwindigkeit vg  mit (11.53) und (11.57) als Funktion der
Phasengeschwindigkeit vp und des Phasenbelags β  wie folgt ausgedrückt werden:

(11.60)vg = d ω
d β =

d ( vpβ )
d β = vp + β

d vp
d β

t t

dispersionsfreie Enveloppe

Träger mit Phasenverschiebung

Figur 11.30 Übertragung einer Wellengruppe mit einem linearen Frequenzgang des 
Phasenbelags β . Die Enveloppe bleibt unverändert, während sich die 
Phase des Trägers relativ zur Enveloppe verändern kann.
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Die Gruppengeschwindigkeit vg entspricht der Energietransportgeschwindigkeit der elektro-
magnetischen Welle und kann die Lichtgeschwindigkeit c nicht überschreiten.

Beispiel: Gruppenlaufzeit der Skineffekt-behafteten Leitung:

Nach (10.24) gilt für 

(11.61)β =  Im[ γ_ ] = ω √⎯⎯⎯⎯L’C’ +
R’o

2 Zw√⎯⎯ω
ωo

Die spezifische Gruppenlaufzeit τg
,

(11.62)τg
, = 1

vg
= d β

d ω = √⎯⎯⎯⎯L’C’ +
R’o

4 Zw √⎯⎯⎯⎯⎯ω ωo

Mit den Leitungsdaten des Beispiels 10.3.1 finden wir für eine Trägerfrequenz fo = 1 MHz
(ωo = 2π . 1 MHz ) eine spezifische Gruppenlaufzeit τ’g = 4.881 ns ⁄m .  

Davon sind : Anteil der idealen Leitung √⎯⎯⎯⎯L’C’ = 4.714 ns ⁄m

Anteil durch Skin-Verluste 
Ro

,

4 Zw √⎯⎯⎯⎯⎯ω ωo
= 0.167 ns ⁄m

Die Gruppenlaufzeit erfährt durch den Skineffekt nur eine sehr kleine Erhöhung gegenüber
dem Wert der idealen Leitung. 

11. 4.2 Dispersion von schmalbandigen Signalen: Dispersion des Gaussschen Impulses

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass in einem Bereich konstanter Gruppenge-
schwindigkeit eine  Signalenveloppe unverzerrt übertragen wird, d.h. eine Phasenkonstante
β = βo + β’ (ω − ωo) bewirkt keine Dispersion eines schmalbandigen Signals mit einer Mit-
tenkreisfrequenz ωo . 
Es stellt sich nun die Frage, ob eine einfache Aussage gemacht werden kann für eine Phasen-
konstante, die neben dem linearen Term β’ (ω − ωo)  noch, als bessere Näherung zu einer

beliebigen Funktion β(ω) , einen quadratischen Term β’’
2 (ω − ωo)2  aufweist: 

(11.63)β = βo + β’ (ω − ωo) +
β’’
2 (ω − ωo)2

Es wird im folgenden gezeigt, dass für die spezielle Signalform eines gaussförmigen Impulses
eine sehr einfache Dispersionsbeziehung besteht. 
Ein gaussförmiger Impuls im Zeitbereich ist von der Form

(11.64)Go ( t ) = Uo e− t2 ⁄ (2σt
2) = A

σt √⎯⎯⎯2π
 e− t2 ⁄ (2σt

2)

mit  σt: zeitliche Standardabweichung und        

A: Impulsfläche

Ein gaussförmig amplitudenmodulierter Impuls ist von der Form:
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(11.65)g ( t ) =  Re Go ( t )  e j ωot =  Re Uo e− t2 ⁄ (2σt
2) e j ωot

In Figur 11.31a ist ein Gaussscher Impuls und in Figur 11.31b  ist ein gaussförmig amplitu-
denmodulierter Impuls im Zeitbereich dargestellt:  

Wir beschränken uns auf den schmalbandigen amplitudenmodulierten Gaussschen Impuls:

(11.66)σt >>
1
fo
= 2π
ωo

Die Herleitung des Dispersionsverhaltens des gaussförmig amplitudenmodulierten Impulses
(11.65) mit dem Phasenbelag (11.63) ist etwas langwierig; das Resultat aber sehr einfach. 
Wir beschränken uns auf die Interpretation des Resultates. Unter dem Einfluss des Phasenbe-
lags als quadratische Funktion der Frequenz (11.63) wird die ursprünglich reelle Enveloppen-
funktion Go ( t ) des Gaussschen Impulses

(11.67)g( t ) = Re Go ( t )  e j ωot =  Re A
σt √⎯⎯⎯2π

e− t2 ⁄ (2σt
2)  e j ωot

komplex und es resultiert ein verzerrter Gaussscher Impuls von der Form:

(11.68)g1 ( t ) =  Re G__o ( t )  e j ωot =  Re A
σ__tc √⎯⎯⎯2π

 e− t2 ⁄ (2σ__tc
2 )  e j ωot

Dabei ist die komplexe Enveloppenfunktion G__o ( t )

(11.69)G__o ( t ) = A
σ__tc √⎯⎯⎯2π

 e− t2 ⁄ (2σ__tc
2 )

Uo

Zeit t Zeit t

σt σt
Uo

Go( t ) g( t )a) b)

Figur 11.31 a) Gaussscher Impuls im Basisband und  b) gaussförmig amplituden-
modulierter Impuls.
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und die komplexe zeitliche Standardabweichung  σ__tc

(11.70)σ__tc
2 = σt

2 −  j l β’’

mit l: Leitungslänge

In Figur 11.32 ist die komplexe Enveloppenfunktion G__o ( t )  und die zugehörige Funktion
g1( t ) für verschiedene Werte von  l β’’ / σt

2dargestellt.

Ein gaussförmiger Impuls g1( t ) mit komplexer Standardabweichung hat wiederum eine gauss-
förmige Enveloppe. Daher kann er auch als ein gaussförmiger Impuls mit einer reellen gauss-
förmigen Enveloppe mit reeller zeitlicher Standardabweichung σ’t und Impulshöhe U1  darge-
stellt werden. 
Die Verzerrung eines gaussförmig amplitudenmodulierten Impulses durch eine Ausbreitungs-
konstante γ_   unter Einbezug eines konstanten Dämpfungbelags α :

(11.71)γ_ = α +  j βo + β’ (ω − ωo) +
β’’
2 (ω − ωo)2

kann wie folgt zusammengefasst werden (Figur 11.31): 

 Re [ G__o ]  t
Im [ G__o ]

   Re [ G__o ]      t
Im [ G__o ]

    Re [ G__o ]  t
Im [ G__o ]

   Re [ G__o ]
t

Im [ G__o ]

ω ≥ ωo ω ≤ ωo

g1( t )

t

g1( t )

t

g1( t )

t

g1( t )

t

l β’’
σt

2  = 0  0.8          1.6                            2.4 

Figur 11.32 Verhalten der komplexen Enveloppe G__o( t ) und des verzerrten gaussförmi-
gen Impulses g1( t ) für verschiedene Werte von  l β’’ / σt

2
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1. Die gaussförmige Enveloppe bleibt erhalten:

(11.72)
g1( t ) =  Re U1 e− t2 ⁄ (2σt

,2)  e j ωot

2. Die zeitliche Standardabweichung σt wird auf den Wert σ’t vergrössert:

(11.73)
σ’t = σt√⎯⎯⎯⎯1 + l2 β’’2

σt
4

3. Die Impulshöhe Uo wird auf den Wert  U1  reduziert:

(11.74)U1 = Uo e−α l √⎯⎯σt

σt
,

Bei schmalbandigen Signalen ist im Allgemeinen die Auswirkung der Dispersion bei den hier
behandelten Leitungen (TEM-Wellentyp) von untergeordneter Bedeutung. Bei einer Skinef-
fekt-bedämpften Leitung wird die maximal einsetzbare Leitungslänge in erster Linie durch die
reine Dämpfung begrenzt. Laufzeitverzerrungen schmalbandiger Signale sind dagegen wichtig
bei        

- Filtern
- optischen Fasern (Lichtwellenleitern)
- metallischen Hohlleitern 

τg

Uo

Zeit t Zeit t

σt

σ’t
U1

FWHM

g( t ) g1( t )

100%

e0.5 = 61 %
50%

Figur 11.33 Verhalten des gaussförmig amplitudenmodulierten Impulses unter Einfluss 

einer Ausbreitungskonstante:  γ_ = α + j ( βo + β’ (ω − ωo) +
β’’
2 (ω − ωo)2)

50 % Impulsbreite = FWHM (Full Width Half Maximum) FWHM ≈ 2.36 σt
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12. Mehrfachleitungen   
Unter einer Mehrfachleitung verstehen wir eine zylindrische Leitungsstruktur mit mehr als
zwei metallischen Leitern, die induktiv und kapazitiv gekoppelt sind. Figur 12.1 zeigt drei
technisch wichtige Mehrfachleiterstrukturen: die geschirmte Zweidrahtleitung, den Sternvierer
und einen Mehrfach-Streifenleiter.  

In diesem Kapitel werden wir das elektrische Verhalten der gekoppelten Leitungen untersu-
chen. In den meisten Fällen ist die Kopplung, das sogenannte Übersprechen (cross talk)
zwischen den Leitern eine unerwünschte Erscheinung. In der Hochfrequenztechnik wird aber
die Kopplung zwischen Leitern nutzbringend in verschieden Typen von Kopplern und in
Filtern eingesetzt.

Als kurzer Ausblick und Vorgeschmack werden drei interessante Resultate vorweggenommen:

1. Wie im Fall der einfachen Leitung ist die querhomogene, verlustfreie Mehrfachleitung am
einfachsten zu analysieren. In der Praxis ist sie die nullte Näherung für beliebige gekoppelte
Leitungen.

2. Auch Mehrfachleitungen können mit einem geeigneten Abschlussnetzwerk (Wellenimpe-
danzmatrix) reflexionsfrei abgeschlossen werden. Als Beispiel ist in Figur 12.2 ein reflexions-
freies Abschlussnetzwerk für eine Vierfachleitung dargestellt.             

a) b)          c)

Figur 12.1 Mehrfachleiterstrukturen: a) geschirmte Zweidrahtleitung, b) Sternvierer 
c) Mehrfach-Streifenleiter. 

C’13 C’12    Z__L13 Z__L12

C’23     Z__L23

C’1 C’2 C’3 Z__L1 Z__L2 Z__L3

vp

Figur 12.2 Reflexionsfreies Abschlussnetzwerk einer querhomogenen verlustfreien 
Vierfachleitung.
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Das Abschlussnetzwerk hat dabei folgende Eigenschaften:
Es ist topologisch identisch mit dem Netzwerk der Leitungskapazitäten, d.h. es besteht eine
Impedanz zwischen jedem Leiterpaar mit dem Wert

(12.1)Z__Li =
1

C’i vp

(12.2)Z__Lik = 1
C’ikvp

C’i : Kapazitätsbelag zwischen dem Leiter i und Bezugsleiter 0 (Erdleiter)

C’ik : Kapazitätsbelag zwischen den Leitern i, k

vp : Phasengeschwindigkeit der querhomogenen Leitung  

3. Bei querinhomogenen Mehrfachleitungen existieren Anregungsarten, die frei von Kopplun-
gen sind, d.h. eine solche Welle breitet sich mit einer bestimmten Phasengeschwindigkeit,
einem sogenannten Eigenwert des Systems  aus. Entlang der Leitung bleiben die Verhältnisse
von Leiterspannungen unverändert. Figur 12.3 zeigt als einfaches Beispiel dieser speziellen
Anregungsarten die Gleichtakt- und die Gegentaktanregung auf einer symmetrischen Dreifach-
leitung. Im Gleichtaktfall führen die beiden Streifenleiter den gleichen Strom, und der Rück-
strom läuft über die Grundplatte. Im Gegentaktfall sind die Stöme in den Streifenleitern nach
Betrag gleich, unterscheiden sich aber im Vorzeichen. In der Grundplatte fliesst dabei kein
Strom. Aus Symmetriegründen kann zwischen den beiden Fällen keine Kopplung stattfinden.
Die beiden Wellen werden aber eine unterschiedliche Phasengeschwindigkeit aufweisen.         

In diesem Kapitel werden wir zuerst eine allgemeine Betrachtung der nichthomogenen, ver-
lustbehafteten Mehrfachleitung anstellen und dabei einige wichtige grundsätzliche Resultate
gewinnen. Im weiteren werden wir technisch interessante Spezialfälle behandeln, deren Analy-
se wesentlich einfacher ist als beim allgemeinen Fall.  

εr = 1
(Luft)

εr > 1

I_o

I_2
I_1

Figur 12.3 Querinhomogene symmetrische Dreifachleitung.
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12.1 Die Analyse der allgemeinen Mehrfachleitung   

Für die Herleitung der Leitungsgleichungen der Mehrfachleitung werden wir gleichzeitig die
Dreifachleitung und die allgemeine Mehrfachleitung mit n + 1 Leitern nach Figur 12.4
betrachten:     

Figur 12.5  illustriert die Definition der Längsinduktivitätsbeläge und der Gegeninduktivitäts-
beläge                 

 Längsimpedanzbeläge:        

(12.3)Z__’11= R’1 + jω L’1 Z__’ii = R’i + jω L’i

(12.4)Z__’22= R’2 + jω L’2

Gegenimpedanzbeläge:         

(12.5)Z__’12= jω M’12 Z__’ik = Z__’ki = jω M’ik

(12.6)Z__’21= Z__’12= jω M’12 für alle ik -Kombinationen mit i ≠ k

I_o

I_2
I_1

U__2U__1

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung

Leiter: 1 … n

Bezugsleiter: 0

I_o =
i = 1

i = n
I_i

Figur 12.4 Definition der Dreifachleitung und der Mehrfachleitung.

L’1 dz

L’2 dz

R’1 dz

R’2 dz

M’12   dz

n -Längsinduktivitätsbeläge  L’i

n (n−1)
2  -Gegeninduktivitätsbeläge  M’ik

Reziprozität: M’ik = M’ki

Figur 12.5 Definition der Längsinduktivitätsbeläge und der Gegeninduktivitätsbeläge.
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(12.18) in (12.15) eingesetzt und mit [ V__ ]−1 multipliziert:

(12.19)d 2 [ U__u ]

d z2 =  [ V__ ]−1 [ K__ ] [ V__ ] [ U__u ]

Für ein unverkoppeltes System nimmt die Matrix [ V__ ]−1 [ K__ ] [ V__ ] die Form 

(12.20) [ V__ ]−1 [ K__ ] [ V__ ] = [ γ_2 ]

an, wobei [ γ_2 ] eine Diagonalmatrix ist:

(12.21)

[ γ_2 ] =

γ_1
2

0
⋅
0

 0
γ_2
2

⋅
  0

…
…
…
…

  0
  0
0
γ_n
2

(12.20), mit [ V__ ]  vormultipliziert, lautet:            

(12.22)[ K__ ] [ V__ ] −  [ V__ ] [ γ_2 ] =  [ 0 ]

und ausgeschrieben für die Dreifachleitung

(12.23)( K__11−γ_1
2) V__11 + K__12V__21

K__21V__11 + ( K__22−γ_1
2) V__21

( K__11−γ_2
2) V__12 + K__12V__22

K__21V__12 + ( K__22−γ_2
2) V__22

= 0
0

  0
 0

Jede Spalte von (12.23) stellt ein Gleichungssystem dar zur Bestimmung von γ_2 und einem
zugehörigen V-Vektor, d.h. einer Spalte der  [ V__ ] - Matrix.

(12.24)
k
( K__ik − γ_i

2δik) V__ki =  0

mit δik : Kronecker-Delta: δik = 1 für i = k, δik = 0 für i ≠ k

Da jede Spalte von (12.20) ein homogenes lineares Gleichungssystem ist, existieren nicht-
triviale Lösungen nur, wenn die entsprechende Determinante verschwindet:

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung

(12.25)
 det K__11−γ_

2

K__21

K__12

K__22−γ_
2 =  0 det  [ K__ ] − γ_2δik =  0

identische Beziehung für beide Spalten Polynom n-ten Grades in γ_2 mit
von (12.23) n - Lösungen

(12.26)( K__11 − γ_
2 ) ( K__22 − γ_

2 ) − K__12 K__21 = 0

(12.27)
γ_1,2
2 =

K__11 + K__22

2 ± √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( K__11 − K__22 )2

4 + K__12 K__21
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Die Lösungen γ_2 (Lösungen von (12.25)) sind die Eigenwerte der [ K__ ] - Matrix. Mit den

Lösungen von γ_2 kann die Transformationsmatrix [ V__ ]  ermittelt werden. 

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung
Nach (12.23):

(12.28)V__11

V__21
=

γ_1
2 − K__22

K__21

V__11

V__n1
= ,

V__21

V__n1
= , …

(12.29)V__12
V__22

=
γ_2
2 − K__22

K__21

V__12
V__n2

= ,
V__22
V__n2

= , …

Lösung des Gleichungssystems  (12.25), 

mit γ_i
2eingesetzt

Jede Kolonne der [ V__ ] - Matrix ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Im Fall der
Dreifachleitung heisst dies, dass für den Eigenwert γ_1 das Verhältnis U__1 ⁄U__2  mit (12.18) wie
folgt bestimmt wird:

(12.30)U__1
U__2

=
V__11
V__21

=
γ_1
2 − K__22

K__21

und für den Eigenwert γ_2 finden wir

(12.31)U__1
U__2

=
V__12

V__22
=

γ_2
2 − K__22

K__21

Mit (12.27): 

(12.32)U__1
U__2

=
K__11 − K__22

2 K__21
± √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯K__11 − K__22

2 K__21

2
+

K__12
K__21

Beispiel für eine querinhomogene verlustfreie Mehrfachleitung:

Figur 12.7 zeigt eine symmetrische Vierfach-Mikrostreifenleitung.       

εr = 4

εr = 1
(Luft)

Figur 12.7 Eine symmetrische Vierfach-Mikrostreifenleitung.
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[ K__ ] = [ Z__’] [ Y__’] = (jω)2[ L’M ] [ C’M ]

Mit einem numerischen Verfahren wurden die [ L’M ] und [ C’M ] - Matrizen berechnet: 

[ L’M ] = μo
0.165
0.0404
0.0404

    0.0404
0.232

    0.0152

     0.0404
     0.0152

 0.232

(12.33)
[ C’M ] = εo

 16.3
−1.43
−1.43

−1.43
     11.1
−0.0904

−1.43
−0.0904

     11.1

Bestimmung der Eigenwerte von [ K__ ] :   

Eigenwerte: β2 ⁄ (ω2μoεo)  = 2.24 2.96 2.43

Phasengeschwindigkeit:  
vp
c = ω

β c  = 0.67 0.58 0.64

Spannungseigenvektoren: V1  = -0.657 0.630   0.0
V2  = 0.533 0.565        -0.707
V3  = 0.533 0.565 0.707

Die Spannungsverteilungen für die drei Eigenwerte zeigt Figur 12.8 :    

Nach diesem Beispiel machen wir eine Zusammenfassung und ziehen eine Zwischenbilanz zu
den Betrachtungen der allgemeinen Mehrfachleitung:

Zusammenfassung:

• Die Leitungsgleichungen der Mehrfachleitung sind untereinander völlig verkoppelt:
d 2 [ U__ ]

d z2 =  [ Z__
,
  ] [ Y__

,
  ] [ U__ ] =  [ K__ ] [ U__ ]

Z__’ii = R’i + jω L’i Z__’ik = Z__’ki = jω M’ik

Y__’ii = G’i + jω C’i +
alle k < i

G’ik + jω C’ik Y__’ki = Y__’ik = −G’ik − jω C’ik

• Mit einer geeigneten Transformation kann die Leitungsgleichung der Mehrfachleitung 
in ein System von unverkoppelten Gleichungen überführt werden:

[ U__ ] =  [ V__ ] [ U__u ] 

U3 U1 U2

symmetrisch  antimetrisch

Figur 12.8 Spannungsverteilung der Eigenwerte für die gekoppelte Mikrostreifenleitung. 
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d 2 [ U__u ]

d z2 =  [ V__ ]−1 [ K__ ] [ V__ ] [ U__u ] =  [ γ_2 ] [ U__u ]

[ γ_2 ] =  [ V__ ]−1 [ K__ ] [ V__ ] , ist eine Diagonalmatrix und die Matrixelemente sind die 

Eigenwerte der [ K__ ] - Matrix, d.h. sie sind die Lösung von

det  [ K__ ] − γ_2δik =  0

γ_ , die Wurzeln der Eigenwerte, sind die Ausbreitungskonstanten der Spannungsvektoren, 
die untereinander unverkoppelt sind. Diese Spannungsvektoren [ V__ei ], die Eigenvektoren, 
lassen sich für jeden Eigenwert γ_i

2 gewinnen, indem das Gleichungssystem 

 [ K__ ] − γ_2δik V__ei =  0

gelöst wird. 

Behandlung von Mehrfachleitungen in der Netzwerkanalyse: konzeptionelles Vorgehen

Gegeben: Mehrfachleitung mit Beschaltung an beiden Enden

➀ Bestimmung der Eigenwerte (Wellenausbreitungskonstanten):  γ_1, γ_2...

Bestimmung der Eigenvektoren:  [ V__ ] =
V__11
V__21
⋅

V__12
V__22
⋅

…
…
…

➁ Bestimmung der Wellenimpedanzmatrix [ Z__w ]

[ U__a ] =  [ Z__w ] [ I_a ]

[ U__a ] : vorwärtslaufende Leitungsspannungswelle

[ I_a ] : vorwärtslaufende Leitungsstromwelle

Die Wellenimpedanzmatrix [ Z__w ]  ist (ohne Herleitung):

[ Z__w ] =  [ V__ ] [ γ_ ]−1 [ V__ ]−1 [ Z__ ’ ]

➂ Mit der quellenseitigen Beschaltung werden die Eingangsspannungen U__1, U__2, U__3 ...
bestimmt.

➃ Diese Spannungen werden aus Spannungseigenvektoren aufgebaut:

U__1 = a_ V__11 + b_ V__12 + c_ V__13 + …

U__2 = a_ V__21 + b_ V__22 + c_ V__23 + …

U__3 = a_ V__31 + b_ V__32 + c_ V__33 + …
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➄ Jeder dieser Spannungseigenvektoren propagiert mit der entsprechenden Ausbrei-
tungskonstante auf der Leitung und wird am Leitungsende vom Abschlussnetzwerk
teilweise reflektiert. usw. usw.  ( Figur 12.9  ):  

In technisch einsetzbaren Systemen muss die unkontrollierte Anregung von verschiedenen 
Eigenvektoren und deren Kopplung über Reflexionen vermieden werden.

Quintessenz: der allgemeine Fall, die unsymmetrische querinhomogene Mehrfachleitung mit
beliebiger Beschaltung ist masslos kompliziert. Er kann nur mit numerischen Methoden gelöst
werden und ist technisch meist nicht interessant.

Es existieren aber einfache Fälle, die technisch besonders wichtig sind:

1. Querhomogene Mehrfachleitung 

2. Querhomogene / querinhomogene symmetrische Dreifachleitung 

Wir wenden uns im folgenden diesen Fällen zu.

12.2 Die querhomogene Mehrfachleitung mit idealen Leitern

Mit den Annahmen 
- querhomogene Leitung, d.h. zwischen den Leitern ist das Dielektrikum mit ε_r  und

    μ__r  = konstant,

- ideal leitende Leiter
vereinfachen sich die Leitungseigenschaften entscheidend. ε_r und μ__r  müssen dabei nicht
notwendigerweise rein reell sein. 

Eigenvektor V__i1 , γ_1

Eigenvektor V__i2 , γ_2

Eigenvektor V__i3 , γ_3

Figur 12.9 Schematische Darstellung der Übertragung von Eigenvektorwellen V__ik  mit
den Ausbreitungskonstanten γ_i und deren Reflexionen und Kopplungen am
Leitungsende.
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Unter diesen Bedingungen treten reine TEM-Wellen (transversal-elektromagnetische Wellen)
auf, d.h. die elektrischen und magnetischen Felder zeigen keine Komponenten in der Ausbrei-
tungsrichtung. Bei guten, aber nicht idealen Leitern ist die Annahme von TEM-Wellen eine
gute Approximation. Die TEM-Wellen breiten sich immer mit der Ausbreitungskonstante 

(12.34)γ_ =  jω √⎯⎯⎯⎯μ__ ε_

aus. Die Phasengeschwindigkeit ist vp = ω ⁄ Im [ γ_ ] und die Dämpfung α =  Re [ γ_ ]. Die
Gleichung (12.34) kann ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen hergeleitet werden.
Die Feldverteilungen von TEM-Wellen entsprechen den elektrostatischen bzw. magnetostati-
schen Feldern der zylindrischen Mehrfachleitungen und jede beliebige statische Spannungsver-
teilung liefert ein korrektes TEM-Feldlinienbild, wie Figur 12.10  veranschaulicht. Jede dieser
TEM-Wellen propagiert mit der gleichen Ausbreitungskonstante γ_  .

Die Eigenschaft, dass alle möglichen Feldverteilungen zulässige TEM-Wellen mit gleichen
Ausbreitungskonstanten darstellen, macht sich auch in der Wellengleichung (12.14) bemerk-
bar. Während [ K__ ] = [ Z__’] [ Y__’] für eine allgemeine Mehrfachleitung eine "gefüllte" Matrix ist,
ist sie für die TEM-Mehrfachleitung eine Diagonalmatrix mit identischen Diagonalelementen:

(12.35)

[ K__ ] =

γ_2

0
⋅
0

  0
γ_2

⋅
  0

…
…
…
…

  0
  0
  0
γ_2

= γ_2 [ 1 ]

mit [1]:  Einheitsmatrix

Die Wellengleichung d 2 [ U__ ]

d z2 =  [ K__ ] [ U__ ]

zeigt damit keine direkte Kopplung zwischen den Leitungsspannungen, aber es besteht trotz-
dem eine Verkopplung zwischen den Leitern, indem die Leiterspannungen über Gleichung
(12.12) mit allen Leiterströmen gekoppelt sind. In Fall der reinen TEM-Mehrfachleitung stellt
sich also das Problem der Aufspaltung einer beliebigen Spannungsverteilung in Eigenvektoren
nicht. Andererseits wäre aber wichtig zu wissen, wie die Leitungsspannungen und -ströme
verknüpft sind und wie ein reflexionsfreies Abschlussnetzwerk beschaffen sein muss.

Figur 12.10 Jede beliebige statische Feldverteilung ist eine mögliche TEM-Feldverteilung.
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Nach (12.10) ist [ U__ ] mit [ I_ ] auf der TEM-Mehrfachleitung wie folgt verknüpft:

− d [ U__ ]
d z = [ Z__

,
  ] [ I_ ]

Für alle vorwärts laufenden Wellen gilt: [ U__ ] =  [ U__o ] e− γ_ z + jωt

Eingesetzt in (12.10)

(12.36)[ U__ ] = 1
γ_ [ Z__

,
 ] [ I_ ] =  [ Z__w ] [ I_ ]

Die Matrix 1γ_ [ Z__’] stellt die Wellenimpedanzmatrix [ Z__w ] der TEM-Mehrfachleitung dar:      

(12.37)[ Z__w ] = 1
γ_ [ Z__’]

In gleicher Weise kann, ausgehend von (12.12) die Wellenadmittanzmatrix [ Y__w ] gefunden
werden:           

(12.38)
[ Y__w ] = 1

γ_ [ Y__’] = 1
γ_ [ Z__’]

− 1
=  [ Z__w ] − 1

Eine TEM-Mehrfachleitung wird mit einem Abschlussnetzwerk mit der Admittanzmatrix
[ Y__w ] reflexionsfrei abgeschlossen. Bei einer verlustfreien TEM-Mehrfachleitung ist [ Y__’] nur
durch die Kapazitätsbeläge bestimmt:     

(12.39)[ Yw ] = 1
j β [ Y__ ’ ] = vp [ C ’M ]

mit β = ω
vp

Das Abschlussnetzwerk kann somit aus Admittanzen YLi = vp C ’i  und YLik = vp C ’ik
aufgebaut werden. Es weist die gleiche Topologie auf wie das Netzwerk der Leitungskapazi-
tätsbeläge ( Figur 12.11 ).        

C13
,

C12
,

   YL13 YL12

C23
,

   YL23

C1
,

C2
,

C3
,

   YL1 YL2 YL3

Figur 12.11 Reflexionsfreies Abschlussnetzwerk einer verlustfreien TEM-Mehrfach-
leitung.
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12.3 Die einfachste querinhomogene Mehrfachleitung: die symmetrische Dreifachleitung 

Figur 12.12 zeigt zwei Beispiele von symmetrischen querinhomogenen Dreifachleitungen:
zwei Mikrostreifenleitungen über einer Grundplatte und eine geschirmte Zweidrahtleitung. 

Figur 12.13 zeigt das Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen Dreifachleitung. 

Die Impedanzmatrix [ Z__’] und die Admittanzmatrix [ Y__’] sind

(12.40)[ Z__’] = Z__’11
Z__’12

Z__’12
Z__’11

 [ Y__’] = Y__’11
Y__’12

Y__’12
Y__’11

Die [ K__ ] - Matrix, d.i. die Matrix der Wellengleichung, ist für diesen Spezialfall symmetrisch:

(12.41)[ K__ ] = [ Z__’] [ Y__’] = K__11
K__12

K__12
K__11

(12.42)K__11 = Z__’11 Y__’11 + Z__’12Y__’12

(12.43)K__12 = Z__’12Y__’11+ Z__’11 Y__’12   

Innenleiter

Aussenleiter
(Abschirmung)

Isolation (εr = 2 … 2.5)

Luft ( εr ≈ 1 )0

1  2

0

a) b)

Figur 12.12 Symmetrische querinhomogene Dreifachleitungen: 
a) gekoppelte Mikrostreifenleitungen, b) geschirmte Zweidrahtleitung.

C’1 dz
U__1 U__2

L’1 dz

L’1 dz

M’12   dz

C’12   dz

z

Figur 12.13 Das Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen Dreifachleitung.
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Die Eigenwerte γ_1
2  und γ_2

2 sind nach (12.27):

(12.44)γ_1
2 = K__11 + K__12 = ( Z__’11+ Z__’12) ( Y__’11+ Y__’12)

(12.45)γ_2
2 = K__11 − K__12 = ( Z__’11− Z__’12) ( Y__’11− Y__’12)

Das Verhältnis der Leitungsspannungen für die beiden Eigenwerte sind nach (12.32):

(12.46)
 für γ_1

2 = K__11 + K__12 →
U__1

U__2
=

V__11

V__21
=  1

(12.47)
für γ_2

2 = K__11 − K__12 →
U__1
U__2

=
V__12
V__22

= − 1

Die beiden Eigenvektoren ( V__11 , V__21) = ( 1 , 1 )  und ( V__12 , V__22) = ( 1 , −1 )  sind übrigens or-
thogonal, wie dies für alle symmetrischen Matrizen zutrifft.

12. 3.1 Interpretation der Eigenvektoren der symmetrischen Dreifachleitung: Gleichtakt-
und Gegentaktwelle

Nach (12.46) stellt sich für γ_2 = γ_1
2  eine symmetrische Spannungsverteilung U__1 = U__2  ein.

Zwischen den beiden symmetrischen Leitern besteht kein Potentialunterschied. Dieser Eigen-
wert wird als Gleichtaktanregung oder Gleichtaktmode bezeichnet. Figur 12.14 zeigt das Lei-
tungsersatzschaltbild mit den zugehörigen Spannungen und Ströme für die verlustfreie symme-
trische Dreifachleitung.      

U__2 = U__1

I_2 = I_1

−dU__1 = jω I_1(L’1 + M’12) dz

C’1 dz

U__1 U__1

L’1 dz

−dU__1
M’12   dz

I_1

I_1

L’1 dz −dU__1

z

Figur 12.14 Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen verlustfreien Dreifachleitung mit
Gleichtaktanregung.
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Diesem Ersatzschaltbild entnimmt man in Übereinstimmung mit (12.44) sofort die Gleichtakt-
wellenausbreitungskonstante γ_e und die Gleichtaktwellenimpedanz Zwe :                    

(12.48)γ_e = γ_1 = j ω √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( L’1 + M’12) C’1

(12.49)Zwe = √⎯⎯⎯⎯L’1 + M’12
C’1

Der Index e steht für "even mode" = Gleichtaktmode.

Für die Gegentaktanregung mit γ_2 = γ_2
2 ist die Spannungsverteilung antimetrisch: U__1 = − U__2.

Aus Symmetriegründen ist das Potential der Symmetrieachse gleich dem Potential der Grund-
platte.         

Figur 12.15 zeigt das zugehörige Leitungsersatzschaltbild, woraus wiederum die Gegentakt-
wellenausbreitungskonstante γ_o und die Gegentaktwellenimpedanz Zwo ermittelt werden kann: 

(12.50)γ_o = γ_2 = j ω √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( L’1 − M’12) (C’1+2C’12)

(12.51)Zwo = √⎯⎯⎯⎯⎯L’1 − M’12
C’1 +2C’12

Der Index o steht für "odd mode" = Gegentaktmode.         

Mit der Überlagerung einer Gleichtakt- mit einer Gegentaktwelle kann eine beliebige Anre-
gung beschrieben werden. Es bleibt nun noch die Frage zu klären, wie sich beliebige Quellen-
und Lastbeschaltungen auf Anregung und Reflexion von Gleich- und Gegentaktwellen auswir-
ken. Im Abschnitt 12.3.2 wird der allgemeine Fall, d.h. die beliebig abgeschlossene symmetri-
sche Dreifachleitung behandelt. Der technisch wichtige Spezialfall der symmetrisch abge-
schlossenen Dreifachleitung wird im Abschnitt 12.3.3 dargestellt.

U__1
U__2 = − U__1

I_2 = − I_1

−dU__1 = jω I_1(L’1 − M’12) dz

I_1

U__1

I_1

2C12
,

dz
2C12

,
dz

C’1 dz

L’1 dz

L’1 dz
M’12   dz

−dU__1

−dU__1

z

Figur 12.15 Ersatzschaltbild der symmetrischen verlustfreien Dreifachleitung mit 
Gegentaktanregung.
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12. 3.2 Die symmetrische Dreifachleitung mit Beschaltung

Figur 12.16 zeigt die Quellenseite  einer beschalteten Dreifachleitung.  

Die vorwärts laufende Wellen U__ae und U__ao werden aufgespalten in die von der Quelle U__q
verursachten Anteile U__aeq und U__aoq und in die am quellenseitigen Netzwerk reflektierten
Anteile  U__aer und U__aor der rückwärts laufenden Wellen U__be und U__bo :

(12.52)U__ae = U__aeq + U__aer U__ao = U__aoq + U__aor

Wir setzen vorerst die nach rückwärts laufenden Wellen U__be = U__bo = 0  und betrachten nur die
von U__q  angeregten Wellen U__aeq und U__aoq.

Die entsprechende Netzwerkgleichungen lauten:

(12.53)U__1 = U__aeq + U__aoq U__2 = U__aeq − U__aoq

(12.54)
I_1 =

U__aeq
Z__we

+
U__aoq
Z__wo

I_2 =
U__aeq
Z__we

−
U__aoq
Z__wo

(12.55)
U__q = U__1 +

U__2
Z__q2

+ I_1 + I_2 Z__q1 U__1 − U__2 =
U__2
Z__q2

+ I_2 Z__q3

Aus diesen Gleichungen können U__aeq und U__aoq ermittelt werden, was in etwas algebraische
Arbeit ausartet.

(12.56)

U__aeq =

U__q
Z__q2

Z__wo
+

2 Z__q2

Z__q3
+ 1 

 2 + ( Z__q1 + Z__q2 )
2

Z__q3
+ 1

Z__we
+ 1

Z__wo
+

2 Z__q1 Z__q2
Z__we

2
Z__q3

+ 1
Z__wo

(12.57)

U__aoq = U__aeq

Z__q2

Z__we
+  1

2 Z__q2

Z__q3
+

Z__q2

Z__wo
+  1

Z__q1

Z__q3

Z__q2

U__ae U__ao
U__be U__bo

U__1 U__2

I_2

U__q

I_1

I_o

z = 0

Z__we Z__wo γ_e γ_o

Figur 12.16 Quellenseite einer beschalteten symmetrischen Dreifachleitung.
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Figur 12.17 zeigt die Lastseite einer beschalteten Dreifachleitung.       

Zur Unterscheidung zu Quellenseite bezeichnen wir hier die Ströme und Spannungen mit ’
(Apostroph). Die entsprechenden Netzwerkgleichungen für die Lastseite lauten:   

Abschlussnetzwerk:

(12.58)U__’1
U__’2

= Z__L11
Z__L12

Z__L12
Z__L22

I_’1
I_’2

= [ Z__L ] [ I_’ ]

(12.59)
mit Z__L11 = Z__L1 || (Z__L3 + Z__L2) =

Z__L1 (Z__L3 + Z__L2)
Z__L1 + Z__L3 + Z__L2

(12.60)
Z__L22 = Z__L2 || (Z__L3 + Z__L1) =

Z__L2 (Z__L3 + Z__L1)
Z__L1 + Z__L3 + Z__L2

(12.61)
Z__L12 = Z__L21 = Z__L11

Z__L2

Z__L3 + Z__L2
=

Z__L1 Z__L2

Z__L1 + Z__L3 + Z__L2

Mit der Impedanzmatrix des Abschlussnetzwerkes [ Z__L ]  kann die Matrix der  Reflexionsfak-
toren [ r_L ] für die Gleich- und Gegentaktwellen bestimmt werden:

(12.62)U__’be= r_Lee U__’ae + r_Leo U__’ao

(12.63)U__’bo= r_Loe U__’ae + r_Loo U__’ao

(12.64) in Matrixform U__’be
U__’bo

=  [ r_L ] U__’ae
U__’ao

Dabei sind:

r_Lee : Reflexionsfaktor von der vorwärtslaufenden Gleichtaktwelle in die rückwärtslaufende
Gleichtaktwelle

r_Leo : Reflexionsfaktor von der vorwärtslaufenden Gegentaktwelle in die rückwärtslaufende
Gleichtaktwelle

r_Loe : Reflexionsfaktor von der vorwärtslaufenden Gleichtaktwelle in die rückwärtslaufende
Gegentaktwelle

U__’2 U__’1

I_’2

I_’1

I_’o

z = l

Z__L1

Z__L3

Z__L2

U__’ae U__’ao
U__’be U__’bo

Z__we Z__wo γ_e γ_o

Figur 12.17 Lastseite einer beschalteten symmetrischen Dreifachleitung
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r_Loo : Reflexionsfaktor von der vorwärtslaufenden Gegentaktwelle in die rückwärtslaufende
Gegentaktwelle

Die Reflexionsmatrix [ r_L ] wird wie folgt bestimmt. 
Am Leitungsende z = l  gilt nach Figur 12.17 :

(12.65)U__’1 = U__’ae + U__’ao+ U__’be+ U__’bo= Z__L11 I_’1+ Z__L12 I_’2

(12.66)U__’2 = U__’ae − U__’ao+ U__’be− U__’bo= Z__L21 I_’1 + Z__L22 I_’2

(12.67)
I_’1 =

U__’ae − U__’be

Z__we
+

U__’ao− U__’bo

Z__wo

(12.68)
I_’2 =

U__’ae − U__’be

Z__we
−

U__’ao− U__’bo

Z__wo

Alle Ströme und Spannungen beziehen sich auf das Leitungsende. Es folgt nun etwas Routine-
Algebra. Aus dem linearen Gleichungssystem (12.65) bis (12.68) erhält man die Gleichungen

(12.69)a_L1 U__’ae+ a_L2 U__’ao+ a_L3 U__’be+ a_L4 U__’bo =  0

(12.70)b_L1 U__’ae+ b_L2 U__’ao+ b_L3 U__’be+ b_L4 U__’bo =  0 

(12.71)
mit a_L1 =

Z__L11 + Z__L12
Z__we

− 1;  a_L2 =
Z__L11 − Z__L12

Z__wo
− 1

(12.72)
a_L3 = −

Z__L11 + Z__L12

Z__we
− 1;  a_L4 =

−Z__L11 + Z__L12

Z__wo
− 1

(12.73)
b_L1 =

Z__L21 + Z__L22

Z__we
− 1;  b_L2 =

Z__L21 − Z__L22

Z__wo
+ 1 

(12.74)
b_L3 = −

Z__L21 + Z__L22

Z__we
− 1;  b_L4 =

−Z__L21 + Z__L22

Z__wo
− 1

Aus (12.69) und (12.70) folgt für die Reflexionsfaktoren

(12.75)
r_Lee =

U__’be
U__’ae U__’ao   = 0

=
a_L4 b_L1 − a_L1 b_L4

a_L3 b_L4 − a_L4 b_L3

(12.76)
r_Loe =

U__’bo
U__’ae U__’ao   = 0

=
a_L1 b_L3 − a_L3 b_L1
a_L3 b_L4 − a_L4 b_L3

(12.77)
r_Leo =

U__’be
U__’ao U__’ae   = 0

=
a_L4 b_L2 − a_L2 b_L4
a_L3 b_L4 − a_L4 b_L3

(12.78)
r_Loo =

U__’bo
U__’ao U__’ae   = 0

=
a_L2 b_L3 − a_L3 b_L2
a_L3 b_L4 − a_L4 b_L3
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Die Gleichungen (12.64) und (12.69) bis (12.78)  beschreiben das Verhalten der Leitung auf
der Lastseite vollständig. Es bleibt nun noch die Reflexion auf der Quellenseite zu berücksich-
tigen. Abgesehen von der Spannungsquelle ist das quellenseitige Netzwerk topologisch mit
dem lastseitigen identisch. Die von der Reflexion am quellenseitigen Ende verursachten Antei-
le U__aer bzw. U__aor der Wellen U__be und U__bo sind:

(12.79)U__aer = r_qee U__ be + r_qeo U__ bo

(12.80)U__aor = r_qoe U__ be + r_qoo U__ bo

(12.81)in Matrixform U__aer
U__aor

= [ r_q ] U__be
U__bo

Die Reflexionsfaktoren sind entsprechend (12.69) bis (12.78)  

(12.82)
r_qee =

a_q4 b_q1 − a_q1 b_q4
a_q3 b_q4 − a_q4 b_q3

usw.

(12.83)
mit a_q1 =

Z__q11 + Z__q12
Z__we

− 1;  a_q2 =
Z__q11 − Z__q12

Z__wo
− 1;  usw.

Mit den Gleichungen 

(12.84)U__ae
U__ao

= U__aeq
U__aoq

+ U__aer
U__aor

= U__aeq
U__aoq

+  [ r_q ] U__be
U__bo

(12.85)U__’ae = U__ae e−γe l; U__’ao= U__ao e−γo l

(12.86)U__be = U__’be  e−γe l; U__bo = U__’bo  e−γo l

und mit (12.64)   

U__’be
U__’bo

=  [ r_L ] U__’ae
U__’ao

ist die beschaltete symmetrische Dreifachleitung vollständig beschrieben. Es könnte damit jede
der Teilwellen U__ae, U__ao, U__be, U__bo, U__’ae, U__’ao, U__’be, U__’bo in Funktion der Anregung  U__q ausge-
drückt werden.

12. 3.3 Die symmetrische Dreifachleitung mit symmetrischer Beschaltung

In der Elektronik und Kommunikationstechnik werden symmetrische Dreifachleitungen auf
zwei Arten betrieben:

-  in einer geschirmten Zweidrahtleitung wird möglichst nur der Gegentaktmode angeregt und
   der Gleichtaktmode unterdrückt. Die Leitung überträgt nur ein Signal.          
-  in symmetrischen Zwei- und Mehrfachleitungen vom Typ wie in Figur 12.1c  wird nach
   Möglichkeit jeder Streifenleiter für einen Informationskanal eingesetzt. 
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Im zweiten Fall wird die Mehrfachleitung an den Enden so beschaltet, dass nur identische
Impedanzen gegenüber der Masse (0) auftreten und die Impedanzen zwischen den Leitern i, k
( i, k ≠ 0 ) unendlich sind, wie dies für die symmetrische Dreifachleitung in Figur 12.18
gezeigt ist.    

Auf der Quellenseite gelten, wenn die nach links laufenden Wellen U__be = U__bo = 0  gesetzt
werden,  die Gleichungen (12.53) bis (12.55). Mit Z__q3 = ∞  wird das Gleichungspaar (12.55)
zu

(12.87)U__q = U__1 + I_1 Z__q U__2 = − I_2 Z__q

Daraus folgt

(12.88)
U__q = U__ae + U__ao + Z__q

U__ae
Z__we

+
U__ao
Z__wo

(12.89)
0 = U__ae − U__ao + Z__q

U__ae

Z__we
−

U__ao

Z__wo

Die vorwärtslaufenden Spannungswellen sind:

(12.90)
U__ae =

U__q

2 1 + Z__q ⁄ Z__we

(12.91)
U__ao =

U__q
2 1 + Z__q ⁄ Z__wo

Mit der gewählten quellenseitigen Beschaltung mit Impedanzen Z__q  kann die Gleich- und
Gegentaktanregung mit den Ersatzschaltungen nach Figur 12.19  dargestellt werden.      

U__1 U__2

I_2U__q

I_1

I_o

z = 0 z = l

Z__L

Z__L3

Z__L

Z__q

Z__q3

Z__q

Z__we Z__wo γ_e γ_o

U__ae U__ao U__’ae U__’ao
U__be U__bo U__’be U__’bo

U__’1 U__’2

I_’2

I_’1

I_’o

Figur 12.18 Symmetrische Dreifachleitung mit quellen- und lastsseitig symmetrischer 
Belastung. Z__q3 = Z__L3 = ∞ .

U__ae    Z__we
U__q
2

Z__q

U__ao    Z__wo
U__q
2

Z__q

Figur 12.19 Ungekoppelte Ersatzschaltungen für die Gleich- und Gegentaktanregung der
nach Figur 12.18 beschalteten Dreifachleitung.
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Von besonderem Interesse ist der Betriebszustand der Anpassung auf der Quellen- und Last-
seite mit der Bedingung           

(12.92)U__1
I_1

= Z__q

(12.93)
mit U__1 = U__ae + U__ao und I_1 =

U__ae

Z__we
+

U__ao

Z__wo

Dabei wird der in der Praxis wichtige Fall mit reellen Wellenimpedanzen Zwe  und Zwo be-
trachtet. Mit der obigen Bedingung und mit (12.90) und (12.91) finden wir als Bedingung für
Anpassung:

(12.94)Z__q = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo

Dabei ist das Verhältnis:

(12.95)

U__ae

U__ao
=

1 +√⎯⎯
Z__we
Z__wo

1 +√⎯⎯Z__wo
Z__we

Reflexion am fernen Ende:

Die von der Quelle angeregten Teilwellen wandern mit den Ausbreitungskonstanten γ_e und γ_o
(Gleichungen (12.44) und (12.45))  die im allgemeinen unterschiedlich sind. Die Gleich- und
Gegentaktwellen werden mit γ_e ≠ γ_o unterschiedlich gedämpft und verzögert. Mit symmetri-
scher Belastung durch die Lastimpedanzen Z__L  gilt:

(12.96)U__’1 = U__’ae + U__’ao+ U__’be+ U__’bo = Z__’L I_’1

(12.97)U__’2 = U__’ae − U__’ao+ U__’be− U__’bo = Z__’L I_’2

(12.98)
I_’1 =

U__’ae − U__’be

Z__we
+

U__’ao− U__’bo

Z__wo

(12.99)
I_’2 =

U__’ae − U__’be

Z__we
−

U__’ao− U__’bo

Z__wo

Alle Ströme und Spannungen beziehen sich auf das Leitungsende z = l . Aus (12.96) und
(12.99) kann die Reflexionsmatrix ermittelt werden: 
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(12.100)U__’be = r_Lee U__’ae + r_Leo U__’ao

(12.101)U__’bo = r_Loe U__’ae + r_Loo U__’ao

(12.102)
r_Lee =

Z__L − Z__we
Z__L + Z__we

(12.103)
r_Loo =

Z__L − Z__wo
Z__L + Z__wo

(12.104)r_Leo = r_Loe =  0

Danach gilt also:
- Gleich- und Gegentaktwellen sind völlig entkoppelt: r_Leo = r_Loe =  0
- Die Reflexionsfaktoren r_Lee und r_Loo der Gleich- und Gegentaktwellen verhalten sich 
   wie die Reflexionsfaktoren auf ungekoppelten Leitungen ( Figur 12.20 )  

Gleichtakt: Gegentakt:   

(12.105)
r_Lee =

Z__L − Z__we

Z__L + Z__we
r_Loo =

Z__L − Z__wo

Z__L + Z__wo

Aus den  (12.102) bis (12.104) konnte das Ersatzschaltbild nach Figur 12.20  gewonnen
werden. In der Herleitung der Gleichnungen (12.90) und (12.91), die die Wellen U__ae und U__ao
in Funktion der anregenden Spannung U__q bestimmen, wurde die Voraussetzung gemacht, dass
keine nach links laufenden Wellen U__be  und U__bo existieren. Das Reflexionsverhalten der sym-
metrischen Quellenimpedanzen ist das gleiche wie auf der Lastseite und das Ersatzschaltbild
nach Figur 12.20 mit dem Gleichungspaar (12.105) kann auch auf der Quellenseite angewandt
werden. Das ganze symmetrische Dreileitersystem kann daher mit der Ersatzschaltung nach
Figur 12.21 mit je einer Ersatzschaltung für die Gleich- und die Gegentaktwelle dargestellt
werden.

r_Lee r_LooZ__L Z__LZ__we Z__wo

Figur 12.20 Reflexionsfaktoren  r_Lee und r_Loo der symmetrisch belasteten symmetrischen
Dreifachleitung.

U__q
2

Z__q

U__ae U__’ae U__ao U__’ao
U__be U__’be Z__L        U__bo U__’bo
Z__we, γ_e Z__wo, γ_o

Z__L

Z__q

U__q
2

Figur 12.21 Ersatzschaltung für symmeterische Dreileitersystem.
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Symmetrischer Abschluss mit  Z__L = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo

Bei einer Parallelübertragung von Signalen über Mehrfachleitungen wird man versuchen, die
Kopplung zwischen den Leitungen möglichst klein zu halten und gleichzeitig Anpassung an-
zustreben. Für die ideale TEM-Dreifachleitung mit γ_e = γ_o kann mit Z__q = Z__L = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo   eine
völlige Unterdrückung der Kopplung auf der Lastseite erreicht werden: U__2(z = l) = 0 .

Beweis:  

Mit γ_e = γ_o gilt nach (12.95):  

(12.106)

U__ae

U__ao z = l
=

U__ae

U__ao z = 0
=

1 +√⎯⎯
Z__we
Z__wo

1 +√⎯⎯Z__wo
Z__we

Nach (12.97), (12.100) und (12.101) gilt am Leitungsende

(12.107)U__2 = U__ae − U__ao + U__be − U__bo= U__ae( 1 + r_Lee) − U__ao( 1 + r_Loo)

Die Bedingung für U__2(z = l) = 0  lautet:

(12.108)

U__ae

U__ao z = l
= 1 + r_Loo

1 + r_Lee
=

1 +√⎯⎯
Z__we
Z__wo

1 +√⎯⎯Z__wo
Z__we

Diese Bedingung ist erfüllt für

(12.109)Z__L = Z__q = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo

Mit den Abschlussimpedanzen Z__L = Z__q = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo   besteht bei einer symmetrischen TEM-
Dreifachleitung eine ideale Entkopplung zum fernen Ende der gekoppelten Leitung ( Figur
12.22 ). Dagegen kann die Kopplung zum nahen Ende nicht für alle Frequenzen unterdrückt
werden.

endliche Kopplung zum Entkopplung zum
nahen Leitungsende fernen Leitungsende

U__q Z__we Z__wo γ_1 = γ_2Z__q

Z__q

Z__L

Z__L

Figur 12.22 Kopplungseigenschaften der symmetrischen TEM-Dreifachleitung.
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Zusammenfassung: symmetrische verlustfreie Dreifachleitung mit symmetrischen 
Abschlusswiderständen und unsymmetrischer Anregung 

Gleichtaktwelle (Even Mode)

Wellenausbreitungskonstante: Wellenimpedanz:

γ_e = jβe = j ω √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( L’1 + M’12) C’1 Zwe =√⎯⎯⎯⎯L’1 + M’12
C’1

Gegentaktwelle (Odd Mode)

Wellenausbreitungskonstante: Wellenimpedanz:

γ_o = jβo = jω√⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( L’1−M’12) (C’1+2C’12) Zwo =√⎯⎯⎯⎯L’1 − M’12
C’1+2C’12

Von der Quelle angeregte Wellen:

Gleichtakt Gegentakt

U__ae =
U__q

2 1 + Z__q ⁄ Z__we
U__ao =

U__q
2 1 + Z__q ⁄ Z__wo

Auf der Lastseite reflektierte Wellen:

U__be = r_Lee U__ae U__bo = r_Loo U__ao

mit r_Lee =
Z__L − Z__we

Z__L + Z__we
r_Loo =

Z__L − Z__wo

Z__L + Z__wo

U__ae( z=l ) = U__ae( z=0 ) e− j βel U__ao( z=l ) = U__ao( z=0 ) e− j βol

U__1(0) U__2(0)

C’12dz

C’1 dz C’1 dz L’1 dz

L’1 dz

M’12dz

U__q Z__q

Z__q

Z__L

Z__L

z = 0 z = l

Verlustfreie Leitung

U__1(l) U__2(l)

Figur 12.23 Symmetrische verlustfreie Dreifachleitung mit symmetrischen Abschluss-
widerständen und unsymmetrischer Anregung.
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Zusammenfassung: Angepasste symmetrische verlustfreie TEM-Dreifachleitung

Querhomogene Leitung:  βe = βo = β

Anpassungsbedingung: Z__L = Z__q = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯Z__we Z__wo

• Kopplungsfrei zum fernen Ende

• Kopplung zum nahen Ende (Resultat ohne Herleitung):

(12.110)U__2
U__1

= j k tan βl

√⎯⎯⎯⎯⎯1 − k2 + j tan βl

(12.111)
Kopplungsfaktor: k =

C’12
C’12+ C’1

=
M’12
L’1

12. 3.4 Ein Fall aus der Praxis der Elektronik: Kopplung in einer kurzen symmetrischen
TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung

Bei diesem in der Praxis wichtigen Fall werden folgende Vereinfachungen gemacht:

1. Mit einer elektrisch kurzen Leitung kann ein Ersatzschaltbild mit wenigen konzentrierten
Elementen verwendet werden.

2. Mit einer schwachen Kopplung kann eine unilaterale Kopplung von der gespeisten Leitung
in die passive Leitung angenommen werden, d.h. statt einer induktiven Kopplung wird eine
stromgesteuerte Spannungsquelle und statt einer kapazitiven Kopplung wird eine spannungsge-
steuerte Stromquelle eingesetzt. 

Die Vereinfachungen des Ersatzschaltbildes sind in Figur 12.25 dargestellt. 

endliche Kopplung zum Entkopplung zum
nahen Leitungsende fernen Leitungsende

U__q Z__we Z__woZ__q

Z__q

Z__L

Z__L

Figur 12.24 Angepasste symmetrische verlustfreie TEM-Dreifachleitung.
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Für die umgewandelte Ersatzschaltung in Figur 12.25d gilt:

(12.112)
U__2(0) =

jω I_1(0)M’12 l
2 +

jω U__1(0)C’12 l
2 Z__w

(12.113)U__1(0) = Z__w I_1(0) = U__q ⁄ 2

Z__w

Z__w

Z__wU__q

Z__w

C’12l

C’1l C’1l
L’1l

L’1l

Z__w

Z__w

Z__w
M’12l

Z__w, l ⁄ 2

U__q

Z__w

U__1(0)
C’1l

2

U__1(0) U__2(0)

jω I_1(0)M’12l

jω U__1(0)C’12l
C’1l

2

Z__w, l ⁄ 2

U__2(l) U__1(l)

Z__w

Z__w

Z__w
U__q

Z__w

Z__w

Z__w

Z__w
U__q

Z__w

I_1(0)

I_1(0)

jω I_1(0)M’12l

jω U__1(0)C’12l

a)

b)

c)

d)

Figur 12.25 a) Kurze symmetrische TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung, 
b) Ersatzschaltung für kleine Leitungslänge l, 
c) Ersatzschaltung für schwache Kopplung: k << 1, 
d) Umwandlung der ungekoppelten Elemente in Leitungselemente.
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(12.114)
U__2(0) =

jω I_1(0)l
2 M’12 + C’12 Z__w

2

Bei der TEM-Mehrfachleitung ist der Kopplungfaktor k für schwache Kopplung

(12.115)
k =

M’12
L’1

= C’12
C’12 + C’1

≈
C’12
C’1

Aus (12.114) und (12.115)  folgt

(12.116)
U__2(0) =

jω I_1(0)L’1l
2

M’12
L’1

+
C’12
C’1

=  jω U__q
M’12 l
2Z__w

(12.117)
U__2(l) =

jω U__qL’1l
4Z__w

−
M’12
L’1

+
C’12
C’1

=  0

Dieses Resultat stimmt, wie zu erwarten ist, mit der Beziehung (12.110) für l ⁄ λ << 1 und
C’12 ⁄C’1 << 1 überein.

Wir vergleichen das Resultat (12.116) und (12.117) mit der exakten Simulation einer gekop-
pelten Leitung, wobei wir die vereinfachenden Annahmen l ⁄ λ << 1 und C’12 ⁄C’1 << 1  etwas
strapazieren:

Beispiel: 
Kurze symmetrische verlustfreie gekoppelte TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung
nach Figur 12.26      

Kopplungsfaktor  k = 0.17 elektrische Länge  l = 70cm 
Wellenimpedanz Zw = 50 Ω Signalform  Uq(t):  cos2-Impuls  

Im Zeitbereich wird (12.116) zu

(12.118)
u2(t,0) =

d i1(t,0)
d t

L’1l
2

M’12
L’1

+
C’12
C’1

=
d uq(t)

d t
M’12 l
2Zw

Figur 12.27 zeigt die Resultate der exakten Simulation für die Spannung U1(t,0) und U2(t,0)
am Leitungseingang und U1(t,l) am Leitungsausgang. In Figur 12.27 ist noch ein Vergleich
von U2(t,0)  gemäss der Approximation (12.118) und der exakten Simulation dargestellt.
Obwohl die Bedingungen für die Gültigkeit der Approximation bezüglich der Kopplungskon-
stante k1 und der Leitungslänge l nur schlecht eingehalten werden, ergibt (12.118) immer noch
eine brauchbare Abschätzung.

Zw

Zw

ZwUq

ZwUq Zwe Zwo βe = βo

t

Figur 12.26 Impuls als Anregung für die gekoppelte Dreifachleitung
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Filter

13. Einführung zur Filtersynthese   

Unter einem elektrischen Filter verstehen wir ein lineares Zweitor, das ein Signal im Zeit- und
Frequenzbereich gezielt verändert. Elektrische Filter sind in allen Bereichen der Kommunika-
tionstechnik und Elektronik zu finden. Auch bei nichtelektrischen Filtern, wie Filter von
akustischen Wellen in Gasen und Festkörpern oder Festkörperoberflächen, werden die gleichen
Entwurfsmethoden eingesetzt wie bei elektrischen Filtern.
Figur 13.1 zeigt Beispiele des Einsatzes von elektrischen Filtern als Element für die Selektion
eines bestimmten Frequenzbandes, als Element zur Unterdrückung von hochfrequentem Rau-
schen und als Element zur Differentiation eines Signals im Zeitbereich.     

Die ersten Ansätze für den Entwurf von Filtern, die Filtersynthese, sind schon in der frühen
Geschichte der Elektrotechnik zu finden: um 1915 haben unabhängig voneinander G.A. Camp-
bell in USA und K.W.Wagner in Deutschland das Wellenfilter vorgeschlagen. Die Filtertheorie
war in den vergangenen achtzig Jahren immer in Entwicklung und kann auch heute nicht als
abgeschlossen betrachtet werden. Der Grund für das anhaltende Interesse ist, dass sich die
Filtertechnik laufend an technologische Entwicklungen anpasst. 

u(f)

f

u(f)

f

u(t)

t

u(t)

t

u(t)

t

u(t)

t

Bandpass

Tiefpass

Hochpass

Eingang Filtertyp             Ausgang

a)

b)

c)

Figur 13.1 Einsatz von elektrischen Filtern:   a) Bandpass für die Selektion eines 
Frequenzbandes,    b) Tiefpass zur Unterdrückung von hochfrequenten
Störsignalen, c) Hochpass zur Differentiation eines Signals im Zeitbereich.
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Beispiele dieses Vorgangs sind:

Technologie zugehörige Filtertechnik Grundelemente

diskrete R, L und C klassische Filter R, L und C

Operationsverstärker aktive Filter Verstärker, R und C

Signalprozessoren digitale Filter Verzögerung, Rechenwerk

CMOS-Technologie SC (Switched Capacitor) Filter Schalter, analoge Addition, C

Akustische Oberflächenwellen SAW (Surface Acoustic
Wave) -Filter

Leitungselemente, analoge
Addition

Filter werden meist im Frequenzbereich spezifiziert. Die einfachsten Grundtypen von Filtern
sind in Figur 13.2 dargestellt.                                

Die Bauelemente der klassischen elektrischen Filter sind: Widerstände R, Kapazitäten C,
Induktivitäten L und eventuell Gegeninduktivitäten M. Mit den oben erwähnten verschiedenen
Filtertechnologien werden einzelne dieser Grundelemente durch andere, in der speziellen
Technologie kostengünstig herstellbare Elemente ersetzt. In unserer Einführung in die klassi-
sche Filtertechnik behandeln wir die bekannten Filtertypen nach

• Butterworth      

• Tschebyscheff        

• Bessel           

Als Filtertechnologie steht die klassische Realisierung mit diskreten Widerstände, Kapazitäten
und Induktivitäten im Vordergrund, die auch als Basis für alle andern Filtertechnologien
verstanden wird. In einem letzten Abschnitt werden einfache aktive Filter mit Operationsver-
stärkern eingeführt. Unser Ziel, die Filtersynthese und -realisierung, ist in Figur 13.3 darge-
stellt: ausgehend von einer gegebenen Filterspezifikation soll ein aus den Elementen R, L und
C aufgebautes Filter entworfen werden, dessen Übertragungsfunktion die Spezifikation befrie-
digt.

| T__ | 

f

∠ T__

| T__ | 

f

| T__ | 

f

| T__ | 

f

| T__ | 

f

f

Tiefpass (TP)

Bandpass (BP)

Hochpass (HP)

Bandsperre (BS)

Allpass (AP)

Figur 13.2 Übertragungsfunkionen T__ von Filtergrundtypen
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Unser Vorgehen ist folgendes:        

1. Zusammenstellung der für unsere Zwecke wichtigen Gesetze der linearen Netzwerktheorie.

2. Diskussion der Eigenschaften der Übertragungsfunktion linearer Netzwerke.

3. Approximation von spezifizierten durch realisierbare Tiefpass-Übertragungsfunktionen. 
Einführung der normierten Tiefpässe nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel.

4. Rückführen von Hochpässen, Bandpässen und Bandsperren durch geeignete Transformatio-
nen auf normierte Tiefpässe.

5. Betrachtung des Impulsverhaltens.

6. Realisierung als RLC- Filter und als aktive Filter.

13.1 Die wichtigsten Resultate der Theorie linearer Netzwerke mit diskreten Elementen

13. 1.1 Die Übertragungsfunktion (UTF)          

Wird ein allgemeines lineares Netzwerk mit einer endlichen Anzahl diskreter Elemente als
Zweitor nach Figur 13.4 betrieben, dann gilt für die Übertragungsfunktion  UTF ( Transfer-
funktion  T__ ( s_ ))             

(13.1)
T__ ( s_ ) =

U__2( s_ )
U__q( s_ ) =

P__m( s_ )
Q__n( s_ )

a) b)
A

[dB]

f
[Hz]

A
[dB]

f
[Hz]

Figur 13.3 Ziel der Filtersynthese: ausgehend von einer Filterspezifikation 
a) (Filterdämpfung in Funktion der Frequenz) soll ein mit einem passiven
Netzwerk realisierbarer Frequenzgang b) synthetisiert werden.

U__q U__2

Figur 13.4 Allgemeines lineares Netzwerk, als Zweitor betrieben.
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R

R

L1

R1

C1

CU__1 U__2

jω

σ
σ1

p_1

Pole  Nullstellen

CU__1 U__2

jω
p_1

p_2

L

σ
σp

ωp1

ωp2

R

CU__1 U__2

jω
p_1

p_2

L
σ

σp

z_1

σz

ωp1

ωp2

U__1 U__2

jωp_1

p_2

σ
σp

z_1

R2C2 z_2

σz

ωp1

ωp2

ωz1

ωz2

Tiefpass 1. Ordnung

T__ ( s_ ) =

1
R C

s_ + 1
R C

= K
s_ − σ1

p_1 = σ1 = −
1

R C

Tiefpass 2. Ordnung

Bandpass 2. Ordnung

allgemeine UTF 2. Ordnung

T__ ( s_ ) =
C1

C1+C2
⋅

s_2 +
s_

R1C1
+ 1

L1C1

s_2 +
s_ (R1+R2)

R1R2(C1+C2)
+ 1

L1(C1+C2)

= K ⋅
s_2 − 2σz s_ + ωz

2

s_2 − 2σp s_ + ωp
2

T__ ( s_ ) =

s_
R C

s_2 +
s_

RC + 1
L C

=
K ωp s_

s_2 − 2σp s_ + ωp
2 p_1,2 = σp ± j√⎯⎯⎯⎯⎯⎯ωp

2 − σp
2 z_1 = 0

T__ ( s_ ) =

1
L C

s_2 + R
L s_ + 1

L C

=
K ωp

2

s_2 − 2σp s_ + ωp
2 p_1,2 = σp ± j√⎯⎯⎯⎯⎯⎯ωp

2 − σp
2

σp = −
R
2L ωp

2 = 1
LC

p_1,2 = σp ± j√⎯⎯⎯⎯⎯⎯ωp
2 − σp

2 z_1,2 = σz ± j√⎯⎯⎯⎯⎯⎯ωz
2 − σz

2

Figur 13.5 Beispiele von Pol-Nullstellendiagrammen.
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13. 1.2 Der Frequenzgang der Übertragungsfunktion 

Der Frequenzgang der Übertragungsfunktion ist

(13.5)
T__ ( s_ )

s_=jω

= T__ ( jω ) = T__ ( jω )  e jϕ(ω)

T__ ( jω ) : Amplitudengang

ϕ (ω) = ∠ T__ ( jω ): Phasengang

Die Übertragungsfunktion in logarithmischer Darstellung zur Basis e:

(13.6)G__ ( jω ) = ln T__ ( jω ) =  ln T__ ( jω ) + j∠T__ ( jω ) = Γ(ω) + jϕ(ω)

mit G__ ( jω ): logarithmische Übertragungsfunktion        

Γ(ω): logarithmischer Amplitudengang, in Neper Np          

ϕ(ω): Phasengang, in Radian rad        

Darstellung in Dezibel (dB) und Grad:

(13.7)G__dB ( jω ) = 20 log T__ ( jω ) + j180°
π ∠T__ ( jω ) = ΓdB(ω) + jϕGrad(ω)

Umrechnung:

 1 Np = 20
ln10 = 8.686 dB;   1 rad = 180°

π = 57.296°

Im Bodediagramm werden Γ(ω)  und ϕ(ω)  in Funktion von log ω dargestellt.     

Für die Betrachtung von Signalen im Zeitbereich ist die Gruppenlaufzeit τg, die in Abschnitt
11.4.1 eingeführt wurde, von Bedeutung:       

(13.8)τg = − dϕ
dω

Der Frequenzgang wird in sehr einfacher und durchschaubarer Weise von den Polen und Null-
stellen der Übertragungsfunktion UTF bestimmt.
Die UTF in Funktion der Nullstellen z_ i und Pole p_i :

(13.9)
T__ ( s_ ) = K

( s_ − z_ 1 ) ( s_ − z_ 2 ) … ( s_ − z_m )
( s_ − p_1 ) ( s_ − p_2 ) … ( s_ − p_n )

Die Nullstellen  z_ i und Pole p_i sind reel oder paarweise konjugiert-komplex. Der Frequenz-
gang von T__ ( s_ ) = T__ ( jω ) ist:

(13.10)
T__ ( jω ) = K

( jω − z_ 1 ) ( jω − z_ 2 ) … ( jω − z_m )
( jω − p_1 ) ( jω − p_2 ) … ( jω − p_n )

= T__ ( jω ) e jϕ(ω)

Der Amplitudengang T__ ( jω )  ist bis auf den Faktor K aus den Abständen der Pole und
Nullstellen vom Frequenzpunkt jω auf der vertikalen Achse bestimmbar, wie in Figur 13.6
dargestellt.   
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(13.11)

T__ ( jω ) = K

∏
i=1

m

Azi

∏
i=1

n

Api

Der Phasengang ϕ(ω)  setzt sich zusammen aus den Phasen Θzi und Θpi der Differenzen
( jω − z_i ) und ( jω − p_i ).

Θzi nimmt mit der Frequenz
  - für Nullstellen in der linken Halbebene monoton zu;
  - für Nullstellen in der rechten Halbebene monoton ab. 

Θpi nimmt für zunehmende Frequenz ω  monoton zu. 

Der Phasengang ϕ(ω)  ist

(13.12)
ϕ(ω) =

i=1

m

Θzi −
i=1

n

Θpi

Bei allgemeinen RLC-Zweitoren, die in der Übertragungsfunktion als Nennerpolynom nach
Abschnitt 13.1.1 ein Hurwitzpolynom aufweisen, gilt für den Phasengang ϕ(ω) beim Durch-
laufen der Frequenz von ω = −∞…+∞ :
  - Pole in der linken Halbebene bewirken eine Phasendrehung ϕ(ω) von − π pro Pol.
  - Nullstellen in der linken Halbebene bewirken eine Phasendrehung von + π pro Nullstelle. 
Wenn nur Nullstellen in der linken Halbebene auftreten, dann ist die totale Phasendrehung
ϕ( ω = −∞…+∞ )  für eine bestimmte Anzahl von m Nullstellen und n Pole (  m ≤ n ) minimal.
Ein solches Netzwerk nennen wir ein Minimalphasenzweitor.      

Das Minimalphasenzweitor hat alle Nullstellen in der linken Halbebene.
Das Zählerpolynom P__m( s_ )  ist, wie das Nennerpolynom Q__n( s_ ), ein Hurwitzpolynom.

Azi e jΘzi

jω
p_i

σ

z_i

Api e jΘpi

σpi σzi

Figur 13.6 Bestimmung des Amplitudengangs und des Phasengangs von T__ ( jω )  aus
den Abständen der Nullstellen z_i  ( bzw. Pole p_i ) von Ort s_ = jω.
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Figur 13.7 zeigt als Beispiel den Vergleich des Frequenzgangs einer minimalphasigen und
einer nichtminimalphasigen Übertragungsfunktion mit identischem Amplitudengang der Über-
tragungsfunktionen    

T__ ( S_ ) = 3
( S_ + (2 + j) ) ( S_ + (2 − j) )

( S_ + 3 ) ( S_ + 1 + j2 ) ( S_ + 1 − j2 ) (minimalphasig)

T__ ( S_ ) = 3
( S_ − (2 + j) ) ( S_ − (2 − j) )

( S_ + 3 ) ( S_ + 1 + j2 ) ( S_ + 1 − j2 ) (nichtminimalphasig)

T__ ( jΩ )
    [ dB]

ϕ (Ω)
 [rad]

fu(t’)

t’

Ω

Ω

ϕ (Ω)
 [rad]

Ω

c)

t’

T__ ( jΩ )
    [ dB]

a)

fu(t’)

b)

Ω

Minimalphasennetzwerk Nichtminimalphasennetzwerk

Figur 13.7 Vergleich des Frequenzgangs einer minimalphasigen und einer nichtminimal-
phasigen Übertragungsfunktion. Bei identischem Amplitudengang a) unter-
scheiden sich die Phasengänge b) und damit auch die Schrittantworten c).
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Die normierte Laplacevariable S_ und die normierte Frequenz Ω  werden wie folgt definiert:

S_ =
s_
ωr

Ω = ω
ωr

Dabei ist ωr eine frei wählbare Normierungskreisfrequenz.

Für Minimalphasenzweitore gilt das Theorem von Bode, das einen Zusammenhang zwischen
Phase und Amplitude der Übertragungsfunktion T__ ( jω )  herstellt:

(13.13)
ϕ(ω) = 2ω

π
0

∞ ln T__ ( jω’ ) − ln T__ ( jω )

ω’2 − ω2   dω’

Allpässe, d.h. Zweitore mit dem Amplitudengang T__ ( jω ) = 1, haben folgende Übertragungs-
funktion

(13.14)
T__ ( s_ ) =

Q__( −s_ )
Q__( s_ )

mit Q__( s_ ): Hurwitzpolynom
In Figur 13.8 sind die Nullstellen-Pol-Diagramme und die Schaltungen von zwei einfachen
Allpässen dargestellt.  

Pole  NullstellenAllpass 1. Ordnung

T__ ( s_ ) =
− s_ + 1

R C

s_ + 1
R C

=
− s_ − σ1
s_ − σ1

Allpass 2. Ordnung

T__ ( s_ ) =
s_2 − R

L s_ + 1
L C

s_2 + R
L s_ + 1

L C

=
s_2 + 2σp s_ + ωp

2

s_2 − 2σp s_ + ωp
2

R

C

U__1

U__2

jω

p_1
σ

σp

z_1

σz
R

C

R

C

U__1

U__2

jω
p_1

σσp

z_1

σz
R

C

L
p_2 z_2

L

Figur 13.8 Nullstellen-Pol-Diagramme und Schaltungen von zwei einfachen Allpässen.
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13. 1.2 Die Betriebsübertragungsfunktion

In Abschnitt 13.1.1 wurde die Übertragungsfunktion als Spannungsübertragungsfunktion einer
idealen Spannungsquelle am Netzwerkeingang zu einem leerlaufenden, d.h. unbelasteten Aus-
gang definiert. Soll das Netzwerk eine Filterfunktion ausüben, dann ist diese in Figur 13.4
dargestellte Betriebsart höchst unzweckmässig, da die ideale Quelle mit Quellenwiderstand
nicht realisierbar ist und keine Leistung auf den Ausgang übertragen werden kann. Wesentlich
realistischer ist der Betrieb mit Quellen und Lasten mit endlichen, möglichst reellen Impedan-
zen, wie er in Figur 13.9 dargestellt ist.  

Die Frage stellt sich, wie für diese Beschaltung die Übertragungsfunktion zweckmässig defi-
niert werden soll. Um eine für den Einsatz von Filtern geeignete Definititon der Übertragungs-
funktion zu finden, gehen wir von der Wirkleistungsübertragung aus, die wie folgt definiert
ist:

(13.15)P2
Pa1

= Leistung in der Last RL
verfügbare Quellenleistung

P2,  Leistung in der Last RL :

(13.16)
P2 =

| U__2 |2

RL

Die verfügbare Quellenleistung Pa1 ist definiert als die Leistung, die die Quelle mit dem In-
nenwiderstand Rq  leistungsangepasst an eine Last Rq abgibt:    

(13.17)
Pa1 =

| U__q |2

4 Rq

Die Wirkleistungsübertragung ist nach (13.15), (13.16) und (13.17)

(13.18)P2
Pa1

=
U__2
U__q

2
4 Rq
RL

= k
U__2

U__q

2

mit k = 4 Rq
RL

Die Betriebsübertragungsfunktion T__B ( S_ ) und die Betriebsdämpfungsfunktion H__B ( S_ )
werden wie folgt definiert:           

(13.19)
T__B ( S_ ) = √⎯⎯k

U__2

U__q

U__q

Rq

RLU__2U__1 Z__1

Figur 13.9 Betrieb eines Zweitors (z.B. Filters) mit Quellen- und Lastwiderständen Rq
und RL
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(13.20)
H__B ( S_ ) = 1

T__B ( S_ ) = 1
√⎯⎯k

⋅
U__q

U__2

Die Betriebsübertragungsfunktion T__B ( S_ ) und die Spannungsübertragungsfunktion 
T__ ( S_ ) unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor √⎯⎯k  :

(13.21)
T__B ( S_ ) = 1

H__B ( S_ ) =  2 √⎯⎯Rq
RL

⋅
U__2
U__q

= √⎯⎯k ⋅ T__ ( S_ )

mit k =
4 Rq
RL

In der Praxis gilt häufig: Rq = RL
Diese Annahme wird auch in der folgenden Theorie der Filtersynthese getroffen. T__B ( S_ ) ent-
spricht dann dem Verhältnis der Spannungsübertragungen mit und ohne eingefügtes Zweitor,
wie es Figur 13.10 illustriert.     

Die Betriebsübertragungsfunktion ist dann

(13.22)
T__B ( S_ ) =  2

U__2
U__q

Das Betriebsdämpfungsmass Γ__B ist allgemein definiert als          

(13.23)e Γ__B =  e AB + jBB = H__B ( S_ )

(13.24)
AB ( S_ ) = ln 1

√⎯⎯k
⋅

U__q

U__2

(13.25)BB ( S_ ) = ∠U__q − ∠U__2 = ϕq − ϕ2

RL = Rq U__q
U__q
2

Rq

U__2U__q

Rq

U__1

ohne Zweitor:      mit Zweitor

RL = Rq

Figur 13.10 Die Betriebsübertragungsfunktion  T__B ( s_ )  für Rq = RL  entspricht dem 
Verhältnis der Spannungsübertragungen mit und ohne eingefügtem Zweitor
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14. Die Filtersynthese im Frequenzbereich: normierte Tiefpässe   

Die Aufgabe der Filtersynthese ist es, zu einem spezifizierten Amplitudengang  eine geeignete
Übertragungsfunktion und ein zugehöriges Netzwerk zu finden. Für ein Filter mit diskreten
Elementen R, L und C sind dabei zwei Teilprobleme zu lösen:

1. Der spezifizierte Amplitudengang ist mit einer geeigneten gebrochen-rationalen Funktion, 
die die Eigenschaften der Übertragungsfunktion eines RLC-Netzwerkes aufweist, zu 
approximieren.

2. Die gewählte Übertragungsfunktion ist mit einer Zweitorschaltung zu realisieren (Synthese).

Die Spezifikation der Übertragungseigenschaften erfolgt mit einem Toleranzschema für die
Dämpfungsfunktion. Figur 14.1 zeigt als Beispiel das Toleranzschema für die Spezifikation
eines Tiefpasses.       

Dabei sind A( f ): Dämpfungsfunktion          
Amax: maximale Durchlassdämpfung           
Amin: minimale Sperrdämpfung          
fD : Durchlassgrenzfrequenz          
fS : Sperrgrenzfrequenz        

Es wird später gezeigt, dass die anderen Filtertypen ( Hochpass HP Bandpass BP und Band-
sperre BS ) über eine Frequenztransformation in einen Tiefpass transformiert werden können.
Um, im Moment nur für den Tiefpass, zu einer möglichst allgemeinen Beschreibung der
Dämpfungsfunktion zu kommen, wird eine Frequenznormierung vorgenommen. Die Skalie-
rung einer Dämpfungsfunktion im Frequenzbereich ist in Figur 14.2 dargestellt:    

A( f )
[dB]

Amax Amin

fD    fS

Stempel

f

Durchlassbereich Sperrbereich

Matrize

Figur 14.1 Filterspezifikation: Toleranzschema der Dämpfungsfunktion A( f ).

A
[dB ] L ⁄ 100

C ⁄ 100

f
[Hz]

A
[dB ] 

f
[kHz]

Figur 14.2 Skalierung der Elementwerte L und C führt zu einer Umskalierung der 
Frequenzachse.
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Die Übertragungsfunktion nach der Butterworth-Approximation nimmt mit zunehmender 
Frequenz Ω  monoton ab. Für jeden Filtergrad n ist:

• | T__ | = 1  für Ω = 0 

• | T__ | = 1
√⎯⎯2

  (3 dB Abfall)  für Ω = 1

• d T__ (Ω2)
d Ω2 =  0  für  Ω = 0

Die Butterworth-Approximation zeigt einen maximal flachen Amplitudengang (keine Wellig-
keit). In Figur 14.3 ist T__ ( jΩ )  für die Filtergrade  n = 1 … 6 dargestellt.   

Für hohe Frequenzen Ω >> 1 ist T__ ( jΩ ) ≈ 1
Ωn , d.h. T__ ( jΩ )   fällt mit einem Abfall von 

n ⋅ 20dB ⁄Dekade ≈ n ⋅ 6dB ⁄Oktave

Mit der Betragsfunktion T__ ( jΩ )  nach (14.4) haben wir wohl eine für einen Tiefpass geeig-
nete Funktion gefunden; die komplexe Übertragungsfunktion T__ ( jΩ ) ist damit aber noch nicht
definiert. Im nächsten Schritt wird diese bestimmt:
Nach (14.1)  und (14.4)  mit Ω2 = −S_2 gilt 

(14.5)T__ ( jΩ ) 2 = 1
1 + (−S_2)n

= 1
Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ )

(14.6)oder Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ ) = 1 + (−S_2)n

Nach Abschnitt 13.1.1 muss Q__ ( S_ ) ein Hurwitzpolynom sein.

Herleitung für n = 1 : Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ ) = 1 − S_2 = (1 − S_) (1 + S_)

daraus Q__ ( S_ ) =  1 + S_       (Hurwitzpolynom)

  | T__ |
[dB ] 

Ω

n = 1

 2

 3
 4

 5

 6

Figur 14.3 Tiefpass-Approximation nach Butterworth für die Filtergrade n = 1 … 6 .
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Herleitung für n = 2 : Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ ) = 1 + S_4

Ansatz: Q__ ( S_ ) = S_2 + A1S_ + Ao

daraus Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ ) = S_4 + (2Ao − A1
2) S_2 + Ao

2

Der Koeffizientenvergleich liefert: Ao =  1, A1 = √⎯⎯2

Q__ ( S_ ) = S_2 + √⎯⎯2 S_ + 1 ist wiederum ein  Hurwitzpolynom.

14. 1.1 Bestimmung der Pollage von T__ ( S__ ) der Butterworth-Approximation:

Wird für S_ ein Pol P__i eingesetzt, dann gilt:

(14.7)
Q__ ( S_ ) Q__ (−S___ )

S_ = P__i

=  1 + (−S_2)n

S_ = P__i

=  0

(14.8) oder (−1)n P__i
2n = − 1

Die Beträge von P__i sind:  | P__i | = 1  und die Pole liegen somit auf dem Einheitskreis.

Die Phase von P__i lässt sich wie folgt aus (14.8) bestimmen:

P__i
2n = (− 1)n−1 = e j (2i+n−1)π für i =  1 … 2n

daraus

(14.9)
P__i =  e j ( 2i+n−1

2n π) für i =  1 … 2n

Alle Pole von T__ ( jΩ ) 2 der Butterworth-Approximation liegen symmetrisch 
zur jΩ -Achse auf dem Einheitskreis mit Zwischenwinkeln von π ⁄ n.

Figur 14.4 zeigt die Pollagen der Butterworth-Approximation für die Ordnungen n = 2, 3 und
4. Das Nennerpolynom Q__ ( S_ ), ein Hurwitz-Polynom, hat nur Pole in der linken Halbebene.
Diese Pole sind nach Real- und Imaginärteil: P__i = σi’ + jΩi

(14.10)σi’ = cos 2i+n−1
2n π für i =  1, 2 … n

(14.11)Ωi =  sin 2i+n−1
2n π für i =  1, 2 … n
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Die Koeffizienten und die Faktorzerlegung des Polynoms Q__ ( S_ )  sind im Anhang A tabelliert:

Koeffizienten Faktorzerlegung

n = 1 Q__ ( S_ ) =  1 + S_ =  1 + S_

n = 2 Q__ ( S_ ) = 1 + 1.414 S_ + S_2 = 1 + 1.414 S_ + S_2

n = 3 Q__ ( S_ ) = 1 + 2 S_ + 2 S_2 + S_3 = (1 + S_) (1 + S_ + S_2)

n = 4 Q__ ( S_ ) = 1 + 2.61 S_ + 3.41 S_2 + 2.61 S_3 + S_4 = (1 + 0.765 S_ + S_2) (1 + S_ + 1.848 S_2)

Mit der Übertragungsfunktion (14.4):  T__ ( jΩ ) = 1

√⎯⎯⎯⎯⎯⎯1 + Ω2n
    ist das Zählerpolynom

P__ ( S_ ) =  1  und  T__ ( jΩ ) hat keine Nullstelle für endliche Frequenzen. 

Filter mit P__ ( S_ ) = konst.  werden Allpolfilter genannt.

14. 1.2 Bestimmung des Filtergrades n der Butterworth-Approximation

Bei einem vorgegebenen Toleranzschema der Tiefpassdämpfung nach Figur 14.5 soll mit dem
Dämpfungsverlauf A(Ω)  nach Butterworth der Filtergrad n bestimmt werden.         

(14.12)A ( Ω ) =  20 log 1
T__ ( jΩ ) =  10 log (1 + Ω2n)

Bei den Eckfrequenzen ΩD und ΩS lauten die Bedingungen:

A ( ΩD ) = 10 log (1 + ΩD
2n) = Amax

A ( ΩS ) = 10 log (1 + ΩS
2n) = Amin

n = 2
jΩ

Q__ ( S_ ) Q__ ( −S_ ) Q__ ( S_ ) Q__ ( −S_ ) Q__ ( S_ ) Q__ ( −S_ )

n = 3
jΩ

n = 4
jΩ

Figur 14.4 Pollagen der Butterworthapproximation für die Ordnungen n = 2, 3, 4.
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Nach ΩD und ΩS aufgelöst:    

ΩD
2n =  100.1Amax − 1  ΩS

2n =  100.1Amin − 1

Die Division der beiden obigen Gleichungen liefert:  
ΩS
ΩD

2n
=  100.1Amin − 1 

 100.1Amax − 1 

Nach n aufgelöst finden wir den            

(14.13)

 Filtergrad n des Butterworth-Filters: n ≥

 log  100.1Amin − 1
 100.1Amax − 1 

2 log 
ΩS
ΩD

mit Amax und Amin in dB

Für eine Filterrealisierung muss der nach (14.13) bestimmte Filtergrad n auf den nächsten
ganzzahligen Wert aufgerundet werden. 

Die Filtertabellen im Anhang A sind auf die 3dB-Grenzfrequenz f3dB normiert. Wenn der
Filtergrad nach (14.13) festgelegt ist, lässt sich f3dB, bei vorgegebener Grenzfrequenz des
Durchlassbereiches fD, wie folgt bestimmen:         

(14.14)
f3dB =

2n√⎯⎯⎯⎯⎯1
 100.1Amax − 1

fD

Beispiel:

Filterspezifikation: Amax = 0.1 dB Amin = 30 dB

fD = 2 kHz fS = 3 kHz

A(Ω)
[dB]

Amax Amin

Ω
ΩD ΩS

Durchlass-
bereicht DB

Sperrbereich SB

Ω = 1 =̂ ω3dB

Figur 14.5 Toleranzschema der Dämpfungscharakteristik eines Tiefpasses
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Bestimmung des Filtergrades mit (14.13): 

ΩS
ΩD

=  1.5 → n ≥

log  100.1 ⋅ 30 − 1 
 100.1 ⋅ 0.1 − 1

2 log 1.5 =  13.15

aufgerundet:    n = 14

Bestimmung der 3 dB-Grenzfrequenz mit (14.14) für n = 13.15 :

f3dB = fD
1

 100.01 − 1 

1 ⁄ (2 ⋅ 13.15)
=  1.1537 fD

Figur 14.6 zeigt die Dämpfungscharakteristik für den ungerundeten und den gerundeten Wert
von n, wobei f3dB mit dem ungerundeten Wert nach (14.14) bestimmt worden ist.      

Der Grund für die Verwendung des ungerundeten Wertes n = 13.15  für die Bestimmung der
3 dB-Grenzfrequenz f3dB ist folgender:
Ein (nicht realisierbares ) Filter mit einem nach (14.13) bestimmten, nicht gerundeten Filter-
grad würde die Filterspezifikation exakt erfüllen und würde, wenn f3dB nach (14.14) festgelegt
würde, bei fD und fS genau die Dämpfung Amax bzw. Amin  aufweisen. Wird nun der Filter-
grad auf einen ganzzahligen Wert aufgerundet, dann wird bei fD der Wert Amax  unterschritten
und bei fS der Wert Amin überschritten, sodass bei einer Filterrealisierung ein kleiner Fehler
der Dämpfungscharakteristik noch zulässig wäre. Würde dagegen die Frequenz f3dB mit dem
gerundeten Wert des Filtergrades n mit (14.13) festgelegt, dann wäre bei fD keine Toleranz,

  | A__ |
[dB ] 

f
[kHz]

  | A__ |
[dB ] 

n = 14    13.15

n = 13.15      14

Figur 14.6 Dämpfungscharakteristik für den ungerundeten (n=13.15) und den gerunde-
ten (n = 14) Wert von n.
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dagegen bei fS eine relativ grosse Toleranz der Dämpfung zulässig. Um bei beiden Eckfre-
quenzen für allfällige Herstellungstoleranzen etwas Spielraum zu haben, ist es also vorteilhaft,
die Frequenz f3dB mit dem ungerundeten Wert von n zu bestimmen. 

14.2 Die Tiefpassapproximation nach Tschebyscheff        

Die im vorhergehenden Abschnitt vorgestellte Tiefpass-Approximation nach Butterworth weist
im Durchlassbereich einen optimal flachen Dämpfungsverlauf auf. Als Alternative zu diesem
Verlauf könnte man sich einen Dämpfungsverlauf vorstellen, der das vorgegebene Toleranz-
band im Durchlassbereich besser ausnützt und mehrere Male den Wert Amax annimmt, wie
dies in Figur 14.7 dargestellt ist.   

Dieses Verhalten der Dämpfungscharakteristik zeigt die Tschebyscheff-Approximation 
(englisch Chebyshev: 1821 - 1894). Zur Herleitung der Übertragungfunktion starten wir mit
dem gleichen Allpolansatz wie für die Butterworth-Approximation nach (14.2):

(14.15)T__ ( jΩ ) 2 = 1
1 + K ( Ω2)

Für K ( Ω2)  wählen wir ein Polynom:

(14.16)K ( Ω2) = e2 Cn
2( Ω )

mit  e : Konstante, die ein Mass für die Welligkeit (Ripple) im Durchlassbereich darstellt,

Cn( Ω ) : Tschebyscheff - Polynom erster Art, der Ordnung n.

Die Tschebyscheff - Polynome erster Art  Cn( Ω )  für n = 0 … 4  sind:

Co( Ω ) =  1

C1( Ω ) = Ω

C2( Ω ) =  2 Ω2 − 1

C3( Ω ) =  4 Ω3 − 3 Ω

C4( Ω ) =  8 Ω4 − 8 Ω2 + 1 

A(Ω)
[dB]

ΩD ΩS
Ω

Amax
Amin

Durchlass-
bereicht DB

Sperrbereich SB

Tolteranzbeich voll ausgeschöpft

Figur 14.7 Optimale Ausnützung der Dämpfungstoleranz im Durchlassgebiet.
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Die Tschebyscheff - Polynome Cn( Ω )  sind mit der folgenden Rekursionsbeziehung definiert,
die ohne Herleitung gegeben wird:

(14.17)Cn( Ω ) =  2 Ω Cn−1( Ω ) − Cn−2( Ω )

Für | Ω | < 1 ist 

(14.18)Cn( Ω ) =  cos (n  arccos Ω )

Für | Ω | > 1 geht Cn( Ω ) über in 

(14.19)Cn( Ω ) = cosh (n  arcosh Ω )

Wie aus (14.18) und (14.19) hervorgeht, gilt

| Cn( Ω ) | ≤ 1 für | Ω | ≤ 1

| Cn( Ω ) | ≥ 1 für | Ω | ≥ 1

Die Tschebyscheff - Polynome erster Art  Cn( Ω )  für n = 0 … 4 sind  in Figur 14.8 darge-
stellt.        

Die Tschebyscheff - Polynome erster Art  Cn( Ω ) für | Ω | ≤ 1 sind auch unter dem Namen
Lissajous-Figuren bekannt. (Lissajous, 1822 - 1880).
Ausgehend von (14.18) können die  Tschebyscheff - Polynome hergeleitet werden, wie das
folgende Beispiel für n = 2  zeigt. 

Nach (14.18) ist C2( Ω ) =  cos (2  arccos ( Ω ) )
Mit dem Additionstheorem cos 2x = cos2x − sin2x =  2 cos2x − 1 ist

Cn( Ω )

Ω

n = 4  2
 3

 0

 1

Figur 14.8 Tschebyscheff - Polynome Co( Ω ) ... C4( Ω )
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C2( x ) =  2 cos2 ( arccos ( x ) ) − 1 =  2 x2 − 1

Mit dem Ansatz (14.16) wird die Welligkeit von ±1 der Tschebyscheff-Polynome für | Ω | ≤ 1

in eine Welligkeit der Übertragungsfunktion 1

√⎯⎯⎯⎯⎯1 + e2
≤  | T__ ( jΩ ) | ≤  1  transformiert.

T__ ( jΩ ) 2 = 1
1 + e2 Cn

2( Ω )

| T__ ( jΩ ) | weist im Durchlassbereich Extrema gleicher Höhe auf und wird daher auch als
Aequi-Rippel-Filter bezeichnet. Im Durchlassbereich ist 

Ω = 0: | T__ ( 0 ) | = 1

√⎯⎯⎯⎯⎯1 + e2
 für gerade n

| T__ ( 0 ) | =  1 für ungerade n

Ω = 1: | T__ ( 1 ) | = 1

√⎯⎯⎯⎯⎯1 + e2
 für alle n

(14.20)Ω = 0 … 1 Amax = −20 log | T__ ( 1 ) | e = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯100.1Amax − 1

Im Sperrbereich ist für

(14.21)Ω > > 1 T__ ( jΩ ) ≈ 1
e Cn( Ω ) ≈ 1

e 2n−1 Ωn

Der asymptotische Abfall von | T__ ( jΩ ) | ist n ⋅ 20 dB ⁄Dekade.
Figur 14.9 zeigt den Amplitudengang der normierten Tschebyscheff-Tiefpass-UTF der
Ordnungen n = 1 … 5, die hier auf die Durchlassgrenzfrequenz fD normiert sind.

  | T__ |
[dB ] 

Ω

n = 1

 2

 3

 4 5

Figur 14.9 Amplitudengang der normierten Tschebyscheff-Tiefpass-UTF der 
Ordnungen n = 1 … 5 
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Pole: P__1 = σ1’ + jΩ1 = −0.1085± j 0.1955 
P__2 = σ2’ + jΩ2 = −0.0920± j 0.5590 
P__3 = σ3’ + jΩ3 = −0.0615± j 0.8368 
P__4 = σ4’ + jΩ4 = −0.0215± j 0.9867 

Der Faktor Q__4  bestimmt die Filtergüte:

QF =
Ωpi

2σpi
,

max

= √⎯⎯⎯⎯⎯⎯σ4
,2 + Ω4

2

2σ4
, =

√⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯0.02152 + 0.98672

2 ⋅ 0.0215 =  22.95

Figur 14.11 zeigt die Pollagen, den Amplitudengang der quadratischen Faktoren 1 ⁄Q1 ... 1 ⁄Q4
sowie den Amplitudengang der gesamten Übertragungsfunktion.
Offensichtlich können die Polfrequenzen ziemlich genau und die Filtergüte näherungsweise
aus dem Amplitudengang der gesamten Übertragungsfunktion bestimmt werden. 

14. 2.2 Bestimmung des Filtergrades n der Tschebyscheff-Approximation

Bei gegebenem Toleranzschema (Figur 14.12 ) soll der niedrigst mögliche Filtergrad n eines
Tschebyscheff-Filters gefunden werden das den Anforderungen genügt.  

Die Dämpfungsfunktion des Tschebyscheff-Tiefpassfilters ist

(14.26)A(Ω) =  20 log 1
T__ ( jΩ ) =  10 log 1 + e2 Cn

2( Ω )

Bei der Frequenz Ω = ΩD =  1   ist

A(ΩD) = Amax =  10 log 1 + e2 Cn
2( 1 ) =  10 log 1 + e2

Für | Ω | > 1 gilt (14.19): Cn( Ω ) =  cosh (n arcosh Ω )

An der Stelle Ω = ΩS  ist

(14.27)A(ΩS) = Amin =  10 log 1 + e2 ( cosh (n  arcosh ΩS ) )2

A(Ω)
[dB]

ΩD ΩS
Ω

Amax
Amin

Durchlass-
bereich DB

Sperrbereich SB

Figur 14.12 Toleranzschema eines Tiefpasses: Bestimmung des Filtergrades.
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In der  normierten Darstellung kann T ’o = 1  gesetzt werden.  Mit einer  Approximation  von
(14.29) sollte es also möglich sein, ein dispersionsoptimiertes Filter zu realisieren:

T__ ( S_ ) = e− S_ = 1
e S_ ≈ 1

Q__ ( S_ )

e S_ sollte also mit einem Hurwitz-Polynom approximiert werden. Ein naheliegender Versuch
ist, diese Funktion mit abgebrochenen Taylor-Reihen zu nähern. Wenn diese tatsächlich Hur-
witz-Polynome sind, dann wäre das Problem gelöst. Tatsächlich sind die abgebrochenen
Taylor-Reihen nur für gewisse Längen Hurwitz-Polynome. Es gibt aber eine andere Klasse
von Approximationen, die immer Hurwitz-Polynome sind: die Bessel-Polynome Bn( S_ ).
Die Bessel-Polynome werden mit der folgenden Rekursionsbeziehung bestimmt:        

Bessel-Polynome: Bo( S_ ) =  1

B1( S_ ) = S_ + 1

(14.30)      Rekursionsformel: Bn( S_ ) = (2n − 1) Bn−1 + S_2Bn−2

Als Beispiel betrachten wir ein Besselpolynom 3. Ordnung:

B3( S_ ) = S_3 + 6 S_2 + 15 S_ + 15

Der zugehörige Phasengang ϕ ( Ω )   ist 

ϕ ( Ω ) = − arctan 15 Ω − Ω3

15 − 6 Ω2

und die Gruppenlaufzeit τ’g( Ω )

τ’g( Ω ) = − dϕ
dΩ = 6 Ω4 + 45 Ω2 + 225

Ω6 + 6 Ω4 + 45 Ω2 + 225 

Figur 14.13 zeigt den Frequenzgang τ’g( Ω ). Die 3dB-Grenzfrequenz Ω3dB  liegt dabei bei
Ω3dB = 1.78. Die Laufzeit variiert im Durchlassbereich 0 < Ω < Ω3dB  um nur 7%.

Ω

τ’g

Ω3dB=1.78

Figur 14.13 Normierte Gruppenlaufzeit τ’g  des Besselfilters 3. Ordnung.  
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Die nach (14.30) definierten Bessel-Polynome sind so normiert, dass die zugehörige Gruppen-
laufzeit τ’g( Ω ) = 1 ist bei Ω = 0. Soll zudem  T__ ( Ω = 0 ) = 1  sein, dann hat das Besselfilter
die folgende normierte Darstellung:            

T__ ( S_ ) = 15
S_3 + 6 S_2 + 15 S_ + 15 

Diese Übertragungsfunktion ist nun auf die Laufzeit τ’g   und nicht wie die in den vorherge-
henden Abschnitten behandelten Filter auf die 3 dB-Grenzfrequenz normiert. Um die Tiefpass-
charakteristik des Besselfilters mit den Butterworth- und Tschebyscheff-Approximationen ver-
gleichen zu können und das Besselfilter nach einer Filterspezifikation des Amplitudengangs
entwerfen zu können, sollte die Normierung auf die 3dB-Grenzfrequenz vorgenommen wer-
den:

A ( Ω = 1 ) = 3dB

Die nachstehende Tabelle zeigt die Koeffizienten der Übertragungsfunktion T__ ( S_ ) mit der
Normierung auf Ω3dB, die auch im Anhang C zu finden sind:

T__ ( S_ ) = K
S_n + An−1S_n−1 +…A1S_ + Ao

n Ao = K A1 A2 A3

2 1.624 2.208

3 2.748 4.881 3.423

4 5.287 11.16 10.10 4.737

Mit dieser Normierung ist die Gruppenlaufzeit τg
, ( Ω = 0 )  abhängig vom Filtergrad n. Sie ist

für n = 2 … 7 : 

n    =    2     3    4   5        6             7

τg
,  = 1.359 1.753 2.111 2.424     2.699     2.947

Die echte, entnormierte  Gruppenlaufzeit τg  ist:           

τg =
τ’g

ω3dB

Figur 14.14 zeigt die auf ω3dB  normierten Amplitudengänge der Bessel-Tiefpässe der Ord-
nungen n = 2 … 7. Die Amplitudengänge zeigen sehr kleine Unterschiede im Bereich
0 < Ω < 1.
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14. 3.1 Vergleich der Pollagen von T(S) der Bessel-, Butterworth- und Tschebyscheff-
Approximationen 

Die Pole von T__ ( S_ )  der Bessel-Approximation liegen beinahe exakt auf einem Kreis mit dem
Zentrum auf der positiven σ’-Achse, wie dies in Figur 14.16 dargestellt ist. Die Pollagen der
drei verschieden Filtertypen nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel zeigen folgendes
charakteristisches Verhalten:
Ausgehend von den Pollagen des Butterworth-Filters mit maximal flachem Amplitudengang,
die auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene liegen, nimmt der Rippel zu, wenn die Pole
sich innerhalb des Einheitskreises auf Ellipsen verteilen (Tschebyscheff-Filter). Der Phasen-
gang wird zunehmend linearer, wenn sich die Pollagen vom Einheitskreis nach aussen ver-
schieben, entsprechend der Polverteilung der Bessel-Filter. 
Offensichtlich sind auch Filter mit Eigenschaften die zwischen denen der besprochenen Typen
liegen realisierbar. Z.B. wird ein Filter mit Polverteilungen zwischen den Typen Bessel und
Butterworth nicht die Phasenlinearität des Besselfilters aufweisen, aber im Übergang vom
Durchlassbereich in den Sperrbereich ein besseres Verhalten des Dämpfungsverlauf zeigen als
das Bessel-Filter. Figur 14.15 zeigt den Amplitudengang, den Phasengang und die Gruppen-
laufzeit in Funktion der Frequenz der drei betrachteten Filtertypen. 

  | T__ |
[dB ] 

Ω

n = 2

 3

 4
 5

  | T__ |
[dB ] 

n = 2…7

 6 7

Figur 14.14 Normierter Amplitudengang der Bessel-Tiefpässe für  n = 2 … 7
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Bessel

Butterworth

Tschebyscheff  0.1 dB Rippel

Tschebyscheff  3 dB Rippel

Amplitudengang Phasengang                       Gruppenlaufzeit
| T__ | [dB]  ϕ   [ ° ]                          τ’g  [ normiert ]

Figur 14.15 Amplitudengang, Phasengang und Gruppenlaufzeit in Funktion der Frequenz 
der Filtertypen Butterworth, Tschebyscheff und Bessel.
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14.4 Übertragungsfunktion der verschiedenen Tiefpass-Filtertypen im Zeitbereich

Zur Charakterisierung des Verhaltens der verschiedenen Filtertypen im Zeitbereich genügt in
den meisten Fällen die Kenntnis der Schrittantwort. Ausgehend von der Übertragungsfunktion
im Frequenzbereich bestimmen wir die Stossantwort f(t) als inverse Fouriertransformierte der
Übertragungsfunktion:

f(t)   O⎯● T__ ( S_ )

Durch Integration der Stossantwort über der Zeit ermitteln wir die Schrittantwort fu(t):

fu(t) =
o

t

f(t) ⋅ d t   O⎯● 1
S_ T__ ( S_ )

In Figur 14.17 ist eine typische Schrittantwort eines Tiefpasses mit den zugehörigen Kenn-
werten dargestellt. Dabei sind 

tr: Anstiegszeit (rise time)             
td: Verzögerungszeit (delay time)           
ts: Einschwingzeit (settling time)           
o : Überschwingen (overshoot)            

jΩ

σ’

Figur 14.16 Vergleich der Pollagen der Tiefpassapproximationen nach Butterworth, 
Tschebyscheff, Bessel.
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Dem Praktiker in der Elektronik und in der Kommunikationstechnik ist der Zusammenhang
zwischen der Anstiegszeit tr  und der 3 dB-Grenzfrequenz f3dB  bzw. ω3dB  bekannt:

tr ≈ 2.2
ω3dB

≈ 0.35
f3dB

Diese Regel ist beinahe als alte Volksweisheit zu bezeichnen und sie gilt mit guter Genauig-
keit für TP-Funktionen mit kleinem Überschwingen der Schrittantwort. 
Sogar das ideale Gaussfilter, ein Tiefpass mit Gauss-förmigem Amplitudengang und idealisiert
linearem Phasengang befolgt sie recht genau mit:

tr ≈ 0.34
f3dB

In Figur 14.18 sind die Schrittantworten des Bessel-, Butterworth- und eines Tschebyscheff-
Filters für verschiedene Filtergrade dargestellt. Dabei lässt sich aus der normierten Zeit t’ die
reale Zeit t  wie folgt berechnen:

t = t’
ω3dB

Toleranzband
ts

td

t

fu(t)

tr

o

Figur 14.17 Schrittantwort eines Tiefpasses mit den Kennwerten  Anstiegszeit tr,
Verzögerungszeit td, Einschwingzeit ts  und Überschwingen o.
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 1.2

  1

0.8

0.6

0.4

0.2

fu(t’)

t’

n = 2
9

10

5

7

3

4

0    2    4    6    8             10
fu(t’)

t’

n = 2

9

10

5 73

4

0    4    8   12   16             18

6 8

fu(t’)

t’

n = 2
9 105 73 4

0    4    8    12   16            18

6 8

a)

b)

c)

 1.2

  1

0.8

0.6

0.4

0.2

 1.2

  1

0.8

0.6

0.4

0.2

Figur 14.18 Schrittantworten von Tiefpässen: a) Bessel-Filter, b) Butterworth- Filter 
c) Tschebyscheff-Filter mit 0.1 dB Rippel. 
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15. Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum
normierten Tiefpass   
In den bisherigen Betrachtungen von realisierbaren Übertragungsfunktionen haben wir uns auf
UTFs von der Form   

T__ ( S_ ) = K
Q__n( S_ )

d. h. auf Allpolfilter nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel beschränkt.
Bevor wir uns die Realisierung dieser Filter mit konzentrierten Elementen vornehmen, verall-
gemeinern wir die gefundenen Übertragunsfunktionen so, dass mittels einer geeigneten
Frequenztransformation Übertragungsfunktionen für die Filtertypen Hochpass, Bandpass,
Bandsperre hergeleitet werden können.

15.1 Die Hochpass-Tiefpass-Transformation

Der Tiefpass wird zum Hochpass transformiert, indem die komplexe Frequenz S_ durch ihren
reziproken Wert ersetzt wird:   

HP ↔ TP

(15.1)S_ ↔ 1
S_

T__HP ( S_ ) = T__TP
1
S_

Diese Transformation wird in Figur 15.1 am Beispiel eines Tschebyscheff-Tiefpasses darge-
stellt.   

A(Ω)
[dB]

Ω

A(Ω)
[dB]

Ω

Invertierung der Frequenzachse

Figur 15.1 Transformation eines Hochpasses zum Tschebyscheff-Tiefpass 3. Ordnung.
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Bei der Dimensionierung eines Hochpasses, der mit dem Toleranzschema spezifiziert ist, wird
dieses in einem ersten Schritt mit der Transformation (15.1) zu einem Tiefpass-Toleranzsche-
ma transformiert (Figur 15.2).   

Mit der Normierung auf die Durchlassgrenzfrequenz ωD  bleibt ΩD = 1 erhalten:

ΩDTP = ΩDHP =  1

Für die Sperrgrenzfrequenz ΩS = ωS ⁄ ωD  gilt:

ΩSTP = 1
ΩSHP

Wir betrachten nun die Auswirkung dieser Transformation auf die Eigenschaften von Allpol-
filtern. Die TP-UTF ist von folgender Form:

T__TP ( S_ ) = K
An S_n + An−1 S_n−1 +…A1 S_ + Ao

Mit der Transformation (14.19) ist die Hochpass-UTF:

T__HP ( S_ ) = T__TP
1
S_ = K

An

S_n +
An−1

S_n−1 +…
A1
S_ + Ao

= K S_n

An + An−1 S_ +… A1 S_n−1 + Ao S_n

Die HP-UTF zeigt gegenüber der TP-UTF folgende Veränderungen:

• Der Zähler hat eine n-fache Nullstelle bei  S_ = 0.

• Die Ordnung des Nennerpolynoms bleibt erhalten. Die Konstanten An … Ao  werden in ihrer
Reihenfolge umgekehrt. 

Durch diese Transformation erfahren die Singularitäten folgende Veränderung:

T__TP ( S_ ) = 1
( S_ − P__1TP) ( S_ − P__2TP) … ( S_ − P__nTP)

A(Ω)
[dB]

ΩDTP =1 ΩSTP

Ω

A(Ω)
[dB]

ΩDHP =1ΩSHP

Ω

Amax Amin AmaxAmin

HPTP

Figur 15.2 Transformation des Hochpasstoleranzschemas zum Tiefpasstoleranzschema.
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T__HP ( S_ ) = 1

1
S_ − P__1TP

1
S_ − P__2TP … 1

S_ − P__nTP

=
KHP S_n

1
P__1TP

− S_ 1
P__2TP

− S_ … 1
P__nTP

− S_

Die Singularitäten werden mit der TP-HP-Transformation wie folgt transformiert:

P__iHP = 1
P__iTP

Bei dieser Transformation bleibt die Polgüte Q  erhalten.

Q =
ωp

2|σp| =
Ωp

2|σ’p |

Figur 15.3 zeigt als Beispiel die TP-HP-Transformation der Pole eines Tschebyscheff-Filters 4.
Ordnung.

15.2 Die Bandpass-Tiefpass-Transformation

Der Ersatz der Variablen S_ in der Tiefpassübertragungsfunktion durch 
S_2

+ 1
BS_ ,

mit normierter Bandbreite B führt zu einer Bandpassübertragungsfunktion:       

(15.2)
T__BP ( S_ ) = T__TP

S_2
+ 1

BS_

jΩ

P__4HP

σ’σ’

jΩ

P__2HP

P__3HP

P__1HP

P__4TP

P__2TP

P__3TP

P__1TP

Figur 15.3 TP-HP-Transformation der Pole eines Tschebyscheff-Filters 4. Ordnung.
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Die Auswirkungen der TP-BP-Transformation auf die Pole und Nullstellen der Übertragungs-
funktion betrachten wir anhand der in Faktoren zerlegten UTF des Allpoltiefpasses. 
Die Faktoren 1. Ordnung der Tiefpassfunktion sind von der Form

T__TP ( S_ ) = 1
S_ + a

Diese Faktoren werden mit 

T__BP ( S_ ) = T__TP
S_2

+ 1 
BS_ =

BS_

S_2 + aBS_ + 1

in Faktoren 2. Ordnung transformiert. Die Faktoren 2. Ordnung

T__TP( S_ ) = 1
S_2 + aS_ + b

werden zu Faktoren 4. Ordnung transformiert.

T__BP ( S_ ) = T__TP
S_2
+ 1

BS_ =
B2S_2

S_4+ aBS_3 + (bB2+2) S_2+ aBS_ + 1 
=

B2S_2

( S_2+ a1S_ + 1 ) ( S_2+ a2S_ + 1 )

mit a1,2 = aB
2 − 1 ± √⎯⎯⎯1 −4b

a2

Durch die TP-BP-Transformation erhöht sich der Filtergrad n um den Faktor 2 und das  
Zählerpolynom hat eine n-fache Nullstelle bei  S_ = 0.

15.3 Die Bandsperre-Tiefpass-Transformation

Durch Ersatz der Variablen S_  in der Tiefpassübertragungsfunktion durch 
BS_

S_2 + 1
 erhalten wir

eine Bandsperre:      

(15.5)
T__BS ( S_ ) = T__TP

BS_

S_2 + 1

Die normierten Frequenzen  ΩTP = ωTP ⁄ ωD  und  ΩBS = ωBS ⁄ ωr  sind miteinander wie folgt
verknüpft:

(15.6)
ΩTP =

B ΩBS

1 − ΩBS
2

(15.7)
ΩBS =

− B
2 ΩTP

+√⎯⎯⎯⎯⎯B
2 ΩTP

2
+1 = 1

B
2 ΩTP

+√⎯⎯⎯⎯⎯B
2 ΩTP

2
+1
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mit B: normierte Bandbreite B =
ωD2 − ωD1

ωr

Figur 15.5 zeigt die Transformation des Toleranzschemas.  

Die TP-BS-Transformation ist zur TP-BP-Transformation reziprok.  Daher ist hier die Trans-
formation des Toleranzschemas auch geometrisch-symmetrisch:

ΩD1 ⋅ ΩD2 = ΩS1 ⋅ ΩS2 =  1 

Damit sind die Filtertypen Hochpass, Bandpass und Bandsperre auf den Tiefpassprototyp zu-
rückgeführt. Die nötige Vorarbeit für die Realisierung der Filtergrundtypen TP, HP, BP und
BS ist damit geleistet und im nächsten Kapitel wird die Dimensionierung von LC-Filtern
vervollständigt. 

BSTP

−ΩS +ΩS

Ω

A A

ΩD1 ΩD2ΩS1 ΩS2

Ω

Figur 15.5 BS-TP-Transformation des Toleranzschemas.
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Nach Abschnitt 13.1.1 ist T__ ( S_ ) von der Form 

T__ ( S_ ) =
P__m( S_ )
Q__n( S_ )

wobei Q__n( S_ ) ein Hurwitz-Polynom ist. 

Für die betrachteten Allpolfilter nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel ist

T__ ( S_ ) = 1
Q__n( S_ )

Damit gilt für den Reflexionsfaktor r nach (16.7)

(16.8)
| r_ ( S_ ) |2 =  1 − k

P__m( S_ ) P__m(−S_ )
Q__n( S_ ) Q__n(−S_ )

| r_ ( S_ ) |2 ist also von der Form:

(16.9)
 | r_ |2 =

Q__n( S_ ) Q__n(−S_ ) − k P__m( S_ ) P__m(−S_ )
Q__n( S_ ) Q__n(−S_ ) =

A__n( S_ ) A__n(−S_ )
Q__n( S_ ) Q__n(−S_ )

Diese Beziehung wird für verschiedene Ansätze von r_ ( S_ ) erfüllt. Da r_ ( S_ ) als Reflexionsfak-
tor eines passiven Netzwerks im Nenner ein Hurwitzpolynom aufweisen muss, kommen
folgende Ansätze in Frage:

(16.10)

r_ ( S_ ) =
A__n(+S_ )
Q__n( S_ )  ;    r_ ( S_ ) =

A__n(−S_ )
Q__n( S_ )  ; r_ ( S_ ) = −

A__n(+S_ )
Q__n( S_ )  ;  r_ ( S_ ) = −

A__n(−S_ )
Q__n( S_ )

In der Realisierung zeigt es sich, dass nur zwei Möglichkeiten ausführbar sind:

(16.11)
entweder r_ ( S_ ) =

A__n(+S_ )
Q__n( S_ )  ;  r_ ( S_ ) = −

A__n(−S_ )
Q__n( S_ )

(16.12)
oder r_ ( S_ ) = −

A__n(+S_ )
Q__n( S_ )  ; r_ ( S_ ) =

A__n(−S_ )
Q__n( S_ )

Mit dem gewählten Reflexionsfaktor r wird die Eingangsimpedanz Z__1( S_ ) bestimmt:

(16.13)
Z__1( S_ ) = Rq

1 + r_ ( S_ )
1 − r_ ( S_ )

Aus Z__1( S_ ) kann über eine Kettenbruchzerlegung das gesuchte LC-Netzwerk gefunden wer-
den. Dieser letzte Schritt ist für grössere Filtergrade aufwendig. Für eine Vielzahl von Filtern
sind die entsprechenden Netzwerke tabelliert, wie z.B. in [1], aus dem die Angaben im Appen-
dix stammen.
Das oben skizzierte Vorgehen soll anhand eines einfachen Beispiels erläutert werden:
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16. 1.1 Beispiel: Synthetisierung eines Butterworth-Tiefpasses 2. Ordnung

Ein Butterworth-Tiefpasses 2. Ordnung soll für eine Grenzfrequenz f3dB = 20 kHz mit den
Abschlusswiderständen Rq = RL = 500 Ω  als LC-Filter entworfen werden.

Die Betriebsübertragungsfunktion T__B für Rq = RL des Butterworth-Tiefpasses ist gleich der
normierte Übertragungsfunktion T__N. Somit gilt für Filter 2. Ordnung gemäss Appendix Tabel-
le A.2     

(16.14)T__B ( S_ ) = T__N ( S_ ) = 1
S_2 + √⎯⎯2S_ + 1

Mit (13.21)  ist die Übertragungsfunktion T__ ( S_ )

T__ ( S_ ) = 1
√⎯⎯k

T__B ( S_ ) = 0.5
S_2 + √⎯⎯2S_ + 1 

Es sind also:

Q__n( S_ ) = S_2 + √⎯⎯2S_ + 1; P__m( S_ ) =  0.5

Nach (16.9) finden wir für | r_ |2:

Q__n( S_ ) Q__n(−S_ ) =  1 +S_4

| r_ |2 =
S_4

1 +S_4 =
A__n( S_ ) A__n(−S_ )
Q__n( S_ ) Q__n(−S_ )

Nach (16.11) und (16.12) existieren zwei realisierbare Reflexionsfaktoren r_ ( S_ ) :

r_ ( S_ ) =
± S_2

S_2 + √⎯⎯2S_ + 1 

Nach (16.13) sind die entsprechenden, normierten Eingangsimpedanzen Z__N1( S_ ) und Z__’N1 ( S_ ) :

Z__N1( S_ ) =
Z__1( S_ )

Rq
=

√⎯⎯2S_ + 1

 2S_2 + √⎯⎯2S_ + 1 

Z__’N1 ( S_ ) =
Z__’

1
( S_ )

Rq
=

2S_2 + √⎯⎯2S_ + 1 

√⎯⎯2S_ + 1

Die in Figur 16.3 dargestellten Schaltungen zeigen diese normierten Eingangsimpedanzen. 
Die Induktivität LN = √⎯⎯2  und die Kapazität CN = √⎯⎯2  sind auf die Grenzkreisfrequenz ω3dB
normiert. Die realen Werte sind für f3dB = 20 kHz und  RL = 500 Ω:

L =
LN RL
ω3dB

= 5.6 mH ; C =
CN

ω3dB RL
= 22.5 nF
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Damit haben wir ein einfaches Filter als LC-Filter entworfen.

16.2 Entwurf von LC-Filtern mit Filtertabellen  

Die eingeführten Filtertypen nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel sind in Tabellenwer-
ken und in Filterentwurfsprogrammen gut dokumentiert und für den Entwurf bequem darge-
stellt. Die im Appendix angeführten Tabellen nach Zwerev sind auf die 

- Grenzfrequenz ω3dB  und auf den
- Abschlusswiderstand RL  normiert.(Figur 16.4 )        

Ausgehend  vom Toleranzschema wird das LC-Filter mit den folgenden Teilschritten entwor-
fen:

1. Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum Tiefpass

2. Bestimmung des Filtergrades und Frequenzumnormierung

3. Rücktransformation des Standardtiefpasses zu Hochpass, Bandpass oder Bandsperre

4. Entnormierung der Frequenz und der Impedanz

1. Schritt: Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum Tiefpass.
Gemäss Kapitel 15 werden die Filtertypen Hochpass, Bandpass und Bandsperre nach den in
Figur 16.5 zusammengestellten Beziehungen zum Tiefpass transformiert.

LN

Z__’N1 CN

LN

Z__N1 CN RNL = 1

RNq = 1

RNL = 1

RNq = 1

Figur 16.3 Die zwei Synthetisierungen der Eingangsimpedanzen Z__N1 und Z__’N1.

Ω3dB = 1

A(Ω)
[dB]

ΩD ΩS
Ω

RNL = 1

Figur 16.4 Normierung der Filtertabellen im Appendix nach Zwerev auf die Grenz-
frequenz ω3dB und den Abschlusswiderstand RL.
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2. Schritt: Bestimmung des Filtergrades n und Frequenzumnormierung

Butterworth-Filter

n ≥

  log 100.1Amin − 1 
 100.1Amax − 1

2 log
ΩS
ΩD

n kann auch aus dem Nomogramm A6 im Anhang entnommen werden.

HP BP BSA A A

ωS1 ωHP
ωD1= ωr

ΩD = 1

TP

ΩTPΩS

A

Amin

Amax

ωD1 ωD2 ωBP
ωS1 ωo=ωr ωS2

ωS1 ωS2 ωBS
ωD1 ωo=ωr ωD2

ωS1 ωS2 = ωD1 ωD2 ωS1 ωS2 = ωD1 ωD2

= ωo
2 = ωr

2 = ωo
2 = ωr

2

ωD1= ωr B =
ωD2 − ωD1

ωo
B =

ωD2 − ωD1
ωo

ΩTP =
ωD1
ωHP

ΩTP =

ωBP
ωo

2

−1

B
ωBP
ωo

ΩTP =
B ωBS

ωo

1 −
ωBS
ωo

2

Figur 16.5 Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum 
Tiefpass.

- 173 -



Tschebyscheff-Filter 

n ≥
arcosh √⎯⎯⎯⎯⎯100.1Amin − 1

 100.1Amax − 1 

arcosh
ΩS
ΩD

n kann auch aus dem Nomogramm B1 im Appendix entnommen werden. 

Bessel-Filter: n  wird aus der Dämpfungscharakteristik Figur 14.14 bestimmt.

Aus den Tabellen entnehmen wir den entsprechenden Tiefpass, der so normiert ist, dass die
3dB-Bandgrenze bei Ω3dB = 1 liegt. Für die weiteren Schritte müssen die Standard-Tiefpässe
gemäss Figur 16.6 auf die Durchlassgrenzfrequenz ΩD normiert werden. 

Die Umnormierung der Frequenz auf  ΩD = 1 erfolgt nach den folgenden Beziehungen.

Butterworth
Ω3dB
ΩD

=
2n√⎯⎯⎯⎯⎯1

 100.1Amax − 1

Tschebyscheff

Ω3dB
ΩD

= cosh 1
n arcosh√⎯⎯⎯⎯⎯1

100.1Amax − 1 
=  cosh 1

n arcosh1
e

(Siehe Anhang Tabelle B.12)

Bessel:
Ω3dB
ΩD

 wird aus der Figur C.1 im Anhang ermittelt.

Sämtliche LN-s und CN-s des Standardtiefpasses werden mit
ΩD

Ω3dB
multipliziert.

A

ΩD
Ω

Ω3dB
Ω

A

Ω3dB = 1 ΩD = 1

C → C
ΩD

Ω3dB

L → L
ΩD

Ω3dB

1. Umnormierung

Figur 16.6 Umnormierung der Frequenz.
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3. Schritt: Rücktransformation des Standardtiefpasses zu Hochpass, Bandpass oder Bandsperre

Aus Schritt 2 liegt der auf die Durchlassgrenzfrequenz ΩD normierte Tiefpass vor. Ist das zu
entwerfende Filter ein Tiefpass, dann kann direkt zum 4. Schritt vorgerückt werden.

Andernfalls:

• Tiefpass-Hochpass-Transformation

Für die TP-HP-Transformation wird S_ durch 1 ⁄ S_ ersetzt, d.h. Induktivitäten werden durch 
Kapazitäten und Kapazitäten durch Induktivitäten gemäss Figur 16.7 ersetzt:   

• Tiefpass-Bandpass-Transformation

Mit der Transformation S_TP =
S_BP

2 + 1
BS_BP

  wird eine Induktivität durch einen Serieschwingkreis

und eine Kapazität durch einen Parallelschwingkreis gemäss Figur 16.8 ersetzt:    

• Tiefpass-Bandsperre-Transformation

Mit der Transformation S_TP =
BS_BS

S_BS
2 + 1

  wird eine Induktivität durch einen Parallelschwing-

kreis und eine Kapazität durch einen Serieschwingkreis  gemäss Figur 16.9 ersetzt:       

Die ermittelten Filterschaltungen enthalten nun die frequenz- und impedanznormierten 
Elemente

RNq (Quellenwiderstand)
RNL =  1 (Lastwiderstand)
LNi
CNi

LTP → CHP = 1
LTP

CTP → LHP = 1
CTP

Figur 16.7 Tiefpass-Hochpass-Transformation.

LTP → CTP →LBP = LTP ⁄ B LBP = B ⁄ CTP

CBP = B ⁄ LTP CBP = CTP ⁄ B

Figur 16.8 Tiefpass-Bandpass-Transformation.

LTP →
LBS = B LTP

CTP →
LBS = 1 ⁄ BCTP

CBS = 1 ⁄ BLTP CBS = BCTP

Figur 16.9 Tiefpass-Bandpass-Transformation.

- 175 -



4. Schritt: Entnormierung der Frequenz und der Impedanz

Die in Schritt 3 ermittelten LN-s  und CN-s  sind, gemäss Schritt 1,  auf ωr  normiert.

ωr ist für TP: ωr = ωD
HP: ωr = ωD
BP: ωr = ωo
BS: ωr = ωo

Alle Impedanzen sind auf den Abschlusswiderstand RL = Rr  normiert.

       Entnormierung:
Rq = RNq ⋅ Rr; RL = Rr

Li =
LNi ⋅ Rr

ωr
; Ci =

CNi
ωr ⋅ Rr

Damit ist das Filter vollkommen entworfen!

16. 2.1 Beispiel: Entwurf eines Tschebyscheff-Bandpasses

Es sei ein Tschebyscheff-BP mit folgenden Spezifikationen zu entwerfen:  

Rq = RL = 300 Ω Amax = 0.1 dB Amin = 35 dB

fS1 = 80 kHz fS2 = 180 kHz fD1 = 100 kHz fD2 = 144 kHz

Die gegebenen Grenzfrequenzen erfüllen die Bedingung fS1 fS2 = fD1 fD2

Die Referenzfrequenz: fr = fo = √⎯⎯⎯⎯⎯⎯fS1 fS2 = 120 kHz

Das entsprechende Toleranzschema zeigt Figur 16.10.   

A( f )
[dB]

fS1 fD1 fo fD2 fS2

f [ kHz]

Figur 16.10 Gegebenes Bandpass-Toleranzschema.
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1. Schritt: Transformation des Bandpasses zum Tiefpass  

B = fD2 − fD1
fo

=  0.3667  ΩS =

fS2
fo

2

−1

B
fS2
fo

=  2.27

Figur 16.11 zeigt das Tolaranzschema des Tiefpasses     

2. Schritt: Bestimmung des Filtergrades n und Frequenzumnormierung

Nach dem Nomogramm Appendix B.1 resultiert der Filtergrad n = 5. Die beiden möglichen
Standardtiefpässe (Figur 16.12 ), die auf die 3dB-Grenzfrequenz Ω3dB normiert sind, können
aus der Tabelle B.14 entnommen werden. Wir verfolgen den Prototyp b) (2 Induktivitäten; 3
Kapazitäten) weiter.  

Frequenzumnormierung:

Nach Tabelle B.12 ist für n = 5 und Amax = 0.1dB: :
Ω3dB
ΩD

= 1.135

Damit sind die umnormierten L- und C-Elemente: LN’i =
LNi

1.135 CN’i =
CNi

1.135

A(Ω)
[dB]

ΩS

Ω

Figur 16.11 Transformation des Toleranzschemas nach Figur 16.10 zum Tiefpass

L1=1.3013 L5=1.30131 L3=2.2411

C2=1.5559
1

C4=1.5559

C1=1.3013 C5=1.3013

1

C3=2.2411

L2=1.5559

1

L4=1.5559

a)

b)

Figur 16.12 Standardtiefpässe des Tschebyscheff-Filters mit n = 5 und Amax = 0.1 dB.
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3. Schritt: Rücktransformation des Standardtiefpasses zum Bandpass 

Figur 16.13  zeigt den nach der Transformationsvorschrift (Figur 16.8) zum Bandpass transfor-
mierten Tiefpass mit den Elementen

LBP1 = LBP5 = 0.3198 CBP1 = CBP5 = 3.1265
LBP2 = LBP4 = 3.7382 CBP2 = CBP4 = 0.2675
LBP3 = 0.1857 CBP3 = 5.345

4. Schritt: Entnormierung der Frequenz und der Impedanz

Nach Spezifikation ist der Referenzwiderstand Rr = Lastwiderstand RL = 300 Ω.
Die Referenzkreisfrequenz ωr des Bandpasses ist die Bandmittenkreisfrequenz ωo:

ωr = ωo = 2π ⋅ 120 kHz = 753.9 ⋅ 103 s−1

Damit sind die entnormierten L- und C-Elemente: Li =
LNi ⋅ Rr

ωr
; Ci =

CNi
ωr ⋅ Rr

Figur 16.14  zeigt das vollständige Tschebyscheff-Bandpassfilter

Als kurzer "Sanity-Check" kann nun noch überprüft werden, ob die Resonanzfrequenzen aller
Resonanzkreise wirklich der Referenzfrequenz ωr  entsprechen.

LBP2 CBP2

LBP1 CBP1

LBP4 CBP4

LBP3 CBP3 LBP5 CBP5

Figur 16.13 Zum Bandpass rücktransformierter Tiefpass.

1.488 mH 1.182 nF

300 Ω0.1273 13.82
mH nF

73.90 23.81
μH nF

1.488 mH 1.182 nF

0.1273 13.82
mH nF

300 Ω

Figur 16.14 Vollständiges Tschebyscheff-Bandpassfilter
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17. Aktive Filter   
Zum Schluss dieses Kapitels zum Entwurf von analogen Filtern wird in diesem Abschnitt eine
Einführung in den Entwurf von Filtern gegeben, die aktive Elemente, nämlich Operationsver-
stärker (Opamps) enthalten. Bei der Realisierung der im vorhergehenden Abschnitt behandel-
ten LC-Filter stossen wir, namentlich bei Filtern bei tiefen Frequenzen, auf das Problem, dass
grosse und damit teure und voluminöse Induktivitäten verlangt werden. Mit dem Einsatz von
Operationsverstärkern kann dieses Problem gelöst werden. Der Einsatz von Operationsverstär-
kern zur Realisierung von Filtern kann auf verschiedene Arten erfolgen:      

• Im Kaskadenfilter werden mit Operationsverstärkern Übertragungsfunktionen 1. und 2. Ord-
nung dargestellt und gemäss Figur 17.1 kaskadiert.  

• Bei der Simulation von LC-Filtern mit Opamps wird die Struktur der LC-Filter übernommen
und die Induktivitäten werden mit Kapazitäten und als Impedanzinverter geschaltete
Opamps simuliert.

• Mittels Transformationen von LC-Filterstrukturen können diese mit einer weiteren Klasse
von Opampschaltungen, den allgemeinen Impedanzinverterschaltungen (GIC: general impe-
dance converter) realisiert werden. 

Das Kaskadenfilter ist das einfachste aktive Filter. Es ist zweckmässig für wenig kritische
Anwendungen. Die LC-Filtersimulation ist aufwendiger, aber bezüglich der Empfindlichkeit
gegenüber den Toleranzen der Bauelemente vorteilhafter.
In dieser einführenden Behandlung bleiben wir beim einfachen Kaskadenfilter.

17.1 Das Kaskadenfilter

Wie bereits erwähnt, werden mit dem Kaskadenfilter Filter beliebiger Ordnung aus  einzelnen
Sektionen mit Übertragungsfunktionen 1. oder 2. Ordnung aufgebaut. Als einziger Grundbau-
stein einer solchen Sektion wäre dazu ein Element mit einer allgemeinen Übertragungsfunk-
tion 2. Ordnung     

(17.1)
T__ ( S_ ) =

B__o + B__1 S_ + S_2

A__o + A__1 S_ + S_2

mit einstellbaren Koeffizienten  A__o , A__1 , B__o  und B__1  erforderlich.
Diese Sektion muss zudem, wenn das Signal mit einer Spannung dargestellt werden soll, einen
hochohmigen Eingang und einen niederohmigen Ausgang aufweisen. 

1
S_2 + √⎯⎯2S_ + 1

1
S_ + 1 

1
S_2 + S_ + 2

Figur 17.1 Das aus Blöcken von Übertragungsfunktionen 1. und 2. Ordnung aufgebaute
Kaskadenfilter.
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Es existiert eine Vielzahl von Opamp-Schaltungen mit der allgemeinen UTF (17.1) und mit den
einfacheren UTFs:

TP, HP 1. Ordnung
TP, HP, BP, BS, AP 2. Ordnung

Dabei ist die Eingangsimpedanz >> Ausgangsimpedanz.
Im folgenden Abschnitt werden einige dieser Schaltungen vorgestellt.

17. 1.1 Sektionen 1. Ordnung

Figur 17.2 zeigt eine TP-Sektion 1. Ordnung   

Wir analysieren diese Schaltung unter der Annahme, dass die Spannungsverstärkung V  des
Opamps sehr gross sei (V → ∞ ) und daher die Eingangsspannung U__  und der Eingangsstrom I_
des Verstärkers verschwindend seien: 

U__1

R1
= −U__2 s_ C + 1

R2

(17.2)

T__ ( s_ ) =
U__2

U__1
=

− 1
R1C

s_ + 1
R2C

Die allgemeine TP-UTF ist von der Form

(17.3)
T__TP ( s_ ) =

K p_1

s_ + p_1

mit  K : Spannungsverstärkung des aktiven Filters für ω = 0    (K < 0 ).

p_1: 3 dB -Grenzkreisfrequenz

Der Koeffizientenvergleich liefert:

(17.4)R1 = −1
K C p_1

(17.5)R2 = 1
C p_1

R1 C

U__1 U__2

R2

U__

I_

Figur 17.2 Schaltung einer Tiefpasssektion 1. Ordnung.
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Dabei ist C frei wählbar. 
Es ist zu beachten, dass diese Sektion invertierend ist, d.h. für ω = 0  ist die Verstärkung: 

U__2

U__1
= K < 0

In Figur 17.3 ist eine HP-Sektion 1. Ordnung dargestellt.

Mit den gleichen Annahmen wie beim vorhergehenden Tiefpass (V → ∞  und I → 0 ) finden
wir

(17.6)

T__ ( s_ ) =
U__2

U__1
=

−
R2
R1

s_

s_ + 1
R1C

Die Standarddarstellung des Hochpasses 1. Ordnung ist

(17.7)
T__HP ( s_ ) =

K s_
s_ + p_1

K  ist dabei die Spannungsverstärkung für ω = ∞ .

Der Koeffizientenvergleich liefert

(17.8)R1 = 1
C p_1

(17.9)R2 = − K
C p_1

und wiederum ist C frei wählbar.

Figur 17.4 zeigt eine Zusammenstellung der wichtigsten Realisierungen von Übertragungs-
funktionen 1. Ordnung.

Es existieren zwei häufig eingesetzte Schaltungen, die mit nur einem Opamp UTFs 2. Ord-
nung aufweisen: die Sallen + Key-Schaltung  und die Delyiannis-Friend-Schaltung.

R1 C

U__1 U__2

R2

Figur 17.3 Hochpasssektion 1. Ordnung
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jΩ

σ’

1
1 ⁄ K

U__1
U__2

T__ ( S_ ) = − K
S_

U__1
U__2

T__ ( S_ ) = − K
S_ + P__1

T__ ( S_ ) = − K (S_ + Z__1)

jΩ

σ’

jΩ

σ’

jΩ

-P__1
σ’

-Z__1 1 ⁄ KZ__1

1

U__1
U__2

K

1 ⁄ K

1

U__1
U__2

K ⁄ P__1

1
1 ⁄ K

T__ ( S_ ) = − KS_

Pole   Nullstellen

jΩ

-P__1 -Z__1 σ’

1

1 ⁄ K

1 ⁄ Z__1

U__1
U__2

K P__1

T__ ( S_ ) = − K
S_ + Z__1
S_ + P__1

1 ⁄ P__1K2

K2

U__1 U__2

T__ ( S_ ) = −
K1
K2

S_ + Z__1

S_ + P__1

T__ ( S_ ) =
− S_ K

(S_ + P__1) (S_ + P__2)

jΩ

-P__1 -Z__1 σ’

jΩ

σ’-P__1 -P__2 1 ⁄ P__2

1 ⁄ K
1

U__1
U__2

K ⁄ P__1

K1    1 ⁄ Z__1K1

T__ ( S_ ) =
− S_ K
S_ + P__1

jΩ

-P__1 σ’
K ⁄ P__1

1

K

U__1 U__2

Figur 17.4 Realisierungen von UTFs 1.Ordnung mit einem Opamp.
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17. 1.2 Die Sallen + Key-Schaltung: eine TP-Sektion 2.Ordnung

Die in Figur 17.5 dargestellte Sallen + Key-Schaltung ist eine TP-Sektion 2.Ordnung. 

Eine (etwas längere) Analyse liefert    

(17.10)

T__ ( s_ ) =

β
R2C2

s_2 + s_ 3 − β
RC + 1

R2C2

(17.11)
 mit β =  1 +

RB
RA

Der Vergleich mit der allgemeinen TP-Übertragungsfunktion 2. Ordnung 

(17.12)
T__TP ( s_ ) =

K ωp
2

s_2 + s_
ωp

qp
+ ωp

2

liefert die Konstanten

(17.13)
ωp = 1

RC ;  
ωp
qp

= 3 − β
RC  ;   K = β

Mit (17.11) und (17.13)  lassen sich R und RB ⁄ RA bei festgelegtem C  bestimmen:

(17.14)R = 1
ωpC

(17.15)RB
RA

= β − 1 =  2 − 1
qp

Die Spannungsverstärkung  K bei ω = 0  ist dabei bereits durch die geforderte Güte qp festge-
legt:

(17.16)K = β =  3 − 1
qp

R R

U__1 U__2

RB

C

C

RA

Figur 17.5 Die Sallen + Key-Schaltung, eine Tiefpasssektion 2. Ordnung 
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Eine DC-Verstärkung K < β  kann nach Figur 17.6 mit einem Spannungsteiler am Eingang
der Sallen + Key - Schaltung erreicht werden.     

Beim Ersatz des Eingangswiderstandes R durch den Spannungsteiler R11, R12 muss die Impe-
danz Z__ = R  erhalten bleiben. Der mit dem Spannungsteiler versehene Schaltungseingang ver-
hält sich somit wie eine Spannungsquelle mit dem Innenwiderstand R und mit der Quellen-
spannung Uq :

R =
R11 R12

R11 + R12
; Uq = K

β U__1  mit K
β =

R12
R11 + R12

Der Spannungsteiler R11, R12  wird somit wie folgt dimensioniert:

(17.17)R11 = R β
K = R

K 3 − 1
qp

(17.18)
R12 =

R11R
R11 − R

In der Wahl von RA und RB sind bisher keine absoluten Werte angegeben worden. Nur das
Verhältnis RB ⁄ RA ist  mit (17.15) festgelegt. Es ist aber eine bekannte Tatsache, dass Opera-
tionsverstärker minimalen DC-Offset aufweisen, wenn sie mit gleichen Eingangswiderständen
betrieben werden. Damit gilt die Bedingung:

(17.19)

RA || RB =
RARB

RA + RB
=

RA
2 − 1

qp

3 − 1
qp

=  2 R

Daraus erhalten wir mit (17.15) 

(17.20)

RA =  2 R
 3 − 1

qp

2 − 1
qp

Figur 17.7 zeigt eine Zusammenfassung der Dimensionierung der Sallen + Key - Schaltung.

R R

U__1 C

C

RA

U__1Z__ K
β U__1

R11

Z__

R

R12 Z__

Figur 17.6 Reduzierung der Spannungsverstärkung der Sallen + Key-Schaltung durch
einen Spannungsteiler am Eingang.
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T__TP ( s_ ) =
K ωp

2

s_2 + s_
ωp

qp
+ ωp

2

C  ist  frei wählbar; R = 1
ωp C R11 = R

K 3 − 1
qp

;     R12 =
R11R

R11 − R12

RA =  2 R
 3 − 1

qp

2 − 1
qp

; RB = RA 2 − 1
qp

; für  qp >> 1  ist  RA ≈ 3 R

17. 1.3 Die Delyiannis-Friend-Schaltung: eine Bandpass-Schaltung 2. Ordnung

In Figur 17.8 ist die Delyiannis-Friend-Schaltung, eine Bandpass-Schaltung 2. Ordnung,
dargestellt.         

Die Analyse der Schaltung liefert eine Übertragungsfunktion

(17.21)

T__ ( s_ ) =
U__2

U__1
=

−
s_

R1C

s_2 + s_ 2
R2C + 1

R1R2C2

Die Standardform der Übertragungsfunktion der BP 2. Ordnung ist

(17.22)

T__ ( s_ ) =
−s_ K

ωp
qp

s_2 + s_
ωp

qp
+ ωp

2

R11 R

U__1 U__2

RB

C

C

RA

R12

Figur 17.7 Die Dimensionierung der Sallen + Key-Schaltung

U__1 U__2
C

C

R1
R2

Figur 17.8 Die Delyiannis-Friend-Schaltung.
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Bei vorgewähltem C  finden wir für die Widerstände R1 und R2:

(17.23)
R2 =

2 qp
ωpC ; R1 = 1

R2 ωp
2C2

Dabei ist die Verstärkung K  bei der Resonanzfrequenz ω = ωp  mit

K =  2 qp
2

festgelegt. Es wird hier daran erinnert, dass die Übertragungsfunktion der Schaltung unverän-
dert bleibt, wenn alle Impedanzen mit dem gleichen Faktor Ks  skaliert werden:

R → Ks R C → C ⁄ Ks

17. 1.4 Realisierung einer UTF 2. Ordnung mit drei Operationsverstärkern

Wir gehen von der allgemeinen invertierenden TP-UTF 2. Ordnung 

(17.24)
T__ ( s_ ) =

− K ωp
2

s_2 + s_
ωp

qp
+ ωp

2

aus und realisieren diese, indem wir vorerst einige Umformungen vornehmen. 
Mit der Normierung  S_ = s_ ⁄ ωp  ist

(17.25)
T__ ( S_ ) =

U__2

U__1
= − K

S_2 +
S_
qp

+ 1

Dies ist identisch mit den folgenden Umformungen:

S_2 +
S_
qp

+ 1 U__2 = −K U__1;  1 + 1

S_ S_ + 1
qp

U__2 =
−K U__1

S_ S_ + 1
qp

Diese letzte Darstellung kann so dargestellt werden, dass sie mit elementaren Opamp-Schal-
tungen realiserbar ist: 

(17.26)U__2 = ( U__2 + K U__1 ) ⋅ −1

S_ + 1
qp

⋅ −1
S_ ⋅ (−1)

 Summierung TP 1. Ordnung Integrator Inverter

Die entsprechenden Opamp-Schaltungen sind in Figur 17.9 dargestellt.
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Die in Figur 17.9 dargestellten Elemente werden nach Figur 17.10 zusammengeschaltet.    

Die Teilschaltung bestehend aus TP 1. Ordnung und dem Integrator hat dabei die folgende
Übertragungsfunktion zu liefern:

(17.27)
U__2

( U__2 + K U__1 ) =
− 1

R1C

s_ + 1
R2C

− 1
RC
s_ ( − 1 ) =

− ωp
2

s_2 + s_
ωp
qp

Der Koeffizientenvergleich liefert

(17.28)
ωp = 1

√⎯⎯⎯⎯⎯R1 R C
 ; qp =

R2

√⎯⎯⎯⎯⎯R1 R
 ; K =

R1

R3

Die Parametereinstellung dieser Schaltung ist besonders einfach: zuerst wird eine "vernünfti-
ge" Wahl für R und C getroffen. "Vernünftig" heisst in diesem Fall, dass R in der Grössenord-
nung der realisierbaren Werte: kΩ ...100 kΩ und die Zeitkonstante RC ≈ 1 ⁄ ωp  gewählt wird.
Mit diesen Annahmen wird  R1 von ωp, R2 von qp  und R3 von K  bestimmt.
Mit den in Figur 17.10 angegebenen Abgriffen für U__ ’2 und U__ ’’2  werden gleichzeitig die folgen-
den UTFs realisert:

(17.29)U__ ’2
U__1

=
K ωp

2

s_2 + s_
ωp

qp
+ ωp

2
(nicht invertierender Tiefpass)

(17.30)U__ ’’2
U__1

=
− s_ K R C ωp

2

s_2 + s_
ωp
qp

+ ωp
2

(Bandpass)

U__1

U__2

qp

1 1

1

1
1a) b) c)

Figur 17.9 Grundschaltungen zur Realisierung der Faktoren von (17.26):
a) Summierer mit TP 1. Ordnung, b) Integrator und c) Inverter

R R

U__1

U__ ’’2

C

C

R1

R2

U__ ’2
R3

R

U__2

Figur 17.10 Vollständiger Tiefpass 2. Ordnung
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Als Beispiel soll nun mit dieser Schaltung ein Butterworth-Tiefpass 4. Ordnung mit der 
3 dB-Grenzfrequenz  f3dB = 1 kHz  entworfen werden. 
Gemäss Appendix A2 hat die normierte Tiefpassübertragungsfunktion   T__ ( S_ ) = 1 ⁄ Q__n( S_ )
folgende zwei quadratische Terme im Nenner:

Q__n( S_ ) =  1 + 0.765 S_ + S_2  1 + 1.848 S_ + S_2

Nach Spezifikation ist die Polkreisfrequenz für beide Terme

ωp = ω3dB = 6283 s−1

Die frei wählbaren Elemente R und C werden für die beiden quadratischen Terme wie folgt 
festgelegt:

R = 10 kΩ 10 kΩ

C = 18 nF 18 nF 

Nach (17.28) sind

R1 = 1
ωp

2RC2 = 7.82 kΩ 7.82 kΩ

R2 = qp √⎯⎯⎯⎯R1R = 11.6 kΩ 4.78 kΩ

R3 = R1 ⁄ K = 7.82 kΩ 7.82 kΩ ( K = 1 )

Damit ist der Butterworth-Tiefpass vollständig entworfen.

Mit der in Figur 17.10 dargestellten Schaltung wurde ein einfacher Baublock für aktive Filter
besprochen. Kommerziell erhältlich sind weitere fertige Baublöcke bestehend aus vier
Opamps, sog. Biquads, die mit externer Beschaltung als TP, BP, BS, HP und AP konfiguriert
werden können. Eine Einführung zu diesen Schaltungen findet sich in [5].
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Anhang
1   Normierte Tiefpassübertragungsfunktionen 

A. Butterworth - Filter   

Ansatz für die auf die 3dB-Durchlassgrenzfrequenz normierte Übertragungsfunktion  

Polynomdarstellung der normierten Übertragungsfunktion:  

Die Koeffizienten der Polynome der Übertragungsfunktionen können aus den Tabellen A.1 und 
A.2 entnommen werden. 
Für eine Filterspezifikation mit beliebiger Durchlassdämpfung  Amax und Durchlassgrenzfre-
quenz  Df   kann die 3dB-Grenzfrequenz 3dBf  mit der folgenden Beziehung bestimmt werden: 
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   Tabelle A.1: Koeffizienten des Nennerpolynoms  ( )Q S  

   Tabelle A.2: Faktorenzerlegung von  ( )Q S  

Die konjugiert komplexen Polpaare weisen folgende Polgüten auf: 

   Tabelle A.3: Polgüten der konjugiert komplexen Polpaare 
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Ablesebeispiel für die Benützung der Nomogramme für die Bestimmung des Filtergrades n:
    Gegeben: max 0.1 dBA =      min 40 dBA =     S D/ 2Ω Ω =  
    Resultat : n ≥ 10 
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  Figur A.1 Nomogramm für die Bestimmung des Filtergrades n des Butterworth - Filters  
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  Tabelle A.4: Normierte Elemente für Butterworth - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz )  n = 2...4.
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  Tabelle A.5: Normierte Elemente für Butterworth - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz )  n = 5 7.
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B. Tschebyscheff - Filter  

Ansatz für die auf die Durchlassgrenzfrequenz normierte Übertragungsfunktion ( D 1Ω = ) mit  

N max( ) 1T S =

Die Tschebyscheff - Polynome ( )nC Ω   können aus der Tabelle B.1 entnommen werden. 

Polynomdarstellung der normierten Übertragungsfunktion: 

Die Koeffizienten der Nennerpolynome ( )Q S  der Übertragungsfunktionen können  
den Tabellen B.2 bis B.11 entnommen werden. 

Die 3dB-Grenzfrequenz 3dBf  eines Tschebyscheff - Filters kann mit der Beziehung: 

aus den Grössen maxA   und Df   bestimmt oder der Tabelle B.12 entnommen werden. 
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  Figur B.1   Nomogramm für die Bestimmung des Filtergrades n des Tschebyscheff- 
        Filters  
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  Tabelle B.1: Tschebyscheff - Polynome ( )nC Ω

 

  Tabelle B.2: Koeffizienten von ( )Q S  für 0.1dB-Rippel (e = 0.153) 

  Tabelle B.3: Koeffizienten von ( )Q S  für 0.5dB-Rippel (e = 0.349) 
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  Tabelle B.4: Koeffizienten von ( )Q S  für 1dB-Rippel (e = 0.509) 

  Tabelle B.5: Koeffizienten von ( )Q S  für 2dB-Rippel (e = 0.765) 

  Tabelle B.6: Koeffizienten von ( )Q S  für 3dB-Rippel   (e = 1) 
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  Tabelle B.7: Faktorenzerlegung von  ( )Q S  für 0.1dB-Rippel  (e = 0.153.) 

  Tabelle B.8: Faktorenzerlegung von  ( )Q S  für 0.5dB-Rippel  (e = 0.349).  
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  Tabelle B.9: Faktorenzerlegung von ( )Q S  für 1dB-Rippel  (e = 0.509). 

  Tabelle B.10: Faktorenzerlegung von ( )Q S  für 2dB-Rippel  (e = 0.765). 
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  Tabelle B.11: Faktorenzerlegung von ( )Q S  für 3dB-Rippel  (e = 1). 

  Tabelle B.12: Verhältnis von 3dB-Grenzfrequenz 3dBΩ  zur Durchlassgrenzfrequenz DΩ
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  Tabelle B.13: Normierte Elemente für Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die 
        3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.1dB-Rippel  n = 2...4.
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  Tabelle B.14: Normierte Elemente für Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.1dB-Rippel  n = 5...7. 
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  Tabelle B.15: Normierte Elemente für Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel  n = 2...4. 



-205-

 Tabelle B.16: Normierte Elemente für Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel  n = 5...7. 
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  Tabelle B.17: Normierte Elemente für Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf  die  
        3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel  n = 8...10. 
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C. Bessel - Filter 

Ansatz für die auf die 3dB-Durchlassgrenzfrequenz normierte Übertragungsfunktion  

Polynomdarstellung der normierten Übertragungsfunktion: 

Die Koeffizienten und Faktorenzerlegung des Nennerpolynoms ( )Q S  können den Tabellen  
C.1  und  C.2 entnommen werden. 

Das Verhältnis von Durchlassgrenzfrequenz DΩ  zur 3dB-Grenzfrequenz 3dBΩ  des Bessel- 
Filters kann aus folgender Dämpfungscharakteristik bestimmt werden:  

  Figur C.1  Dämpfungscharakteristik des Bessel-Filters im Durchlassbereich 
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  Tabelle C.1: Koeffizienten des Nennerpolynoms ( )Q S

  Tabelle C.2: Faktorenzerlegung von  ( )Q S
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  Tabelle C.3: Normierte Elemente für Bessel - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz )  n = 2   4. 
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  Tabelle C.4: Normierte Elemente für Bessel - Filter (frequenznormiert auf die  
        3dB-Grenzfrequenz )  n = 5...7. 
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2   Herleitung des Skin-Effektes 
Wir betrachten eine ausgedehnte ebene metallische Oberfläche mit einer magnetischen Feld-
stärke H (x = 0)  an der Oberfläche (Figur 2.1).  Diese Feldstärke sei parallel zur  Metallober-
fläche.

  Figur 2.1 Verteilung der magnetischen Feldstärke H (x)  und der Stromdichte J (x)
       in einem metallischen Leiter 

In einem Leiter gilt die Maxwellsche Gleichung 2: 

In Metallen gilt bis zu Frequenzen im Terahertzbereich 

Wir vernachlässigen daher die elektrische Verschiebung 
t

∂
∂
D  gegenüber der Stromdichte J.

Weiter gilt die Materialbeziehung 

mit =1/ : elektrische Leitfähigkeit. 
Mit der Maxwellschen Gleichung 1 
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zusammen mit der Materialbeziehung μ=B H  erhalten wir für den eindimensionalen Fall mit 
einer einzigen Feldabhängigkeit in x-Richtung: 

Mit Ableiten von (2.6) nach x und Einsetzen in (2.7) erhalten wir eine Differentialgleichung  
in Hz

Für eine harmonische Zeitabhängigkeit  

vereinfacht sich (2.8): 

Die allgemeine Lösung von (2.9) ist 

Für das Leiterinnere gilt die abklingende Lösung: 

mit der Skin-Eindringtiefe 

Diese Lösung des eindimensionalen Falles ist auch eine gute Näherung, wenn die Eindring-tiefe 
s  viel kleiner ist als die Dicken und Oberflächenkrümmungsradien der Leiter. 

Berechnung der Stromdichte y ( )J x   und der Oberflächenstromdichte yI ′ :
Nach (2.6) und (2.12) gilt für die Stromdichte y ( )J x
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Die Oberflächenstromdichte yI ′  ist die über x integrierte Stromdichte y ( )J x :

Die elektrische Feldstärke an der Leiteroberfläche yoE  in y-Richtung ist: 

Damit kann eine Oberflächenimpedanz  Z   bestimmt werden 

Es ist dabei bemerkenswert, dass der induktive Anteil von  Z   immer gleich dem resistiven 
Anteil ist. Nach (2.14) nimmt die Stromdichte y ( )J x  mit zunehmender Tiefe x exponentiell ab. 
Dabei ist zu beachten, dass die Phase von y ( )J x  proportional zu x abnimmt. Dies führt dazu, 
dass der Momentanwert der Stromdichte Nullstellen und eine Vorzeichenumkehr auf-weist, wie 
dies in Figur 2.2 dargestellt ist.   

Figur 2.2 Verlauf der Stromdichte in einem metallischen Leiter. 
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3   Streuparameterdarstellung von linearen Zwei- und Mehrtoren 

3.1  Wellengrössen 
In der Niederfrequenztechnik werden die linearen Eigenschaften von Zwei- und Mehrtoren  
beschrieben, indem Beziehungen zwischen Spannungen und Strömen an den Toren angegeben 
werden. Die Beschreibung linearer Zweitore mit den Z, Y und H-Matrizen ist bestens bekannt: 

[ ] 11
22

U I
Z

U I
=  (3.1) 

[ ]1 1
2 2

UI
Y

UI
=  (3.2) 

[ ] 11
2 2

U I
H

UI
=  (3.3) 

In der Hochfrequenztechnik ist diese Charakterisierung des Betriebszustandes nicht zweckmäs-
sig und in vielen Fällen auch nicht möglich. In allen Systemen mit Nicht-TEM-Wellen, wie bei 
Hohlleitern und dielektrischen Wellenleitern, sind Spannung und Strom nicht definiert. Zudem 
ist es in der Hochfrequenz-Messtechnik kaum möglich, an den Toren eines Messobjektes einen 
Kurzschluss oder einen Leerlauf herzustellen. Ein Messobjekt kann aber mit einer gut definier-
ten Abschlussimpedanz, in koaxialen Messsystemen meist 50Ω , gemessen werden.  
Auch in Fällen, in denen Spannung und Strom nicht definiert sind, können leicht Leistungen, 
Reflexionsfaktoren und Übertragungsfaktoren gemessen werden. Es ist daher naheliegend, eine 
lineare Beschreibung des Verhaltens von Mehrtoren so vorzunehmen, dass eine enge Beziehung 
zu den direkt messbaren Grössen besteht. In der Leitungstheorie (Kapitel 1) wurden die Begrif-
fe der einfallenden und reflektierten Spannungs- und Stromwellen eingeführt, die sich für die 
Beschreibung von Wellen auf Leitungen als sehr zweckmässig erwiesen haben. Die Kombinati-
on der Begriffe von einfallenden und reflektierten Strom- und Spannungswellen, aI  und bI
bzw. aU  und bU  zusammen mit einer engen Beziehung zur Leistung führt uns zur Definition 
der Wellengrössen a  und b  In Figur 3.1 sind die Strom- und Spannungswellen aI  und bI
bzw. aU  und bU  an den Toren eines Zweitors dargestellt.  

Figur 3.1 Definition der Strom- und Spannungswellen an den Toren eines Zweitors 
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Wellen a ausgedrückt werden. Im Fall des Zweitors nach Figur 3.3 ist die Streumatrix wie folgt 
definiert:

          
11 1 12 2

21 1 22 2

1

2

b S a S a

b S a S a

= +

= +
             (3.12) 

oder in Vektorform: 

[ ] [ ] [ ]b S a= ⋅    mit  [ ]S : Streumatrix,  [ ] 11 12

21 22

S S
S

S S
=    

    (3.13) 

Figur 3.3 Definition der Streuparameter 

Die Bedeutung der S-Parameter eines Zweitors sind folgende: 

Eingangs-, Ausgangsreflexionsfaktoren 11S  und 22S

Wenn das Zweitor nach Figur 3.4 mit der Bezugsimpedanz wZ  abgeschlossen ist, dann ist die 
Welle 2 0a = .

Figur 3.4 Bedeutung des Eingangsreflexionsfaktors 11S

Nach (3.12) gilt für den Eingangsreflexionsfaktor:   1
11

1
2 0

b
S

a a
=

=
    (3.14) 

11S  ist der Eingangsreflexionsfaktor, wenn der Ausgang mit der Referenzimpedanz wZ  abge-
schlossen ist. Analog dazu ist 22S  der Ausgangsreflexionsfaktor, wenn der Eingang mit der  
Referenzimpedanz wZ abgeschlossen ist. 

Übertragungsfaktoren 12S  und 21S

Wird die Signalquelle mit dem Innenwiderstand wZ  direkt mit der Bezugsimpedanz wZ  be-
lastet nach Figur 3.5  links, dann ist die Spannung über der Last L a1U U= , was der auf das 
Zweitor zulaufenden Spannungswelle entspricht. Wird das Zweitor am Eingang mit einer Quel-
le mit dem Innenwiderstand = Bezugsimpedanz wZ  beschaltet und ausgangsseitig mit wZ
belastet, dann erscheint über der Ausgangslast wZ  die Spannung b2U , also die vom Zweitor 
weglaufende Spannungswelle. Der Parameter 21S  ist nun 

2
21

1
2

b2 b22
a1 q10

U UbS
a U Ua

= = =
=

 (3.15) 
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Der Übertragungsfaktor vorwärts, 21S , kann also als Verhältnis der Spannungen am Lastwider-
stand wZ  nach der Schaltung Figur 3.5 rechts, mit und ohne eingefügtes Zweitor interpretiert 
werden.

Figur 3.5 Bedeutung des Übertragungsfaktors 21S

Betriebsübertragungsfaktor vorwärts 21S :

wSpannung an der ausgangsseitigen Lastimpedanz
0.5 Quellenspannung am Eingang

Z
×

Betriebsübertragungsfaktor rückwärts 12S :

wSpannung an der eingangsseitigen Lastimpedanz
0.5 Quellenspannung am Ausgang

Z
×

3.4  Messung von Streuparametern 
Streuparameter werden mit Netzwerkanalysatoren (NWA) gemessen. Es stehen heute Geräte 
mit koaxialen Messtoren, meist mit einer Bezugsimpedanz von 50Ω  für den Frequenzbereich 
bis über 100GHz  zur Verfügung. Das Messprinzip zur Bestimmung der Parameter 11S  und 

21S  ist in Figur 3.6 dargestellt. Mit den Richtkopplern wird ein Anteil k der Wellen 1a , 1b  und 

2b  ausgekoppelt und es werden elektronisch die Quotienten 11 1 1/S b a=  und 21 2 1/S b a=
gebildet. 

Figur 3.6 Prinzip des Netzwerkanalysators (NWA) zur Messung der Streuparameter 
11S  und 21S .

3.5  Wichtige Eigenschaften der Streumatrix 
Für reziproke Zweitore ist die S-Matrix (wie die Z und Y- Matrix) symmetrisch: ij jiS S= .

Bekanntlich zeigen die Impedanzortskurven von passiven und aktiven reaktiven Netzwerken in 
Funktion der Frequenz immer eine Rechtsdrehung. Figur 3.7 zeigt als Beispiel eine einfache 
halbkreisförmige Ortskurve mit der typischen Rechtsdrehung.  
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Figur 3.7 Ortskurve der Impedanz eines reaktiven Netzwerkes mit der typischen  
Rechtsdrehung. 

Ebenso zeigen die Ortskurven aller Streuparameter (Reflexionsfaktoren 11S , 22S  und Trans-
missionsfaktoren 12S , 21S ) Rechtsdrehungen. 

3.6  Beispiele von Streuparameter-Ortskurven 
Figur 3.8 zeigt ein passives reziprokes Netzwerk. 

Figur 3.8 Frequenzverlauf der S-Parameter eines passiven reziproken Netzwerkes. 

Figur 3.9 zeigt ein nichtreziprokes Netzwerk anhand des Kleinsignalmodells eines FETs. 

o
2

1
2

f
R C

=
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Figur 3.9 Kleinsignalverhalten der S-Parameter eines Feldeffekttransistors 

3.7  Umrechnungen von Wellen- und Strom/Spannungsmatrizen 
Über die Definition der Wellengrössen können die Z und Y-Parameter in Streuparameter und 
umgekehrt umgewandelt werden. Diese Beziehungen sind nachfolgend gegeben. Dabei sind die 
Impedanzen und Admittanzen auf die Bezugsimpedanz wZ  normiert: 

w w/ yz Z Z Y Zij ij ijij= =  (3.16) 

        

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
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Ω normierte Frequenz, 137,  141
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