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Vorwort

In der modernen Elektronik und Kommunikationstechnik sind Signale, deren Wellenldngen
vergleichbar mit den Abmessungen der Leiterstrukturen sind, sehr hdufig. Wenn wir in elek-
tronischen Systemen Taktraten von mehreren hundert MHz vorfinden, sind die Leitungsldngen
zwischen verschiedenen Komponenten durchaus von der Grosse der entsprechenden Wellen-
lange und es wird dabei noch nicht von "Hochfrequenz" gesprochen. Das Verhalten von Si-
gnalen auf "elektrisch langen" Leitungen unterscheidet sich deutlich vom Verhalten in Netz-
werken mit diskreten Komponenten mit Ausdehnungen, die sehr viel kleiner sind als die
Signalwellenlédngen.

Im ersten Teil des vorliegenden Skripts betrachten wir Signale im Frequenz- und im Zeitbe-
reich auf Leitungen. Fiir eine umfassende Beschreibung des elektrodynamischen Verhaltens
von Signalen auf Leitungen miisste eigentlich mit den Maxwellschen Gleichungen begonnen
werden. Wir wéhlen einen etwas einfacheren Einstieg zu den Telegraphengleichungen, die das
elektrische Verhalten einer Zweidrahtleitung beschreiben. Diese iiber 100 Jahre alten aber im-
mer noch aktuellen Telegraphengleichungen bilden die Basis fiir die Betrachtung von harmoni-
schen Signalen auf Leitungen, die verlustfrei oder verlustbehaftet sein kénnen. Von besonde-
rer Wichtigkeit ist dabei das Konzept der vorwérts- und riickwérts laufenden (Spannungs- und
Strom-) Wellen und des Reflexionsfaktors. Fiir die graphische Darstellung von Reflexionsfak-
toren und Impedanzen hat sich das Smithdiagramm bewéhrt, das ebenfalls eingefiihrt wird und
fiir viele Aufgaben der Leitungstheorie geeignet ist.

Im Abschnitt {iber verschiedene Leitungstypen werden die gebrduchlichen Leitungen wie
Zweidraht, Koaxial- und Mikrostreifenleitung behandelt. Bei der Betrachtung von Signalen auf
Leitungen im Zeitbereich wird fiir den verlustlosen Fall das Bergerondiagramm eingefiihrt.
Diese Methode erlaubt eine systematische Untersuchung von Leitungen mit beliebigen reellen
Abschliissen und gibt ein "Gefiihl" fiir das Verhalten von Mehrfachreflexionen.

Von den vielen Varianten der Signalausbreitung auf verlustbehafteten Leitungen wird der in
der Elektronik und Kommunikationstechnik wichtige Fall der Dispersion der skineffektbehaf-
teten Leitung analysiert. Der letzte Abschnitt der Leitungstheorie gibt eine Einfithrung zu ge-
koppelten Leitungen. Ausgehend vom allgemeinen Fall eines beliebigen Systems gekoppelter
Leitungen werden die in der Praxis wichtigen Fille der querhomogenen gekoppelten Leitun-
gen und der symmetrischen Dreifachleitung beschrieben.

Im zweiten Teil dieses Skripts werden, ausgehend von der Theorie der linearen Netzwerke die
klassischen analogen Filter eingefithrt, mit den Filterapproximationen nach Butterworth,
Tschebyscheff und Bessel. Damit konnen mit minimalem mathematischem Aufwand und mit
Hilfe der Tabellen im Anhang die einfachsten Filter dimensioniert werden.

Der Abschluss bildet eine Ubersicht iiber die Elemente von aktiven Filtern, d.h. Filter, die als
Komponenten Operationsverstéirker aufweisen.

Diese Vorlesung richtet sich an Student/inn/en der Elektronik und Kommunikationstechnik mit
Interesse an Hardwareentwicklung. Sie basiert auf dem in den Jahren 1992-98 gehaltenen Kurs
und stiitzt sich teilweise auf eine Vorgéingervorlesung von Prof. G.S. Moschytz. Fiir die mir
zur Verfiigung gestellten Unterlagen danke ich meinem Kollegen G.S. Moschytz ganz herz-
lich. Fiir die genaue Durchsicht, viele Verbesserungen sowie fiir die Textverarbeitung und die
Ausarbeitung der Illustrationen bin ich meinem Mitarbeiter, Dr. Istvan Lamoth, zu grésstem
Dank verpflichtet.

Februar 1998, W. Béchtold
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Leitungen

1. Einleitung

Ublicherweise wird unter dem Begriff einer elektrischen Leitung eine Anordnung von zwei
parallelen, zylindrischen und metallischen Leitern verstanden, die von Luft oder einem festen
Isolator umgeben sind und die Aufgabe haben, ein elektrisches Signal oder elektrische Energie
von einer Quelle zu einer Senke zu fithren. Ganz allgemein hat eine Leitung die Aufgabe, eine
elektromagnetische Welle moglichst ohne Verluste zu fithren. Um diese Aufgabe zu erfiillen,
muss eine Leitung nicht notwendigerweise dem beschriebenen Aufbau entsprechen, es ist bei-
spielsweise auch bekannt, dass sich elektromagnetische Signale leicht und mit wenig Verlusten
mit einen Glasfaser, einer rein dielektrischen Struktur ohne Metalle tibertragen lassen.

Figur 1.1 zeigt eine Zusammenstellung von verschiedenen technisch bedeutenden Leitungen.
Allen diesen Strukturen ist gemeinsam, dass sie aus Leitern und Dielektrika aufgebaut und
zylindrisch sind, d.h. dass sie in der Transversalebene eine von der z-Koordinate unabhéngige
Geometrie aufweisen.

Die Leitungstheorie beschreibt die elektrischen Eigenschaften von Leitungen aller Art und
liefert die Grundlagen zur Beschreibung des Verhaltens von Signalen im Frequenzbereich und
im Zeitbereich. Es wird gezeigt, dass diese Eigenschaften nicht mit einfachen Ersatzschaltun-
gen, bestehend aus diskreten linearen Elementen wie Widerstédnde, Induktivitdten, Kapazitdten
und Quellen nachgebildet werden konnen. Zwar sind die hier behandelten Leitungen linear, sie
miissen aber, da ihre Langsdimension vergleichbar oder grésser sein kann als die Wellenlan-
gen der iibertragenen Signale, als verteilte Elemente betrachtet werden.

Da die Leitungstheorie im wesentlichen die eindimensionale Ausbreitung von Wellen be-
schreibt, bildet sie auch einen Grundstock zum Verstdndnis dhnlicher Vorgidnge in der Physik,
wie das Verhalten von

- ebenen elektromagnetische Wellen im Raum
- akustischen Wellen als Volumenwellen oder Oberflichenwellen
- Materiewellen u.a.

Leitungen miissen immer dann als verteilte Strukturen dargestellt werden, wenn die betrachte-
ten Signalzeiten oder -perioden vergleichbar werden mit den Leitungslaufzeiten. Als grobe
Regel gilt, dass eine Leitung als verteilte Struktur behandelt werden muss, wenn deren Linge
grosser als 1/10 der Wellenlédnge des betrachteten Signals ist. Dazu drei Beispiele:

1. Eine Standard-CMOS-Logik zeigt typische Signalanstiegszeiten # =2 ns . In dieser Zeit
legt ein Signal einen Weg von 60 cm zuriick, wenn die Signalgeschwindigkeit der Lichtge-

schwindigkeit in Vakuum cq = 3- 10%m/s entspricht. Auf typischen Leiterplatten und auf Halb-
leiterchips wird die Signalgeschwindigkeit durch die Dielektrizitit des Materials auf 0.3 co
bis 0.7 co reduziert. Auf einem Halbleiterchip mit maximalen Leiterldngen von ca. 1 cm kann
damit der Leitungscharakter der elektrischen Verbindungen vernachlédssigt werden. Auf einer
Karte mit maximalen Leitungsldngen im Bereich ca. 20 cm wird das Verhalten des Signals
durch die verteilte Leitungsstruktur deutlich bestimmt und auf dem Systembus, der in einem
19 Zoll Gehiduse eine Lidnge von 50 cm annehmen kann, ist die Beeinflussung durch die
Leitung sehr ausgepragt.
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Figur 1.1  Beispiele von Leitungen: Zwei- und Mehrleitersysteme, metallischer

Hohlleiter und dielektrischer Wellenleiter.
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2. In Kabelfernsehsystemen werden Signale mit Tragerfrequenzen bis zu ca. 500 MHz iibertra-
gen. Bei dieser Frequenz betrigt die Wellenlinge A =60 cm im Vakuum und ca. 40 cm in
typischen in der CATV-Technik (community antenna TV system: Gemeinschaftsantennen-
Anlagen) verwendeten Kabeln. Jedes Kabelstiick mit einer Liange 4 cm wird sich damit als
verteiltes Leitungselement bemerkbar machen.

3. Bei einer Energielibertragungsleitung mit einer Netzfrequenz von 50 Hz betrigt die
Wellenldnge A =6000 km. Das elektrische Verhalten einer Hochspannungsleitung mit einer
Lange von 600 km wiirde damit bereits durch die verteilten Leitungseigenschaften bestimmt.
Beim Auftreten von Transienten, wie beim Zu- oder Abschalten der Betriebsspannung, wird
der Leitungscharakter sehr ausgepragt.

In der vorliegenden Einfithrung in die Leitungstheorie beschrdnken wir uns auf die Behand-
lung von Leitungen die aus zwei oder mehreren metallischen Leitern aufgebaut sind, entspre-
chend den Beispielen iiberschriecben mit "Zwei- und Mehrleitersysteme" in Figur 1.1. Auf
solchen Leitungen werden sogenannte TEM-Wellen gefiihrt: TEM-Wellen (transverse electro-
magnetic waves) zeigen nur elektrische und magnetische Feldstdrken in der Transversalebene,
d.h. in der zur Ausbreitungsrichtung normalen Ebene. Obwohl die reine TEM-Welle theore-
tisch auch von Leitungen mit sehr grossen Abmessungen in der transversalen Geometrie
geflihrt wird, machen wir hier die Einschriankung, dass die Lateraldimensionen immer wesent-
lich kleiner als die betrachteten Signalwellenldngen sein sollen, wie dies der technischen Reali-
sierung der meisten Zwei- und Mehrleitersysteme entspricht. Ein Verzicht auf diese Einschréan-
kung wiirde bedeuten, dass noch andere Arten von gefiithrten Wellen auf den Leitungen auftre-
ten konnten und dass zudem die Leitung als Antenne wirken konnte, d.h. dass elektromagneti-
sche Abstrahlung auftreten konnte. Die Theorie dieses allgemeinen Falles von zylindrischen
Leitungen ist wesentlich aufwendiger und wiirde den Rahmen dieser Einfiihrung sprengen.

Wie in den obigen drei Beispielen gezeigt wurde, liegt die Signalgeschwindigkeit vg auf
Leitungen im Bereich: 0.3 ¢co < vg < co

Es ist dabei niitzlich, gewisse "handliche" Zahlenwerte auswendig zu wissen:

Frequenz Periode Wellenldnge im Vakuum
1 MHz 1 us 300 m

10 MHz 100 ns 30m

100 MHz 10 ns 3m
1 GHz I ns 30 cm

Die folgenden Konstanten sind stidndige Begleiter in der Leitungstheorie:
Dielektrizititskonstante im Vakuum €o = 8.85418 10712 As/Vm =~ 8.85 pF/m
Permabilititskonstante im Vakuum  Uo = 47 107 Vs/Am = 1.26 uH/m,

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum  ¢co = 1/Veollo = 2.99792- 10°m/s = 30 cm/ns
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2. Das Modell der zylindrischen Leitungen

Eine allgemeine Behandlung von elektromagnetischen Wellen auf zylindrischen Leitungsstruk-
turen verlangt den Einsatz der Theorie des elektromagnetischen Feldes, beginnend mit den
Maxwellschen Gleichungen. In dieser Einfiihrung verzichten wir auf diese rigurose Behand-
lung und nehmen eine einfachere aber plausible und anschauliche Betrachtung zu Hilfe, in der
zuriickgegriffen wird auf die bekannten Gesetze der Elektrostatik und Magnetostatik.

Figur 2.1 zeigt, schematisch dargestellt, eine zylindrische Zweidrahtleitung.

Transversalebene

Leiter

Figur 2.1  Allgemeine geometrische Form einer Zweidrahtleitung

Wir setzen voraus, dass der Abstand d zwischen den Leitern wesentlich kleiner ist als die
Wellenldnge A des auf der Leitung auftretenden Signals im Dielektrikum der Leitung:

2.1

d<<h=—2 @D
fer

Co: Lichtgeschwindigkeit im Vakuum  f: Frequenz ¢r: relative Dielektrizitdtskonstante

Wird auf eine Leitung gemiss Figur 2.1 eine Spannungsquelle Uq aufgeschaltet, dann wird
sich auf den beiden Leitern der Leitung sofort ein Strom i einstellen. Ohne zu wissen, wie
schnell sich dieser Stromschritt auf der Leitung fortbewegt, konnen wir feststellen, dass dieser
Strom ein die Leiter umgebendes magnetisches Feld erzeugen wird, wie dies in Figur 2.2
dargestellt ist. Der Strom i ist damit mit einem magnetischen Flussbelag @’, d.h. einen auf die
Leitungsldnge bezogene magnetischen Fluss mit der Dimension Vs/m verbunden.

y
X
Transversalebene z

Figur 2.2 Symmetrische Zweidrahtleitung mit Leitungssymbol und Feldlinienvertei-
lung der magnetischen und elektrischen Feldstirke H und E in der Trans-
versalebene.



-12 -

Uber einem infinitesimalen kurzen Stiick dz der Leitung wird der magnetische Fluss @’dz
auftreten. Somit kann ein Induktivititsbelag L’, Leitungsinduktivitdt pro Léngeneinheit der
Leitung, definiert werden:

@ dz =il dz (2.2)

In gleicher Weise wird eine iiber den Leitern auftretende Spannung u eine Oberflichenladung
auf den Leitern verursachen. Dieser Ladungsbelag Q’, Ladung pro Léngeneinheit der Leitung
ist mit der Spannung u iiber den Kapazitditsbelag C’, Leitungskapazitit pro Langeneinheit der
Leitung, verbunden:

O dz=uCdz (2.3)

In Figur 2.3 ist die im Moment noch verlustfrei angenommene Leitung mit einer elektrischen
Ersatzschaltung mit den reaktiven Elementen L’ und C* gezeigt: iiber einer infinitesimalen
Liange dz der Leitung erscheint also eine Langsinduktivitit L’dz und eine Querkapazitit C’dz.
Die Induktivitit- und Kapazititsbeldge L’ und C’ sind primére Leitungskonstanten und sind
typischerweise von der Grossenordnung von

L’=1uH/m C=10pF/m.

Induktivitdts- und Kapazititsbeldge konnen mit tiblichen L- und C-Messgerdten gemessen
werden. Sie lassen sich fiir einfache Leitungsgeometrien analytisch bestimmen. Bei kompli-
zierteren Strukturen wie Streifenleiter u.a. miissen numerische Methoden zur Berechnung von
L’ und C’ herangezogen werden. In Kapitel 9 werden die primdren Leitungskonstanten von
gangigen Leitungsstrukturen untersucht. Eine reale Leitung mit metallischen, verlustbehafteten
Leitern und einem verlustbehaftenen Dielektrikum zeigt einen gewissen Widerstandsbelag R’,
der einen Léngsspannungsabfall bewirkt sowie einen Leitwertbelag G’ parallel zu C’, der den
Verluststrom im Dielektikum modelliert. Das vollstindige Ersatzschaltbild einer Leitung der
infinitesimalen Linge dz ist in Figur 2.3 dargestellt.

\
\

\
.
TN

-.---,
(o
kY

,
A
[

| R

\

\

[ ——
\
'

Figur 2.3  Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Leitung.

Dabei ist zu beachten, dass der Widerstandsbelag R’ den metallischen Widerstand beider
Leiter der Leitung beinhaltet. Im allgemeinen sind die reaktiven Beldge L’ und C’ sehr wenig
frequenzabhéngig. Dagegen sind die Verlustelemente R’ und G’ meist stark frequenzabhéngig.
In Praxis zeigt es sich, dass der von R’ verursachte Verlust meist iiber den Verlust in G’
dominiert. Daher wird der Leitwertbelag G* haufig vernachlissigt. Wir betrachten vorerst alle
priméren Leitungskonstanten L’, C°, R’ und G’ als frequenzunabhéngig.
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3. Die Differentialgleichungen der elektrischen Leitung: Telegraphenglei-
chungen
Figur 3.1 zeigt nochmals das Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Leitung infinitesimaler

Linge dz, diesmal mit der zugehoérigen Spannung # und dem Strom i am Eingang und der
Spannung u+du und dem Strom i+di am Ausgang.

i Rdz Ld:z i+di
o——-_1} o

l o
u Gdz Cdz T u+du
O

O . &

dz

Figur 3.1  Ersatzbild der verlustbehafteten Leitung infinitesimaler Lénge.
Spannung # und Strom i sind Funktionen des Ortes z entlang der Leitung und der Zeit #:
u(zt), i(z1)

Spannungs- und Stroménderungen in der Leitung lassen sich durch die partiellen Ableitungen
dieser Funktionen ausdriicken:

_du A 3.1)
du—azdz dl—azdz

Die Kirchhoffschen Gesetze liefern folgende Beziehungen:

u=iR’dz+QL’dz+u+Mdz (3.2)
Q a - ) oz
Y
Léngsspannungsabfall tiber Rd z und L'd z
i:uG’dz+aa;’C’dz+i+ngdz (3-3)
& J
Querstrom durch Gdz und Cdz
Mit Subtraktion von # bzw. i aus (3.2) und (3.3) erhalten wir die beiden
Differentialgleichungen:
du _ (o 729, 3.4
3 (R + L at]l
M:_[G,+C, B]U (3.5)
/4 ot

Die Gleichungen (3.4) und (3.5) bilden ein System von partiellen linearen Differential-
gleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Zu Losung und Diskussion dieses Systems gehen wir wie folgt vor:

In einem ersten Schritt, Kapitel 3.1, vereinfachen wir das Problem, indem wir die Verlust-
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terme R’ und G’ vernachldssigen. In einem zweiten Schritt, Kapitel 4 werden die vollstindigen
Gleichungen (3.4) und (3.5) gelost und interpretiert.

3.1 Differentialgleichung der verlustlosen Leitung

Mit der Vernachldssigung der Verlustterme R’ und G’ vereinfachen sich die Gleichungen (3.4)
und (3.5) zu

du _ _,,0di (3.6)
dz L ot

di _ _C du (3.7
z ot

Die so erhaltene Gleichungen (3.6) und (3.7) sind die Telegraphengleichungen der verlustlosen
Leitung. Sie wurden erstmals von J. C. Maxwell um 1860 formuliert. Sie beinhalten beide
Strom und Spannung. Indem (3.6) nach z und (3.7) nach ¢ abgeleitet werden, kann der Strom i
eliminiert werden:

2 2 (3.8)
0z ot

In gleicher Weise, durch Ableiten von (3.6) nach 7 und von (3.7) nach z kann die Spannung
eliminiert werden:
2. 2. (3.9)
0z ot

Die beiden gefundenen Gleichungen (3.8) und (3.9) fiir die Spannung » und den Strom i sind
identisch und entsprechen der aus der Physik bekannten eindimensionalen Wellengleichung.
Als homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung haben diese Wellengleichungen
Losungen, die sich aus der Summe von zwei Partiallosungen, die wir mit Index a und b
bezeichnen, bestehen.

Jede zweimal differenzierbare Funktion der Form

u(t,z) = ua(t—2z/v) + up (t+z/v) bzw. (3.10)

i(t,2) = ia (t—2/v) — ib(t+2/V) (3.11)

befriedigt (3.8) bzw. (3.9) fiir LZ = L’C’ oder

V

1 (3.12)
L C

Durch Einsetzen von (3.10), (3.11) und (3.12) in (3.6) und (3.7) folgt zudem fiir die Partiallo-
sungen:

Vv =

3
p—

dUa dub

(3.13)

= konstant

dia dip C Cv
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Die Integration von (3.13) nach ¢ liefert

> .14

Ug (t, Z) = é ia (t, Z) + Ka (3 )
’ 1

up (t,z) = [é, ib(t,z) + Kv (3.15)

Wenn wir uns nur fiir den dynamischen Teil von u (¢, z) interessieren, entfallen die Integra-
tionskonstanten Ky und Kp:

ua (t,2) _wp(tz) _ [0 _ (3.16)
ia(t,z) iv(t,z) Nc — ¥

Dabei ist Zw die Wellenimpedanz der Leitung.

Interpretation der Resultate der Gleichungen (3.10) bis (3.16):

a) Die in (3.10) und (3.11) gefundenen Partiallosungen ua, ub, ia und ip sind beliebige Span-
nung- und Stromverldufe der Form: u (¢,z) = u(txz/v) bzw. i(t,z) = i(t£z/v) , die sich
auf der Leitung fiir das negative Vorzeichen von z/v in positiver z-Richtung und fiir das
positive Vorzeichen von z/v in negativer z-Richtung bewegen. Daher werden diese Partial-
l6sungen als vorwirts bzw. riickwirts laufende Wellen bezeichnet. Wie Figur 3.2 veranschau-
licht, ist die Ausbreitung der Wellen auf der verlustfreien Leitung vollig dispersionsfrei, d.h.
verzerrungsfrei.

u u (to—z/v)
1= to v
T - 7
0]
u u (t1 —z/v)
t=t1=to+2z1/v Y
I 1 -
0 z1
Figur 3.2 Ausbreitung eines Signals u (7) auf der verlustfreien Leitung.
In einem homogenen Medium gilt fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit v
v = 1 1 __Co (3.17)
VEU VEo€r Mol Verilr
mit &: Dielektrizititskonstante € = €o&r gr: relative Dielektrizitdtskonstante

K: Permabilitdtskonstante L = oLy Lr: relative Permabilititskonstante
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Damit ist fiir Leitungen mit Vakuum oder Luft als Dielektrikum die Ausbreitungsgeschwindig-
keit v gleich der Lichtgeschwindigkeit co. In einem Dielektrikum mit relativer Dielektrizitéts-
konstante & und relativer Permabilitdtskonstante pr=1 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit

V= Co/\lg.

b) Vorwirts bzw. riickwirts laufende Spannungen ua (f —z/v) und wup (¢ +z/v) sind iiber die
Wellenimpedanz Zw mit den vorwirts und riickwirts laufenden Strome i (1 —z/v) und
ib (¢ +z/v) verkniipft.

ia = ua/Zw lb = I/Ib/Zw (318)

Dies bedeutet, dass die Spannungen und Strome so gerichtet sind, dass ein Leistungstransport in
der Laufrichtung stattfindet. Nach Betrag gilt immer:
Ma(taz) Z/lb(t,Z) Z L’ (319)

in(t,z) ib(tz)  NC

Fiir die verlustfreie Leitung ist die Wellenimpedanz Zy reell. Die reelle Wellenimpedanz Zyw
zeigt, dass ua und ia bzw. up und iy in Phase sind und damit ein reiner Wirkleistungstransport
stattfindet. Diese Eigenschaft der verlustfreien Leitung wird in Figur 3.3 veranschaulicht.

Figur 3.3  Richtung von Strom und Spannung in einer vorwirts- und einer riickwérts-
laufenden Welle

Die Bedeutung des reellen Wellenwiderstandes soll an zwei Beispielen erldutert werden:

Beispiel 1
Eine sehr lange Leitung nach Figur 3.4 wird durch eine Spannungsquelle mit einem
Spannungsschritt gespeist.

Rq i = Ug/(Rq + Zw)
— 1 o —— - -
”qﬂﬁ@ ; . v=11C
— u = Uq Zw/(Rq + Zw)
- f————— z

Figur 3.4  Lange Leitung mit der reellen Wellenimpedanz Zy, die mit einem
Spannungsschritt gespeist wird.
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Solange auf der Leitung nur eine vorwirtslaufende Welle existiert, "sieht" die Quelle in der
Leitung die reelle Wellenimpedanz Zyw, d.h. auf der Leitung erscheint ein Spannungsschritt der
Hohe Uq Zw/(Rq+ Zw) der sich mit der Geschwindigkeit v = 1/VL” C’ in z-Richtung be-
wegt.

Beispiel 2

Wird eine Leitung nach Figur 3.5 mit der Wellenimpedanz Zy, abgeschlossen, dann kann auf
der Leitung keine riickwirtslaufende Welle auftreten. Die Leitung ist reflexionsfrei abge-
schlossen und zeigt die Eingangsimpedanz Z.

|

Zw Zw H Zw

> O
A A%

Figur 3.5  Eine mit der Wellenimpedanz Zy abgeschlossene Leitung zeigt die Eingangs-
impedanz Zy,.

Nach dieser kurzen Betrachtung der verlustfreien Leitung wenden wir uns dem allgemeineren
Fall der verlustbehafteten Leitung zu.
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4. Die Telegraphengleichung der verlustbehafteten Leitung

4.1 Die Wellengleichung der verlustbehafteten Leitung
Die Differentialgleichungen (3.4) und (3.5) der verlustbehafteten Leitung nach Kapitel 3

lauteten:
du _ R 4.1)
3% —(R + L atjl
i _ (o, o? 4.2)
> = [G + C atju

Aus diesem Gleichungssystem wird in einem ersten Schritt die Variable i eliminiert, indem (4.1)
nach z abgeleitet und (4.2) eingesetzt wird, sowie (4.2) nach t abgeleitet wird. Es resultiert eine
partielle lineare Diffferentialgleichung mit konstanten Koefhizienten:

2 2 (4.3)
a—,j‘: RG u+(RC+LG Y 4 C o u
0z ot o

In gleicher Weise finden wir durch Elimination von u aus (4.1) und (4.2) die zu (4.3) identi-
sche Gleichung fiir i:

; 2. (4.4)
R i+(RC+D @ )@+L’C’a—2’
ot ot

Pi_
oz

(4.3) und (4.4) sind die Telegraphengleichungen der verlustbehafteten Leitungen.

Sie sind lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und sind
vollig identisch, d.h. die Losungen fiir u (¢, z) und i (¢, z) miissen von gleicher Form sein.

Fiir die Losung von (4.3) bzw. (4.4) ist der einfache Ansatz nach Gleichung (3.10) bzw. (3.11),
der fiir die verlustfreie Leitung zum Ziel gefiihrt hat, nicht anwendbar. Die verlustbehaftete
Leitung ist 1. a. dispersiv, d.h. eine im Zeitbereich dargestellte Signalform u (z,z) wird in
Funktion der Zeit ¢ und des Ortes z verzerrt.

Wie in der Analyse von linearen Schaltungen mit diskreten Elementen fiihrt hier die Betrach-
tung von zeitlich stationdren sinusformigen Signalen zum Ziel. Bekanntlich ist die Antwort
eines linearen zeitunabhingigen Systems auf ein zeitlich sin-formiges Signal wieder ein
sin-formiges Signal. Bei bekanntem Frequenzgang der Ubertragungsfunktion eines linearen
Netzwerkes kann das Verhalten im Zeitbereich iiber die Fouriertransformation gefunden
werden.

Wir fithren fiir # (¢, z) und i (¢, z) Phasoren ein:
u(t,z) = Re [ U(2) ejm’] (4.5)
i(t,z) = Re [1(2) ejmt] (4.6)
mit U und I; Amplituden; o: Kreisfrequenz, ® = 2rnf

Diese Phasoren werden in (4.1) und (4.2) eingesetzt:

qu | @47
= = (R +joL)]
dz
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dI (4.8)
=— (G +jolC)U

dz
Aus (4.7) und (4.8) wird [ eliminiert:
U (4.9)

d; = (R +joLl’) (G +joC)U
z

Im Unterschied zu (4.3) tritt in (4.9) die Zeit ¢ nicht mehr auf: (4.9) ist eine gewdohnliche
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Durch Elimination von U aus (4.7) und (4.8) finden wir die (4.9) entsprechende Gleichung
fir [ :

£ (4.10)

2
Z

I~

= (R +jol)(G@ +joC)I

o

(4.9) und (4.10) sind die Wellengleichungen der verlustbehafteten Leitung und werden
tiblicherweise in folgender Form geschrieben:

Wellengleichungen der verlustbehafteten Leitung:
U (4.11)
dZ2 B 12 v
27 (4.12)
jzg =71
mit y=V(R +jol ) (G + joC) (4.13)

Dabei ist y die komplexe Wellenausbreitungskonstante (propagation constant) mit der Dimen-
sion 1/m.
Die Losungen von (4.11) und (4.12) sind von folgender Form:

U(z) = Ua + Up = Uao e ¥7 + Ubo e¥? (4.14)
I(z) =L — b = laoe_xz —lboeyZ (4-15)

Wird (4.14) nach z abgeleitet und mit (4.13) in (4.7) eingesetzt, dann finden wir eine Bezie-
hung zwischen den Leitungsspannungen und -stromen:

: 4.16)
. -1 dg_ G’ +_](DC’ ( Yz XZ) (
1(z) = R+jol dz  NR +joL Uaoe ™" = Uboe
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Durch Koeffizentenvergleich mit (4.15) erhdlt man fiir die

) . 3 R +jol Uao B Ubo (4.17)
Wellenimpedanz: Zw = ’\, G +i0C = Lo = e

Fiir den schon behandelten Fall der verlustlosen Leitung ist die Wellenimpedanz nach (3.16)
rein reell:

L (4.18)
C’

Zw:Zw =

Nach dieser formalen Losung der Wellengleichungen (4.11) und (4.12) sollen die gefundenen
Resultate interpretiert werden.

4.2 Wellenausbreitung auf der verlustbehafteten Leitung
4.2.1 Vorwirts- und riickwiirtslaufende Wellen

Wie nachfolgend gezeigt wird, kann der Losungsansatz nach (4.14) einfach und plausibel
interpretiert werden. (4.14) als Zeitfunktion ausgeschrieben ist:

u(tz) = Re[l_fao e ¥Z IO | [, e¥? ej‘“} (4.19)
a) b)

Wir spalten die Wellenausbreitungskonstante y nach Real- und Imagindirteil auf:

1=V(R+joL)(G+joC) = o+ jp (4.20)

mit o: Dampfungsbelag mit Dimension Np/m

B:  Phasenbelag mit Dimension rad/m

Da der Dampfungsbelag oo nach (4.20) als Exponent zu e erscheint, ist die Dimension Np/m
(Neper/Meter). Haufig wird oo in dB/m angegeben.
Die Umrechnung erfolgt dann nach der Definition der Dampfung im logarithmischen Mass:

o
1099 [aB/m1? = e [Np/m]
daraus

L0 gege % (4.21)
[ dB/m ] ' [ Np/m |
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Ebenso kann der Phasenbelag B in Grad/m angegeben werden.
Der Anteil a) in (4.19) entspricht einer vorwiérts, d.h. in positiver z-Richtung laufenden
geddmpften Spannungswelle u; (¢, z):

o (£,2) = Re[Uso %7 ¢9®"] = Re[ Uao 77 1@~ B7)] (422)

oder Ua(z) = Upoe ¥ 2 (4.23)

Der Anteil b) in (4.19) entspricht einer riickwérts, d.h. in negativer z-Richtung laufenden
geddampften Spannungswelle uy(z,t):

ub (t,z) = Re [Qbo exzejwt} = Re[Qbo eazej(wHBZ)J (4.24)

oder Up(z) = Upoet? (4.25)

4.2.2 Phasengeschwindigkeit vp und Wellenliinge A

Wir stellen uns nun die Frage, mit welcher Geschwindigkeit vp sich die Welle in der
z-Richtung bewegt, d.h. wie schnell sich beispielsweise der Nulldurchgang der in positiver
z-Richtung laufenden Welle ( - Bz=mn/2 ) bewegt. Mit der Phasengeschwindigkeit vp
bewegt sich der Beobachtungspunkt z mit z =zo+ vp t. Die Phase ( @ 7~ (zo+ vp #) ) bleibt
also konstant, wenn die Phasengeschwindigkeit

® (4.26)

vp=B

Die Phasengeschwindigkeit der riickwirtslaufenden Welle, Anteil b) in (4.19), lduft mit der
Geschwindigkeit vpr

Vpr = —Vp = —% (427)

ist.
Figur 4.1 zeigt die beiden in positiver und in negativer z-Richtung laufenden, mit dem Damp-
fungsbelag o geddmpften Teilwellen.

Die Wellenldnge A entspricht der Periodenlidnge in Ausbreitungsrichtung, d.h. der Linge in
z-Richtung die einer Phasendrehung von 27 entspricht:

QiB(z+0) _ iBz+j2m (4.28)

21 (4.29)
3 ===
B

Die Strome der vor- und riickwértslaufenden Wellen lassen sich nach (4.17), (4.23) und (4.25)
wie folgt bestimmen fiir die

Uso e V2 Ua(2) (4.30)

vorwirtslaufende Welle:  Ir (z) = =7
LW LW
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Uboe’”  Ub(z) (4.31)

rickwirtslaufende Welle: Iy (z) = 7 =2
&EW W

Wie im Fall der verlustfreien Leitung stellt auch die verlustbehaftete Leitung fiir die reine
vorwértslaufende Welle bzw. fiir die reine riickwértslaufende Welle eine Impedanz, die
Wellenimpedanz Zw dar. Durch diese Wellenimpedanz Zw ist die vorwdrtslaufende
Spannungswelle mit einem in Vorwdrtsrichtung laufenden Strom und die riickwdrtslaufende
Spannungswelle mit einem in Riickwdrtsrichtung laufenden Strom verbunden.

Vorwirts laufende Welle:

[ Ua(z)

Re

Re

Rickwirts laufende Welle:
[EL1C20 I *“
Up(0)

Re

Re

Iy (0) P

Us (2) b()] o
_lb(Z)} Re{l_]b(o)}=ReLb(o)}=ea cosPz

Figur 4.1  In positive und negative z-Richtung laufende geddmpfte Spannungs- und
Strom-Teilwellen.
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5. Spannung U (z ) und Strom / ( z ) auf der verlustbehafteten Leitung

Nach (4.14), (4.15), (4.30) und (4.31) konnen die Leitungsspannungen U (z) und Strome
I (z) in Funktion der vorwirts- und riickwértslaufenden Spannungswellen U, (z) und Up (z)
dargestellt werden:

U(z) =Ua + Up = Uao e % + Ubo et” (5.1)
I(z) = Lh - = laoe_xz—lboexz (5-2)
vorwértslaufende Welle rickwirtslaufende Welle

Die Amplituden Uao und Upo der Teilwellen werden durch die Beschaltung der Leitung mit
Quelle und Last bestimmt. Im folgenden betrachten wir nur einfache Beschaltungen an den
Leitungsenden. Die Verallgemeinerung fiir beliebige lineare Netzwerke an den Leitungsenden
ist problemlos. Figur 5.1 zeigt eine einfache Beschaltung einer Leitung der Wellenimpedanz
Zw mit einer Spannungsquelle Uq mit Quellenimpedanz Zq und Lastimpedanz 2>.

Zqe | D

/

Figur 5.1  Beschaltete Leitung.

Am Ort z =0 gilt nach (5.1) und (5.2):
U(0) = Ut = Uao + Upo (5.3)
10) = 1 = - (Uso — Uno) ©4)

Am Ort z=/ sind

U(l) =Wz =Unoe + Unoe"’ (G-5)
(5.6)

1 =
1) = b = 5 (U™ - Uoe™)
LW

Die Amplituden Uao und Upo der Teilwellen konnen in Funktion von Strom und Spannung am
rechten Leitungsende ausgedriickt werden. Durch Addition und Subtraktion von (5.5) und
(5.6) finden wir:

; (5.7)

N | IS

Uao = (ZZ + Zw)ey
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Ubo = I_Ez(gz - Zw)e—vl (5.8)

Fir den Spezialfall Z> = Zw wird nach (5.8) Ubo=0.

Fir Z» = Zw verschwindet also die riickwértslaufende Welle (Up und Ip ). Die vorwérts-
laufende Welle "sieht" an jedem Ort z=0 ... / der Leitung die gleiche Impedanz wie an einer
unendlich langen Leitung ndhmlich die Wellenimpedanz Zy.

Dieser wichtige Fall mit Z2 = Zw wird als Wellenanpassung bezeichnet. Aus der Netzwerk-
theorie ist bekannt, dass eine Quelle mit einer Lastimpedanz belastet werden muss, die dem
konjugiert komplexen Wert der Quellenimpedanz entspricht, um einen maximalen Leistungs-
transfer zu ermoglichen. Fiir die Leistungsanpassung ist also mit Zq = Zw:

7y = 2o (5.9

Fiir die Wellenanpassung, d.h. fiir eine "reflexionsfreie" Anpassung gilt dagegen: 22 = Zw.
Bei komplexen Wellenimpedanzen ist also Leistungsanpassung und Reflexionsfreiheit nicht
gleichzeitig realisierbar. In den meisten praktischen Féllen ist aber die Wellenimpedanz elek-
trisch langer Leitungen nahezu reell, sodass gleichzeitig Wellen- und Leistungsanpassung er-
reicht werden kann.

Fiir den allgemeinen Fall einer beliebigen Abschlussimpedanz Z> tritt nach (5.8) gleichzeitig
eine vorwirts- und eine riickwirtslaufende Welle auf. Figur 5.2 zeigt die beiden Spannungs-
wellen Ua (z) und Up (z) fiir einen beliebigen Zeitpunkt 7.

Bei einer beliebigen Abschlussimpedanz Z2> gilt mit (5.1) am Ortz =1/ :

Ua(1) = Usoe ', Ub(1) = Upoe"’ (5.10)

Mit (5.7) und (5.8) sind

Ua(l) = %(Zz q Zw) (5.11)

Up(1) = 122(;2 _ Zw) (5.12)

Damit finden wir fiir das Verhéltnis Uy (/ )/Ua (I') , das Reflexionsfaktor ry genannt wird:

Un( 1) L2 — Lw (5.13)
B Ua( 1) D+ Zw

Reflexionsfaktor n

Mit dem Reflexionsfaktor 2 ist der Spannungsreflexionsfaktor gemeint.
Der Stromreflexionsfaktor, definiert analog durch das Stromverhiltnis Iy (/)/1a (1), ist nach
(4.30) und (4.31):
(1)  Us(l)
L(l) ~ Ua(l)

n
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c)

Im [ Ua, Ub ]
)

Zeiger : U,

Re [ Ua, Ub |

Figur 5.2 Leitung im allgemeinen Betriebszustand: a) Leitung mit Beschaltung,
b) Vor- und riickwértslaufendeWellen ua (z ) und up (z ),
c) Wellen Ua , Up und ihre Uberlagerung U= Ui+ Up in komplexer
Darstellung.
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Der Reflexionsfaktor 72 ist nach (5.13) vom Verhiltnis Z2/Zw und nicht von den Absolut-
werten abhédngig und wird daher hdufig in Funktion der normierten Impedanz z2=22/Zw
ausgedriickt:

Z0/Zw -1 2 — 1 (5.14)

zzz/ZW+1_g2+1

n

Die komplexe Abbildung 72 (z2 ) wird in den Kapiteln 7 und 8 genauer untersucht.

Fiir den Moment seien hier nur die folgenden Spezialfille genannt:
a) Bereits gezeigter Fall der Wellenanpassung (keine Reflexion):

L =2Zw —> n=0
b) Leerlaufende Leitung: Zy = —r=1,reell

¢) Kurzgeschlossene Leitung: 2>

0 —-rm=-1,reell
d) Reelle Wellen- und Abschlussimpedanzen Z2 und Zy :
fir Zp 2 Zw 505 <1, reell

fir Z2 £ Zw > —-1<rn<0,reell

Nach dieser Betrachtung von Spannungs- und Stromwellen an den Leitungsenden und des
Reflexionsfaktors soll nun der Spannungs- und Stromverlauf entlang der Leitung nidher unter-
sucht werden. Dabei starten wir mit dem unter ¢) gegebenen Spezialfall der am Ende kurzge-
schlossenen Leitung, dargestellt in Figur 5.3

Z b kL
-~ W
Qq@ 1 Y Zw n=-1 12 | 25=0
U\ "N\ Ua
—=Z L b
/

Figur 5.3  Am Ende kurzgeschlossene Leitung

Der Leitungskurzschluss bewirkt einen Reflexionsfaktor 2 =—1.

Damit und mit Ua(z) = Uaoe 'Z und Up(z) = Upoe'” wird

Ub(z) = U(1) "D = Ua(1) ' =~ &V &7 (5.15)
Damit wird die Gesamtspannung U( z ) am Ort z:

U(z) =Ua+ Up = an(e—yz_ eY(Z_zl)) (5.16)
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Mit 7y aufgeteilt nach Real- und Imaginirteil: y=o+jB=0o+j2n/A :

U(z) = Upoe ®2™ jz2n/h Uso e (z=2D) +j (z=21) 2r/\ (5.17)
J J
Y
Ua Up

Der Gesamtstrom /( z ) am Ort z erhdlt man aus

Kz)=1 - Ip = % _ % _ %e—az—jzzn/x +an & (@=2D) +j (z-20) 2m/ . (5.18)
A JAS J
Y A
I -1y

Figur 5.4 zeigt die durch (5.17) und (5.18) gegebene Strom- und Spannungsverldufe entlang
der kurzgeschlossenen verlustbehafteten Leitung nach Figur 5.3.

Figur 5.4 a) zeigt die Spannungsamplituden | Ua |, | Up| und | U |:
amOrt® z=/: 1ist Up=-Ua unddamit U=0

amOrt @ z=1-A/8: Ua(z) lduft gegeniiber Ua (/) um /4 vor
Upb( z) lauft gegentiber Up (/) um 1t/4 nach,

amOrt® z=1-A/4  Ua(z) lauft gegeniiber Uy (/) um /2 vor
Up( z) lduft gegeniiber Up (/) um ©/2 nach
usw.

die Amplitude | U | der Gesamtspannung beriihrt die Enveloppen
| Ua |+ | Up|und | Ua|-| Up|im Abstand von Az=A/2 ,

Figur 5.4 b) zeigt die entsprechende Stromamplituden |15 |, | /b | und ||

am Ort ® z =/, Ort des Kurzschlusses, sind die Teilstrome [, und Iy in Phase und
iberlagern sich zu einem Strommaximum. Die Amplitude des Gesamtstromes variiert

entlang der Leitung in gleicher Weise wie die Spannung und beriihrt die Enveloppen
im Abstand von Az =2\/2

Figur 5.4 ¢) zeigt die Orskurven der Spannungsamplituden Ua, Up und U in der komplexen
Ebene



- 28 -

| Ua| ) |Ua |+ | Ubp|
a) | Up |
| U]

| Ul=|Ua+Up|

®
* E TR z
[-30/4 iz—x/4§ l
-2 I-\/8
b) |A |L|=|la—1Ib|
@
+ * - 7
@:z=i 304 | I-hAY T
L Z=
O z=1-1/8 I-\/2 I-\/8
Ua(z) @:z=1-\4
©) @:z=1-\"2
®:z=1-3\4
NG
Ub(z) 3
@ = ©
® ® @
®

Figur 5.4  Spannungen und Stréme entlang einer kurzgeschlossenen verlustbehafteten
Leitung nach Figur 5.3.
a) Spannungsamplituden |Ua|, | Up|und | U|=|Ua+ Up |
b) Stromamplituden |1 |, |Ib|und | 1| =|1a—Ip |
¢) Ortskurven der Zeiger Ua(z), Upb(z)und U(z)=Ua+ Up
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6. Spannungsverlauf entlang der verlustfreien Leitung

Als Spezialfall der im vorhergehenden Kapitel behandelten verlustbehafteten Leitung wenden
wir uns nun der verlustfreien Leitung zu. Obwohl in der Realitét alle Leitungen verlustbehaftet
sind, sind namentlich bei kurzen Leitungen auch noch bei hoheren Frequenzen die Verluste oft
so klein, dass mit guter Genauigkeit eine verlustfreie Anordnung angenommen werden kann.
Relativ kurze verlustarme Leitungen mit in z-Richtung verschiebbaren Spannungsdetektoren,
sogenannten Messleitungen, wurden auch frither hiufig zur Bestimmung von Reflexionsfakto-
ren verwendet. Figur 6.1 zeigt schematisch dieses Messystem. Dabei kann mit der verschieb-
baren Sonde, die eine verschwindend kleine elektrische Belastung fiir die Leitung darstellt, nur
der Betrag der Leitungsspannung U= U, + Up bestimmt werden.

Zq

ZWa x:JB

Uq @ 1 - Q) S n) 2 [z

Figur 6.1  Messleitung mit verschiebbarer Sonde zur Abtastung der Spannung | U |
entlang der Leitung

AmOrt z=1 gilt:

nach rechts laufende Welle Ua( /)

nach links laufende Welle  Us(/) = r2 Ua(!)

AmOrt z=/-d gilt:

Leitungsspannung ~ U(/—d) = Ua(l—d) + Up(1—d) = Ua(1) (ede+£2 e—iﬁd)

Figur 6.2 zeigt den Verlauf U(z) fiir die Reflexionsfaktoren 72 =0.5 und 2 =1.

Ul

r=0.5

r=1

S
s
s

A2

[

Figur 6.2  Sondenspannungen | U | fiir Reflexionsfaktoren »=1 und r=0.5



-30 -

Die Sondenspannung | U( z ) |, variiert periodisch mit einer Periode A/2. Fiir den Reflexions-
faktor 2 = 1 sind die Extremalwerte der Sondenspannung:

Umax = 2| Ua|, Umin = 0

6.1 Bestimmung des Reflexionsfaktors » aus dem Stehwellenverhiltnis Umax/ Umin

Die Uberlagerung der vorwirtslaufenden und der riickwirtslaufenden Welle mit der in Figur
6.2 dargestellten periodischen Schwankung des Betrages wird Stehwelle genannt.

Das Stehwellenverhidltnis VSWR (voltage standing wave ratio) ist das Verhiltnis der Extre-
malwerte der Sondenspannung:

U | max _ Spannungsmaximum 6.1)

R = =
VSW |U|min  Spannungsminimum

mit | U|max = [Uao|(1+[z|) und |Ulmin = |Uao|(1—[r|) wird das
Stehwellenverhiltnis

1+2] VSWR — | (6.2)
VSWR =70 < 2= Yewr+
. . . 21z
Fir |r|=1 ist der Verlauf der Stehwelle ~ |sin N

Die einfache Methode der Stehwellenmessung zur Bestimmung von Reflexionsfaktoren wurde
in der Mikrowellentechnik bis vor ca. 30 Jahren intensiv angewendet. Heute werden
Reflexionsfaktoren elektronisch mit Hilfe von Netzwerkanalysatoren im ganzen technisch
interessanten Frequenzbereich von Hz bis 100 GHz gemessen.
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7. Impedanztransformation mittels der verlustfreien und verlustbehafteten
Leitung

In den bisherigen Betrachtungen wurde das elektrische Verhalten der Leitung mit Hilfe der
vorwirts- und riickwértslaufenden Wellen Us und Up einfach und plausibel dargestellt. Auf
Grund dieser Betrachtung wurde auch der Begriff des Reflexionsfaktors r eingefiihrt.

Wenn Leitungen als Elemente von grosseren Schaltungen auftreten, dann ist die Darstellung
mittels den Wellen U, und Up unter Umstidnden nicht vorteilhaft. Eine Darstellung der Leitung
in Form eines allgemeinen Vierpols wére dann vorzuziehen.

In diesem Kapitel soll die Leitung als allgemeiner Vierpol mit Spannungen und Strome darge-
stellt und eine einfache graphische Konversion des Reflexionsfaktors 7 in Impedanzen und
Admittanzen vorgestellt werden.

Wir gehen dazu wie folgt vor:

1. Auf Grund der schon eingefithrten Wellengleichung werden die Kettenmatrix und zwei
Leitungsersatzschaltungen ermittelt.

2. Zur Umrechnung zwischen Reflexionsfaktoren und Impedanzen/Admittanzen sowie zur
Transformation von Impedanzen iiber Leitungen wird das Smith-Diagramm, ein einfaches
graphisches Hilfsmittel eingefiihrt.

7.1 Die Kettenmatrix der Leitung

Die Kettenmatrix 4 dient zur Berechnung der Zweitorparameter von in Kette geschalteten
Zweitoren. Die Kettenmatrix des resultieren Zweitores erhdlt man durch Multiplikation der
Kettenmatrizen der einzelnen Zweitore.

Die Kettenmatrix eines allgemeinen linearen Zweitors nach Figur 7.1 ist wie folgt definiert:

Un| _ (] | _|4n di|| (7.1)
A =D A21 A2 ||=D
I D
O—— l————O0
allgemeines
l—hl Zweitor \Qz
o— o

Figur 7.1  Strom- und Spannungsdefinition der Kettenmatrix

Das negative Vorzeichen von 2 in (7.1) ermdéglicht die Stromrichtungen in Figur 7.1 symme-
trisch zu definieren. Ausgehend von (5.3), (5.4), (5.5) und (5.6) und finden wir durch Elimina-
tion der Amplituden Uao und Upo die

Kettengleichungen der verlustbehafteten Leitung:
Ul = Uz coshyl — Db Zw sinh y/ (7.2)

inh 7.3
Sy — 1> coshy/ (73)

L =W Ze
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Die Kettenmatrix der verlustbehafteten Leitung ist also

coshy/ Zw sinhy/ (7.4)
4] =1 ginh y
cosh y/
Lw

Die Leitung ist ein reziprokes, symmetrisches Zweitor, was in dieser Kettenmatrix zum Aus-
druck kommt:

1. Reziprozitit: det[4] = 1
2. Symmetrie: A1l = A22

Die Beziehungen zwischen den Stromen und Spannungen an den Leitungsenden (7.2) und
(7.3) konnen mit wt- oder T-Ersatzschaltungen nach Figur 7.2 dargestellt werden.

b) ZT1 ZT1

av)

o . -0

Figur 7.2 Leitungsersatzschaltungen, a) m-Schaltung, b) T-Schaltung

Die Elementwerte sind:

a) m-Schaltung:

/ 7.5
Znl = Zwsinhy/ Yo = Ltanh£ (7.5)
Lw 2
b) T-Schaltung:
/ 7.6
ZT1 = Zw tanh£ Yo = LSil’lh XZ ( )
2 Zy

Die sinh- und die tanh-Funktionen haben dabei komplexe Argumente. Die Ersatzelemente sind
in transzendenter Weise frequenzabhingig und konnen nicht mit Netzwerken mit einer endli-
chen Anzahl von diskreten Komponenten R, L und C dargestellt werden.

7.2 Impedanztransformation mit einer Leitung

Mit Hilfe der Kettenmatrix oder einer Leitungsersatzschaltung nach Figur 7.2 kann die am
Eingang einer Leitung auftretende Impedanz Z; bestimmt werden, wenn die Leitung ausgangs-
seitig mit der Impedanz Z> belastet wird, wie in Figur 7.3 dargestellt ist. Mit 2o =— Uz/I>
finden wir mit (7.2) und (7.3) :

2> + Zw tanh y/ (7.7)
Z1 = Zw
Zw + £2 tanh y/
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z2—| [4] 5| 2

O-

(o]

Figur 7.3  Transformation einer Impedanz Z» iiber eine verlustbehaftete Leitung auf
die Impedanz Zi.

Mit der Normierung z1 =Z1/Zw und z»=2722/Zw der Impedanzen Z1 und 2> wird (7.7)
zZu

z2 + tanh y/ (7.8)

2= 1 +22 tanh y/

Die komplexe tanh-Funktion kann mit Hilfe eines bekannten Additionstheorems nach Real-
und Imaginérteil dargestellt werden:

tanh o/ + j tan 3/ (7.9)
1 +j tanh o/ tan B/

tanh y/ = tanh (o0 +j B)/ =

Wenn die Abschlussimpedanz Z> gleich der Wellenimpedanz der Leitung Zw entspricht, dann
ist nach (7.7) die Eingangsimpedanz Z| = Zw , wie dies zu erwarten ist.

Bei der Transformation nach (7.7) wird die Impedanz Z> in die Impedanz Z; transformiert.
Die Transformation von Z1 ( Z2 ) bei konstanten Y/ und Zw ist eine bilineare Transformation
oder Mobius-Transformation. Diese Abbildung von 2> auf Z| ist winkeltreu und kreistreu.
In Figur 7.4 wird ein Beispiel dieser Transformation dargestellt: wird der Realteil von 2>
konstant gehalten und der Imaginirteil variiert, dann bewegt sich die Impedanz Zi in der
komplexen Ebene auf einer Kreisbahn.

Im [ Z] |

Im[Z£2]
Z1 ! L

Im[Z£2]

<: = konstant
0\

Re[Z1] Re[22]

Re [ Z2 ] = konstant

Figur 7.4  Bilineare Transformation einer Impedanz Z» iiber eine Leitung auf die
Impedanz Z
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Wird andererseits der Imaginérteil von Z2 konstant gehalten und der Realteil variiert, dann ist
die Ortskurve von Z1 wiederum ein Kreis, der den ersten Kreis mit rechten Winkeln schnei-
det. Die Kreistreue ist dabei erhalten, wenn die Gerade als Spezialfall des Kreises betrachtet
wird. Bei dieser Abbildung kann ohne weitere Angabe sofort die Zuordnung der Kreise zu den
Geraden bestimmt werden: Die Gerade mit Re [ Z2 | = konstant wird in den ganz in der rech-
ten Z1-Halbebene liegenden Kreis abgebildet, wihrend die Gerade Z2 mit Im [ Z2 | = konstant
im Bereich Re[ Z2] < 0 eine aktive Impedanz darstellt und damit auch iiber eine verlustbe-
haftete Leitung zu einer Impedanz mit negativem Realteil abgebildet werden kann.

Bei einer sehr langen verlustbehafteten Leitung ( o/ >>1 ) strebt die Eingangsimpedanz Zi
gegen den Wellenwiderstand Zw, wie dies mit einer Grenzwertbetrachtung von (7.7) gezeigt
werden kann.

7.3 Impedanztransformation des Reflexionsfaktors mit einer verlustbehafteten Leitung

Wihrend die Transformation der Impedanz nach (7.7) keine einfache, mit "Kopfrechnung"
abschitzbare Funktion ist, kann die Transformation sehr einfach dargestellt werden, wenn statt
der Impedanz Z> der entsprechende Reflexionsfaktor 12 beziiglich der Wellenimpedanz Zw
betrachtet wird. In Figur 7.5 ist der Reflexionsfaktor am Leitungsende 7> und der auf den
Leitungseingang transformierte Reflexionsfaktor r| dargestellt.

O -O

\/\> Ual Ua2 \/\>
~\U Ubi Up2z =\U

D x 2 )

O-

/

Figur 7.5  Wellen und Reflexionsfaktoren einer mit der Lastimpedanz Z> belasteten
Leitung. Transformation des Reflexionsfaktors.

Gemadss Definition (5.13) ist der Reflexionsfaktor 72

U2 U(l) 22— Zw (7.10)
U Ua( 1) D+ Zw

7 =

Am Leitungseingang ist definitionsgeméss

Ubi (7.11)
Ual

ry =

Nach (4.23) und (4.25) erfahren die hinlaufenden und die zuriicklaufenden Wellen U, und Up

auf der Leitung eine Dampfung und Phasendrehung um e~/ ! Damit kann r1 in Funktion von
r2 geschrieben werden:

U Uy oY1 7.12)
Ubl b2 € v (
= = V2 e_2’Yl

~
I
Il

B Qal B Qaz e’Yl
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—2y1 —2al 2B (7.13)

ry =nme =rne

Bei einer Transformation des Reflexionsfaktors r» tiiber eine Leitung auf den

Reflexionsfaktor rj erféhrt 72 eine Phasendrehung um 23 / in negativer Richtung

(Uhrzeigersinn) und eine Verdanderung des Betrages um den Faktor g 20 h

7.4 Impedanztransformation mit einer verlustfreien Leitung

Fiir die verlustfreie Leitung mit y/ =j B/ wird (7.7) zu

22 +j Zw tan B/ (7.14)
Zl = Zw :
Zw +j £2 tan Bl
mit =21/ Zw = Zw = reell

Diese Beziehung, die Transformation einer Impedanz iiber eine verlustfreie Leitung, spielt in
der Schaltungstechnik eine sehr wichtige Rolle: jede Zuleitung mit einer mit der Wellenlédnge
A vergleichbaren Linge wird also eine Lastimpedanz transformieren.

7.4.1 Der A /4-Transformator

Ein wichtiger Spezialfall der Transformation tiber eine verlustfreie Leitung ist die Transforma-
tion iiber eine Leitung der Lidnge /=A/4. Die transformierte Impedanz Z; ist fiir B/ =m/2
nach (7.14):

2 (7.15)

Z = —
4] 7

Der Nutzen des Viertelwellenlingen-Transformators (A /4-Transformators) wird am folgenden
Beispiel aus der Praxis offensichtlich.

Beispiel:

Gegeben: ein Gienerator mit Ouellenwiderstand Rq =25 Q,
ein Lastwiderstand Z2 = 100 Q
betrachtete Signalfrequenz f= 100 MHz (A =3m)

Gesucht:  eine Methode, um die Last leistungsméssig an den Generator anzupassen.

1. Losung: Verwendung eines Transformators mit einem Windungsverhéltnis wp/wi =2

nach Figur 7.6

Rq:25Q W2/W1:2

f=100 MHz Uq wi w2 Z> =100 Q

Figur 7.6  Leistungsanpassung eines Generators an eine Last mittels eines
Transformators
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Diese Transformatorlésung ist recht aufwendig, zudem =zeigen Transformatoren bei der
Frequenz von 100 MHz erhebliche Verluste. Eine wesentlich einfachere und kostengiinstigere
Losung ist:

2. Losung: Verwendung eines A/4-Transformators nach Figur 7.7 .

/=100 MHz Rq=25Q Zw=50Q, [=\4

Uq (™ Z>=100 Q

O
-

Figur 7.7  Impedanztransformation mit einem A/4 -Transformator

Damit der Generator mit einer Impedanz von 25 Q belastet wird, wird die Lastimpedanz Z>
mit einem A /4-Transformator auf Zj; =25 transformiert. Dies geschieht, wenn nach (7.7)
die Wellenimpedanz Zw =VZ1 Z£2 , in unserem Beispiel Zw =50 Q , gewihlt wird.

Die elektrische Linge / des A/4 -Transformators betrdgt dabei /=A/4 =75 cm. Die gleiche
Impedanztransformation tritt auch bei einer Leitungsldnge auf, die einem ungeraden Vielfa-
chen vom A /4 entspricht: /=A/4, 3A/4, 5A/4 ...

7.4.2 Die A/2-Leitung

Als weiteren Spezialfall betrachten wir die Transformation iiber eine Leitung der Linge A /2.
Mit B/ =1 wird Z1 nach (7.14):

21 =1L

Eine verlustlose Leitung der Linge /=A/2, A, 3A/2, ... transformiert eine Impedanz Z> auf
den gleichen Wert Z1 =Z> , unabhingig von der Wellenimpedanz Zy .

7.4.3 Transformation von Leerlauf und Kurzschluss

Als weitere Spezialfille der Transformationen von Impedanzen {iiber verlustfreie Leitungen
betrachten wir den transformierten Kurzschluss und den transformierten Leerlauf nach Figur
7.8 :

O -O O- -O
ZIK—> Zw, | =0 ZiL—= Zw, [ Zp =oo
O- O O- O

Figur 7.8 Transformation von Kurzschluss und Leerlauf iiber eine verlustfreie Leitung.

Beim Kurzschluss mit Z> =0 wird nach (7.14) die Eingangsimpedanz:

ZIK = j Zw tan Bl (7.16)

Beim Leerlauf mit Z> =« wird die Eingangsimpedanz:

ZI1L = —] Zwcot Pl (7.17)
Dabei sind (zur Erinnerung): B = n_ o v=»MAf= !
: - 7\‘ - v - - A'L’C’
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Aus (7.16) und (7.17) folgt
Zw = NZIK ZIL

(7.18) gilt auch fur verlustbehaftete Leitungen.
Fiir eine Leitungslinge /=A/8 sind die Kurzschluss- und Leerlaufimpedanzen:

ZIK(=A8) = jZw ZIL(I=N8) = =] Zw

(7.18)

Die behandelten Spezialfille des transformierten Kurzschlusses und des transformierten Leer-
laufs haben gezeigt, dass je nach Leitungslinge Zi induktiv (Im [ Z1 ]>0) oder kapazitiv
(Im [ Z1 ]<0) sein kann. In Figur 7.8 sind die Impedanzen Zix und ZiL in Funktion von B/
bzw. [ dargestellt.

VA K/jZW
A

L]

induktiv

(@]

X

[

U

|
I n/4 /2

l

T
S1t/2

3n
]

kapazitiv

induktiv

kapazitiv

B/

'

0

A8 A4

A

514

3N2

)

Figur 7.9  Normierte transformierte Kurzschlussimpedanz und Leerlaufimpedanz in

Funktion von B/ bzw. /

Der Verlauf von Zik und ZiL ist periodisch mit der Leitungslinge, mit der Periode A/ =A/2
bzw. AB/=r . Die Pole und Nullstellen von Zik entsprechen Nullstellen und Polen von Zjr.
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Figur 7.10 zeigt das elektrische Verhalten von kurzgeschlossenen und leerlaufenden Leitun-
gen von verschiedenen Léngen:

a) b)
O O e—— )

o}

| << A4 = | << M4 =

O O

d)
o ©
[ =AN4+n)\/2 = [ = M4+nA/2
o o :S o o

Figur 7.10 Das elektrische Verhalten von kurzgeschlossenen und leerlaufenden Leitun-
gen der Lingen / << A/4 und [/ = M4+nA/2; n=0,1,2,

o
o)

et Lal

Figur 7.10 a) und b):  fiir kurze Leitungslidngen / << A/4 verhilt sich die kurzgeschlossene
Leitung induktiv und die leerlaufende Leitung kapazitiv.

Figur 7.10 ¢c) und d):  fiir Leitungsldngen/ = A/4+nA/2; n=0,1,2, ... verhiltsich die
kurzgeschlossene Leitung wie ein Parallelresonanzkreis und und die
leerlaufende Leitung wie ein Serieresonanzkreis.

Das umgekehrte Verhalten finden wir fiir Leitungsldngen / = nA/2; n=1,2,3,

In der Hochfrequenztechnik spielen Leitungselemente dank handlicher Wellenldngen eine be-
sonders wichtige Rolle: sie werden in allen Schaltungen, wie Anpassungen, Filter, Koppler
usw. an Stelle von Induktivititen, Kapazititen, Serie- und Parallelresonanzkreisen eingesetzt.
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8. Das Smith-Diagramm

Die Transformationen der Impedanz (7.7) und des Reflexionsfaktors (7.12) tiber eine Leitung
zeigen, dass es, der einfachen Beziehung wegen, vorteilhaft wire, mit dem Reflexionsfaktor r
zu arbeiten. Wenn andererseits eine Leitung ein Teil eines Netzwerkes ist, das auch konzen-
trierte Elemente beinhaltet, dann kann nicht auf die Darstellung mit Impedanzen verzichtet
werden, wie das folgende Beispiel zeigt:

ZW,I
L
Zo = C| rl ) L ) R2 )
T YA 22
O

Figur 8.1  Beispiel der Transformation von konzentrierten Elementen {iber eine Leitung.

Die Eingangsimpedanz Z, der Schaltung nach Figur 8.1 kann mit folgendem Vorgehen ermit-
telt werden:

1
1/R2 + jo(C2

1. Bestimmung der Lastimpedanz: Z> =

L2 — Zw
2. Bestimmung des ausgangseitigen Reflexionsfaktors: r» = -————
L2 + Zw

3. Transformation des Reflexionsfaktors auf die Eingangsseite: r1 = 2 e—2Y1

1 +n

4. Bestimmung der Impedanz: Z1 = Zw —
1

5. Bestimmung der Eingangsimpedanz: Zo = m

In der Bestimmung der Impedanz Z, wird also abgewechselt zwischen der Impedanz/Admit-
tanz- sowie der Reflexionsfaktordarstellung. Der Wunsch nach einer schnellen, graphischen
Umwandlung zwischen der Impedanz/Admittanz- sowie der Reflexionsfaktordarstellung ist
also berechtigt und naheliegend. Das Smith-Diagramm erfiillt diesen Wunsch und es stellt ein
einfaches Hilfsmittel dar zur Analyse von Schaltungen mit Leitungselementen.

Das Smith-Diagramm wurde zu einer Zeit erfunden, als von Taschenrechnern mit komplexen
Funktionen nicht die Rede war. Heute wird schon die Schaltungsanalyse von einfachen Syste-
men numerisch vorgenommen. Das Smith-Diagramm bleibt aber weiterhin in Verwendung zur
Darstellung und schnellen Umrechnung von Z und Y auf r.

Nach (5.14) ist der Reflexionsfaktor
z -1 (8.1)

mitz: normierte Impedanz z = u+jv = é _ Abschlussimpedanz
= P = V= Zw  Wellenimpedanz
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Der Reflexionsfaktor ist also eine bilineare Abbildung (Mobius-Transformation) der normier-
ten Impedanz z. Bei allen praktischen Anwendungen ist dabei die Bezugs- oder Wellenimpe-
danz Zw rein reell.

Das Smith-Diagramm ist die Abbildung der komplexen
z-Ebene in die komplexe r -Ebene:

z -1 (8.2)
z+ 1

r=E&+jn

8.1 Eigenschaften des Smith-Diagramms

Figur 8.2 zeigt die Abbildung der Koordinatenachsen der komplexen Ebene der normierten
Impedanz z in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors 7 .

jv mn

z

Anpassung

z=1
v=0 /

0

Kurzschluss Leerlauf

Figur 8.2  Abbildung der positiven reellen Achse # und der imagindren Achse v der
normierten Impedanz z in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r .

a)Abbildung der positiv reellen Achse z = u+jv mit ¥ = 0...c und v = 0

u=1 =—1...+41 (8.3)
u+ 1

r=8%+jn =

Die positiv reelle Achse von der z-Ebene wird also in die Strecke —1 <r<+1 abgegildet.
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b) Abbildung der imagindren Achse z = u+jv mit u = 0 und v = —oo ... o0
jv -1 (8.4)
r = T
- v+ 1
Da nach der obigen Gleichung |r| = 1, wird die imagindre Achse der z-Ebene in den

Einheitskreis der r-Ebene abgebildet.

In Abbildung nach Figur 8.2 zeigt sich eine weitere bekannte Eigenschaft von konformen
Abbildungen: der rechte Winkel zwischen den Achsen der z-Ebene bleibt in der Abbildung
erhalten, d.h. der Einheitskreis (Abbildung von z = jv = —jeo...jeo ) und die Strecke
—1<r<+1 (Abbildung von z = u = 0 ... ) schneiden sich unter einem rechten Winkel.
Figur 8.3 zeigt die Abbildung der Geradenschar z = w+jv mit « = konstant in der  -Ebene.

%

N

-

Figur 8.3  Abbildung der Geradenschar z = u + jv der normierten Impedanz z mit
u = konstant in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors r .

Die Geraden u = konstant gehen in Kreise mit Mittelpunkten auf der &- Achse iiber.

~
|
AN
Il
<
|
—_
=
Il
(e

Punkt z = u+j0 wird abgebildet in

Punkt z = uxjeo  wirdabgebildetin r=§ =1, n=0

Figur 8.4 zeigt die Abbildung der Geradenschar z = u +jv mit v=konstant in der r-Ebene.
Sie besteht aus Kreisen mit Mittelpunkten auf der Geraden & = 1. Diese Kreise gehen durch
r=1 und schneiden den Einheitskreis rechtwinklig.

Es gilt allgemein:

_ z—-1 u+jyv -1 (8.5)
K_é+Jn_g+l_u+jv+l

' l+r 1+ &+jn (8.6)
SRR Rl
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Figur 8.4  Abbildung der Geradenschar z = u +jv der normierten Impedanz z mit
v = konstant in der komplexen Ebene des Reflexionsfaktors 7 .

Nach u und v aufgelost durch Zerlegung in Real- und Imaginérteile :

. 1 — @2 + nz) . M (8.7)
(1-8% + 1’ (1-8 + 7’
Daraus finden wir die Gleichungen der Kreisscharen fiir # = konstant und v = konstant
E-E0)*+n°=pa E-1)7+M-n0)=pt (8.8)
. _u 1 1 (8.9)
mit §0—1+u Pu=97y und Mo=pv=7
j 1 n ’

-

Figur 8.5  Kreisscharen im Smith-Diagramm fiir # = konstant und v = konstant.



- 43 -

Wie Figur 8.5 veranschaulicht, wird durch (8.8) der passive Bereich d. h. die rechte Hélfte der
z-Ebene ( Re [ z]>0) in das Innere des Einheitskreises der » Ebene abgebildet.

Figur 8.6 zeigt das Smith-Diagramm in der Form, wie es in der Praxis angewendet wird.

1/ VSWR = Umnin /' Umax Reflexionsfaktor r

o™ “, = fd [d

o o o o © o

1 | 1
T T
o

1 1

208
o9
L10

LB T

T T
o ©

@ ——00
2001
09
0507
0.0--00

T
o

40

30
0,06 4
0.04 -+ 02
0,02
0,01~ 0.1

— VSWR in dB

Zz =

il

R
7 =

b2
I

-
\

Figur 8.6  Smith-Diagramm fiir den praktischen Gebrauch.
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8.2 Anwendungen des Smith-Diagramms

8.2.1 Umwandlung zwischen Impedanz und Reflexionsfaktor

Beispiel 1:
Bestimmung des Reflexionsfaktors r einer Impedanz Zi, beziiglich der Wellenimpedanz Zy

Leitung: Koaxialkabel fiir Fernsehen mit Zw = 75 Q
Abschlussimpedanz der Leitung: Zp = 150 Q +j25Q

Zw

|

Figur 8.7  Bestimmung des Reflexionsfaktors » aus dem Smith-Diagramm

Mit Hilfe des Smith-Diagramms nach Figur 8.7 16st man die Aufgabe graphisch wie folgt:
1. Berechnung der auf Zw normierten Impedanz z :

7L (8.10)
z=—=2+j033

W

2. Eintragen des Wertes von z in das Koordinatennetz des Smith-Diagramms

3. Bestimmung des Reflexionsfaktors » durch Ausmessen der Koordinaten:

|7|=035 (8.11)

Zr=12° (8.12)



- 45 -

8.2.2 Bestimmung des Reflexionsfaktors entlang einer Leitung
Nach (7.13) transformiert sich der Reflexionsfaktor » in Abhéngigkeit der Ortskoordinate z :

r( = K(l) e_ZY(l_Z) — K(l) e—2OLAZe—2jBAZ (813)

mit Az=[]-z .
Beispiel 2: verlustlose Leitung

Fiir den Fall der verlustlosen Leitung ( oo =0 ) bewirkt (8.13) im Smith-Diagramm nur eine
Drehung des Reflexionsfaktors um den Winkel

2B Az=—4nAz/A (8.14)

Wenn wir unser Beispiel 1 weiterfithren und uns fiir den Reflexionsfaktor 7 (z) interessieren,
den wir in einer Distanz von Az=1[/-z=A/8 von der Abschlussimpedanz messen wiirden,
dann entspricht diese Verschiebung einer Phasendrehung des Reflexionsfaktors um

L. A _ T (8.15)
A8 2
Damit wird r(z) = 0.35212°-90° = 0.35/-78°

Die Phasendrehung des Reflexionsfaktors ist in Figur 8.8 dargestellt.

Zw

Figur 8.8  Transformation des Reflexionsfaktors » entlang einer verlustlosen Leitung
fiir eine Distanz von Az=A/8 .

Wir entnehmen aus dieser Darstellung auch die transformierte Impedanz Z (z)

Z(z) = (095-j0.75)-75Q = 71.25Q—-j56.25Q
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Beispiel 3: verlustbehaftete Leitung

Fiir den Fall der verlustbehafteten Leitung ( oo >0 ) erfihrt der Reflexionsfaktor nach (8.13)

zusidtzlich zur Drehung noch eine Reduktion seines Betrages um den Faktor 20 (=2

Figur 8.9 zeigt als Beispiel die Transformation der normierten Impedanz z (/) = 0.5 +j 2 iiber
eine Leitung mit einem Dampfungsbelag o0 = 0.25/ A .

| Zw |

0 ! (B_Q
| )2
r(Z)j z(l))

z
D:z=1

@ :z=1-\/8
Q@:z=1-N4
@:z=1-30/8
B:iz=1-\2

Figur 8.9  Transformation des Reflexionsfaktors » entlang einer verlustbehafteten
Leitung

Aus dem Smith-Diagramm wird fiir die normierte Impedanz z (/) ein Reflexionsfaktor

r () = 0.825 £ 51° abgelesen. Durch Transformation dieses Reflexionsfaktors mit (8.13) fiir
verschiedene Werte von z erhalten wir

zl ! \ % \ /- /4 \ [-30/8 \ -2

0.684Z 141° ‘ 0.6432£ 51°

r | 0.825£51° ‘ 0.775£ -39° ‘0.7284-129°

8.2.3 Umwandlung zwischen Admittanz und Reflexionsfaktor

Mit der normierten Impedanz z= Z/Zw und normierten Admittanz y= Y/Yw= 1/z ist
nach (8.2)

-1 y—1 (8.16)
v = = —
- ooz+ 1 v+ 1

N

Die Abbildung r (v) entspricht also der Abbildung von -7 (z).
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Die Abbildung r (v) entspricht der mit -1 multiplizierten Abbildung 7 (z),
d.h. das um 180° gedrehte Smith-Diagramm liefert die Abbildung r (v).

Figur 8.10 a) zeigt ein Ablesebeispiel eines Reflexionsfaktors als Funktion einer normierten
Admittanz mit Hilfe des um 180° gedrehten Smith-Diagramms.

Figur 8.10 Graphische Methoden zur Konversion zwischen normierter Admittanz y
Reflexionsfaktor » und normierter Impedanz z .
a) Drehung des Smith-Diagramms um 180° gibt die Abbildung der
komplexen y -Ebene in die komplexe r -Ebene.
b) Drehung von » um 180° zur Ablesung von y im Smith-Diagramm.

Da sich die Abbildungen von r(z) und r (v)=r(1/z) nur durch das Vorzeichen unterschei-
den, kann das Smith-Diagramm auch zur Bildung des reziproken Wertes einer komplexen Zahl
oder zur Umwandlung einer normierten Impedanz in eine Admittanz verwendet werden. Aus-
gehend von einer normierten Imedanz z wird im Smith-Diagramm der zugehorige Reflexions-
faktor r bestimmt. Der mit -1 multiplizierte Reflexionsfaktor r fiihrt im Smith-Diagramm
zur Ablesung des Wertes v, dem zu z reziproken Wert. Figur 8.10 b) veranschaulicht dieses
Verfahren.

8.2.4 Die Losung von Anpassungsproblemen mit dem Smith-Diagramm

Nach (8.14) erfahrt der Reflexionsfaktor r entlang einer verlustfreien Leitung eine Drehung
um den Winkel —4mA z/A , wobei Az=1[-z der Abstand zwischen der Messebene und der
Abschlussimpedanz Z1, ist. Wie aus Figur 8.11 ersichtlich ist, kann mittels einer verlustfreien
Leitung mit der Wellenimpedanz Zy jede Impedanz, die einen Reflexionsfaktor des Betrages
r beziglich Zw in irgend eine andere Impedanz mit unveréindertem Betrag des Reflexions-
faktors r iiberfiithrt werden. Die benétigte Leitungslidnge ist /< A/2.
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_pm

I~

Zw

A

N 1~
Ti J

Transformation einer Impedanz {iber eine Leitung mit Wellenimpedanz Zy

Figur 8.11
= Referenzimpedanz des Reflexionsfaktors.

Fiir eine allgemeine Transformation stellt sich die Frage, wie sich der Reflexionsfaktor r, der
auf eine reelle Referenzimpedanz Zy bezogen ist, verhdlt, wenn die Transformation iiber eine

Leitung mit einer Wellenimpedanz Zwo # Zw erfolgt, wie dies in Figur 8.12 dargestellt ist.

ZWO
Z : transformierte Impedanz

Z
/ ZL '
r . auf Zw bezogener Reflexionsfaktor

ro: auf Zwo bezogener Reflexionsfaktor

IN

Tf/u |

I~

Figur 8.12 Transformation eines auf die reelle Referenzimpedanz Zyw bezogenen
Reflexionsfaktors r iiber eine Leitung mit der Wellenimpedanz Zwo # Zw .

Fiir die Transformation einer Impedanz ZL. iiber eine verlustfreie Leitung der Wellenimpedanz

Zwo und der Lange / gilt nach (7.14):
=7 "0 Zwo +j ZL tan B/

mit B =2n/A
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Die Funktion Z (/) stellt einen Kreis mit Mittelpunkt auf der reellen Z -Achse dar, wie in Figur
8.13 dargestellt.

Im[Z] |

Figur 8.13 Kreisformige Ortskurve Z (/) der tiber eine Leitung der Wellenimpe-
danz Zwo und Lédnge / transformierte Impedanz Z1. .

Um die Richtigkeit der Ortskurve nach Figur 8.13 zu beweisen, schreiben wir (8.17) mit Zmin
als reeller Abschlussimpedanz.

(8.18)

ZL+j Zwotal'l Bl _ Zmin+ijotanB(l—lmin) _ Zmin+ijo - X
WOZwo+jZLtan[_’>l B WOZw0+jZmintanB(l—lmin) T owe Zwo +]j Zmin - x

mit x = tan B (/- lmin)

Bekanntlich ist die Inversion einer Gerade ein Kreis. Es ist nur noch zu zeigen, dass der
Kreismittelpunkt auf der Re [ Z] - Achse liegt, d. h. dass die konjugiert komplexen Werte

Z¥(x) von Z(x) ebenfalls auf dem Kreis liegen. Dies ist der Fall, da nach (8.18) der
konjugiert komplexe Wert Z* (x) = Z(—x) ist.

Aus (8.18) gilt ferner:
Zwo = NZmin Zmax (8.19)

Jeder vollstiandig in der rechten Halbebene liegende Kreis mit dem Mittelpunkt auf der reellen
Achse Re[ Z] stellt einen moglichen Transformationskreis dar. Diese Transformationskreise
schneiden die Re [ Z | -Achse bei den Werten Zmin und Zmax . Mit der gewéhlten Leitungswel-
lenimpedanz kann also die reelle Impedanz Zmin auf Zmax transformiert werden. Nach (8.18)
wird fiir eine Leitungsldnge / = Imin + 7 A/4 (n = ungerade Zahl ) eine reelle Impedanz Zmin
in eine reelle Impedanz Zmax transformiert.

Wird nun der Transformationskreis von der Z -Ebene in ein Smith-Diagramm mit beliebiger
reeller Bezugsimpedanz Zy, abgebildet, dann wird die Kreisform erhalten bleiben und alle
moglichen Transformationskreise sind wiederum symmetrisch zur reellen Achse. Dies folgt
aus der kreis- und winkeltreuen Abbildung der Mobius-Transformation. Danach muss bei der
Transformation der rechte Winkel der Tangenten in den Punkten Zmin und Zmax zur reellen
Achse erhalten bleiben. Dies bedeutet, dass der Kreismittelpunkt auf der reellen Achse liegen
muss.
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Figur 8.14 zeigt einen Transformationskreis im Smith-Diagramm.

Moglicher Transformationskreis:

Zwo = NZmin Zmax

Winkel ist nicht mehr proportional
zur Leitungslédnge

Kreiszentrum entspricht nicht
Zwo/ Zw

-]

Figur 8.14 Transformation einer Impedanz Z1. {iber eine Leitung mit Wellenimpedanz
Zwo # Referenzimpedanz Zy .

Wenn die Bezugsimpedanz Zyw des Smith-Diagramms nicht gleich der Wellenimpedanz Zwo
der Transformationsleitung ist, dann ist der Transformationskreis nicht mehr zentrisch im
Smith-Diagramm. Wie in Figur 8.13 kann auch in Figur 8.14, die Wellenimpedanz Zwo der
Transformationsleitung aus den Schnittpunkten des Transformationskreises mit der reellen
Achse ermittelt werden:

Zmin Z 8.20
Zwo = VZmin Zmax = Zw min - ~mhax ( )
ZW Zw

Bei Figur 8.14 ist zu beachten, dass die elektrische Linge auf dem exzentrischen Transforma-
tionskreis nicht mehr proportional zur Kreisbogenldinge ist wie in Figur 8.11. Auch entspricht
das Kreiszentrum nicht der Wellenimpedanz Zwo der Transformationsleitung.

Die exakte Lange der Transformationsleitung wird bestimmt, indem entsprechend der Darstel-
lung nach Figur 8.8 die ganze Transformation in ein Smith-Diagramm mit der Normierungs-
impedanz Zwo geméss (8.18) gezeichnet wird.

Figur 8.15 zeigt den moglichen Transformationsbereich einer Impedanz Zi, iiber eine Leitung
fuir verschiedene Wellenimpedanzen Zwo .
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Zwo—0
Zwo < Zw
Lwo ="Zw
Lwo > Zw

Lwo —>

Figur 8.15 Moglicher Transformationsbereich im Smith-Diagramm einer Impedanz Zi,
tiber eine Leitung mit Wellenimpedanz Zwo # Referenzimpedanz Zy .
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9. Leitungstypen

In den bisherigen Betrachtungen von Leitungen wurde nur von den priméiren Leitungskonstan-
ten L’, C’, R’ und G’ ausgegangen und darauf aufbauend das elektrischen Verhalten unter-
sucht. Die technische Realisierung von Leitungen und deren Eigenschaften wurden bisher
noch nicht behandelt. Von den Leitungen, die den untersuchten TEM-Wellentyp fiihren, sind
hauptsichlich folgende von technischem Interesse:

Koaxialleitung, Zweidrahtleitung und Streifenleitung

Fiir diese Leitungstypen sollen die primiren Leitungsparameter bestimmt werden. Dabei zeigt
es sich, dass je nach Frequenzbereich gewisse Vereinfachungen gemacht werden kénnen. Von
ganz besonderer Bedeutung ist dabei der Einfluss des Skineffektes (Stromverdringungseffekt
bei hohen Frequenzen), der die Leitungsddampfung mit zunehmender Frequenz zunehmen l4sst.
Fiir die Leitungstypen Koaxialleitung und Zweidrahtleitung konnen die Leitungsparameter mit
kleinem mathematischem Aufwand bestimmt werden. Fiir Mikrostreifenleitungen, namentlich
mit endlicher Metallisierungsdicke, sind numerische Feldberechnungsmethoden erforderlich.

9.1 Die Koaxialleitung

Die Koaxialleitung spielt technisch eine sehr bedeutende Rolle, sowohl fiir die Energieiibertra-
gung wie auch fiir die Kommunikationstechnik. Figur 9.1 zeigt den Aufbau eines Koaxialka-
bels, das mit verschiedenen Techniken gefertigt wird:

Aussenleiter

2r )
a Innenleiter

Dielektrikum

Figur 9.1 Aufbau eines Koaxialkabels.

Der Aussenleiter besteht aus einem Geflecht, einer gewickelten Folie oder ist ein solides Rohr,
meist aus Kupfer (eventuell versilbert) oder Aluminium. Der Innenleiter ist entweder massiv
oder besteht aus verdrillten Drahten, meist aus versilbertem Kupfer.
Das Dielektrikum ist entweder Luft (mit Stiitzscheiben oder Wendel zur Fixierung des Innen-
leiters) oder ein organischer Polymer (Polyethylen (PE), Polytetrafluorethylen (PTFE), Poly-
styren). Telefonkabel sind teilweise mit 6lgetrdnktem Papier isoliert.

Die relativen Dielektrizititskonstanten € sind:

Polyéthylen: 24..26
Teflon (PTFE): 2.1
Polystyrol und Polystren: 2.5..2.6

geschdaumte Stoffe: 1.02...1.24
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9.1.1 Berechnung der Leitungskapazitit

Zur Berechnung der Leitungskapazitit betrachten wir Figur 9.2

Figur 9.2  Zur Bestimmung des Kapazititsbelags C’

Definitionsgemdss ist der Kapazititsbelag C’

=2

= Ladungsbelag / Spannung zwischen Innen- und Aussenleiter

Mit einem Ladungsbelag O ist die elektrische Verschiebung D auf dem Innenleiter

Dri) = 2%/1

mit ri: Innenleiterradius

Die elektrische Verschiebung D im Isolator ist proportional zu 1/7 .

7] >
D(r) = D(ri)71 = 2% -

Die zugehorige elektrische Feldstirke E(r) ist

DG _ D)

E =
(V) € €0 &r

Die Spannung U zwischen Innen- und Aussenleiter ist
T

B S iy (VA
v= Iri Edr= e J.ri r = ome

mit ra: Aussenleiterradius

Wir finden daher fiir den Kapazitétsbelag C’

o9 2ne 556 {pF:|

T U T In(ra/r)  In(ra/r) | m

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)
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9.1.2 Berechnung der Leitungsinduktivitit

Der Induktivititsbelag L’ setzt sich zusammen aus dem:
a) inneren Induktivitédtsbelag L7 , herrithrend vom magnetischen Feld im Innen- und
Aussenleiter und
b) dusseren Induktivitétsbelag L’ , herrithrend vom magnetischen Feld zwischen den Leitern.

Wihrend die Berechnung des dusseren Induktivitdtsbelags einfach ist und keine Unsicherhei-
ten birgt, ist die innere Induktivitidt abhingig von der Stromverteilung in den Leitern. In einem
ersten Schritt nehmen wir eine vollig homogene Stromverteilung an und bestimmen die zuge-
horige Induktivitdt. Diese Stromverteilung stellt sich bei Gleichstrom und sehr niedriger Sig-
nalfrequenz ein. In einem zweiten Schritt betrachten wir die Induktivitit bei hoherer Signalfre-
quenz. Der innere Induktivititsbelag L7 setzt sich zusammen aus den Induktivititsbeldgen des
Innenleiters und des Aussenleiters L’ und L’ .

Die innere Induktivitit

Zur Bestimmung des Induktivitdtsbelags des Innenleiters L3ii bei Gleichstrom (homogene
Stromverteilung) gehen wir von Figur 9.3a aus

Figur 9.3  Darstellung der Feldverteilung in einem Koaxialkabel zur Bestimmung der
inneren Induktivitét: a) Innenleiter b) ganzer Kabelquerschnitt.

Bei einem Innenleiterradius 7 betrachten wir den Strom, der innerhalb eines Radius r fliesst.
Das Umlaufsintegral der magnetischen Feldstirke H iiber dem Kreis mit Radius r ist:

{rdr=1¢) 9.6)
mit / () = in der Kreisflache mit Radius » fliessender Strom.
{HdI=2mr H =1 () = I, /i 9.7)

mit /i: Strom im Innenleiter.

Damit finden wir fiir die magnetische Feldstiarke H :

o (9.8)

Hr)=1 )

2Tri
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Wir bestimmen den Induktivititsbelag L’ iiber die im Innenleiter gespeicherte magnetische

Energie pro Langeneinheit W ’mj.

2

o o HB
mi = Lii 5 = IAsz
mit A4: Querschnitt des Innenleiters
Mit B=pH und d 4 =2nrdr ist
-
mi = T _[ H%dr
0
Mit (9.8), (9.9) und (9.10) :
SN S TV G YR Y

Der innere Induktivitétsbelag des Innenleiters Lj ist somit:

%.

i1zi
81

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

Der innere Induktivitdtsbelag L’ ist bei konstanter Stromdichte unabhdngig vom Radius ri
des Innenleiters. In gleicher Weise kann der innere Induktivititsbelag des Aussenleiters L’ia

bestimmt werden. Fiir d/ra < < 1 gilt ndherungsweise (ohne Herleitung):

mit d: Dicke des Aussenleiters.

Damit ist der innere Induktivitétsbelag L3 :

k=
o0 |—

d
i = Lii+ Lia= ( +)
T 6Va

Die dussere Induktivitiit

Die magnetische Feldstirke im Bereich rj < r < ry ist:

1.
H(r)= 2—T‘v

Somit ist die magnetische Energie pro Langeneinheit in diesem Bereich:

2 r 2
I~ ('uH _BLhT
5 = 2 2nrdr = i nri

2
Wma= L’a

(9.13)

(9.14)

(9.15)

(9.16)
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Daraus erhalten wir den dusseren Induktivitdtsbelag L’a der Koaxialleitung:

) 9.17
La = ﬁ IHE ( )
T ri

Ein Vergleich der inneren und dusseren Induktivititsbeldge (9.14) und (9.17) zeigt, dass fiir
ri << ra der dussere Induktivitidtsbelag L’a immer dominiert. Dies gilt noch in verstirktem
Mass bei einer Stromverteilung bei hohen Signalfrequenzen. Die Induktivititsbeldge liegen
offensichtlich in der Grossenordnung der Permabilitétskonstante i = lo Wr . Bei praktisch allen
Leitungen ist die relative Permabilitdtskonstante [y =1 . Damit sind die priméren Leitungskon-
stanten der verlustfreien Koaxialleitung bestimmt. Figur 9.4 zeigt das Ersatzschaltbild mit dem
Kapazitatsbelag C’ und den inneren und dusseren Induktivitdtsbeldgen.

L(z)  Liadz Liidz Ladz I(z+dz) 1(z) L’dz I(z+d z)
O.Tﬁvvx_ﬁv“_mw_@ o j_ T o
Ue) T Cdz UzHdz)| — @) T CE e
O - O O - O

Figur 9.4  Ersatzschaltbild der verlustfreien Koaxialleitung bei niedrigen Frequenzen.

Unter Vernachldssigung der inneren Induktivitédtsbeldge finden wir:

Die Leitungskonstanten der Koaxialleitung:

D= La=2 ™2 200m [“H} ©.18)
21 i ri | m
,  ome er  [pF (9.19)
¢ = Inra/ri 336 In ra/7j {m}

3 L Inra/ri  Jp In ra/ri (9.20)
Zw=Neg = o Ne =600 Ver

Die Leitungskonstanten L’, C’ und Zw von Koaxialleitungen sind in Figur 9.5 in Funktion von
ra/ri dargestellt. Mit gut realisierbaren Radienverhéltnissen ra/7i liegt die Wellenimpedanz Zy
von Koaxialleitungen mit Luft oder einem Kunststoff als Dielektrikum im Bereich 30 Q bis
100 Q . Fir die Normwellenimpedanzen 50 Q und 75 €Q ist das Radienverhéltnis mit
PE-Isolation ( & =2.25):

Zw = 50Q: ra/ri = 3.4
Zw = T75Q: ra/ri = 6.4



-57 -

c oy § £
[ pF/m ] [nH/m ]
250 - - 1000
200 800
150 ..'. C .... ® e / GOO
L
100 .'.. e —~d.. — | "1 400
. T i . er=2.25 .
// """""" ~_ ............................... .:
0 / &r = 1 0
Zw )
[Q]
200
e=1
150 ——
— | =225
&= 2.
100 /////
/
50 ,/ﬁ/
o L= ro/n

=
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Figur 9.5  Leitungskonstanten L’, C’ und Zw von Koaxialleitungen fiir & = 1 (Luft)
und & =2.25 (Polyéthylen)

9.1.3 Verluste in Koaxialleitungen

In allen Leitungstypen treten Verluste auf. Da die Koaxialleitung dank der Rotationssymmetrie
sehr einfach zu beschreiben ist, werden die Verluste an dieser Stelle eingefiihrt. Die gleichen
Verlustphdnomene treten auch in anderen Leitungstypen auf, sind aber mathematisch kompli-
zierter zu beschreiben. Die dominierenden Verluste sind die Ohmschen Verluste der metalli-
schen Leiter. Weniger bedeutend sind die dielektrischen Verluste, auf die zuerst eingegangen
werden soll.

Die dielektrischen Verluste

Alle Isolatoren zeigen, mehr oder weniger ausgeprigt, Umpolarisierungsverluste. Diese kon-
nen, je nach Material, im gesamten Frequenzbereich, vom Audiobereich bis zu optischen
Frequenzen, auftreten. Ein einfaches Modell dieser Verluste ist in Figur 9.6 dargestellt.

Mit diesen Verlusten erscheint im Leitungsersatzschaltbild parallel zum Kapazititsbelag ein
Leitwertbelag G () :

Y = joC + G (®) (9.21)

G’ ist im allgemeinen frequenzabhingig. In beschridnkten Frequenzbereichen gilt
nidherungsweise:

Re[ _ G () ~ onst (9.22)
Im '

5 Y]
tan 0 = [K] oC
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O ist der sogenannte Verlustwinkel. Fiir kleine Verlustwinkel gilt mit 8 = tan & daher

G@=~wCd~ f (9.23)

10 0 0 0 0 9

® 00 60 0 0
~ | @ @60 6
® 00 60 0 0

{6 © 6 6 6 ©

Figur 9.6  Modell der dielektrischen Verluste.

"Reibungsverluste"
bei Umpolarisierung

A==

Die Ohmschen Verluste, der Skineffekt

Bei tiefen Frequenzen ist die Stromdichte in den Leitern ortsunabhingig. Der Widerstands-

belag R’ ist dann
,_p(1 1 (9.24)
B [riz " 2(ra+d/2)dj

mit p : spezifischer Widerstand, Geometrie gemiss Fig 9.3b
Dass bei hoheren Frequenzen die Stromdichte in den Leitern nicht mehr ortsunabhéngig sein
kann, kann mit folgender Uberlegung qualitativ erklirt werden.
Wir betrachten dazu eine Koaxialleitung im Léngsschnitt nach Figur 9.7.

r r
=R ; N
5 E::& © ©y 8 8 \%::3
- 83 oy
0 0 0 o
ra
o He o o
J =0) @ @ J(f>0) @
— g: 9 o %g///g 3::?
8 = o Q17 EOLS S
8 | . ri [l
£
o . _

Figur 9.7  Langsschnitt durch eine Koaxialleitung zur Erkldarung des Skineffektes.
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Bei der Frequenz f=0 ist die Stromdichte J () im Leiterinnern
J (r) = konstant

Bei einer Frequenz > 0 wird das magnetische Feld zu einem Wechselfeld, das, wie im Figur
9.7 gezeigt, Kreisstrome anregt. Diese Kreisstrome bewirken, dass gegen das Innere des
Leiters die Stromdichte kontinuierlich abnimmt.

Bei einer ebenen oder nur wenig gekriimmten Oberfliache stellt sich eine exponentielle Abnah-
me der Stromdichte mit der Tiefe im Leiter ein. Eine Herleitung fiir die Stromverdringung,
dem sogenannten Skineffekt, findet sich im Anhang.

Ein Oberflachenstrom mit durch Skineffekt exponentiell abnehmender Stromdichte ist charak-
terisiert mit der Eindringtiefe &s , d.h. der Tiefe, bei der der Betrag der Stromdichte gegeniiber
der Oberfliche um einen Faktor e abnimmt. Diese Eindringtiefe Os ist

0 = \/wic - ’\/nflpm o

mit o: elektrische Leitfdhigkeit ¢ = 1/p

Fir den Fall mit ausgepriagtem Skineffekt, d.h. wenn der Kriimmungsradius der Leiterober-
flache rk >> Js ist, kann eine Oberflichenimpedanz Zo definiert werden:

7o = L (ra)  Oberflichenfeldstirke (9.26)
£ = I’ Oberflichenstromdichte
mit I’: Oberflichenstromdichte I = Jml(r) dr
ra

Diese Oberflichenimpedanz Zg kann nach Figur 9.8 als die Impedanz eines quadratischen
Stiickes der Leiteroberflache betrachtet werden.

e ) ) 9.27
Zo=Toup = 1+)\2EP = 1+ 027
mit Rg:: Oberflichenwiderstand
2
Ra = RelZ2] = \[*EP = Vefip -

Die Oberfldchenimpedanz ist induktiv, wobei Realteil und Imaginérteil von Zo gleich gross
sind. Die Leitungsverluste sind durch den Oberflaichenwiderstand Rg bestimmt und sind
somit proprotional mit \/f . Fiir die besten Leiter, Kupfer und Silber ist ndherungsweise

B 7 (9.29)
Ra =250 uQ \/[MHZ]
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Figur 9.8  Darstellung der Stromverteilung an der Leiteroberfldche zur Definition der
Oberflachenimpedanz bei ausgepragtem Skineffekt.

Figur 9.9 zeigt den Oberflichenwiderstand Rn und die Eindringtiefe s fiir Silber in Funktion
der Frequenz.

65 A RD
1 |
1 =\ i 0.01
0.1k 0.1
0.01k 1
n \; 10
0.001 L bl vl v ol el 1y L -
0.01 0.1 1 10 100 1000 [MHz ]

Figur 9.9  Eindringtiefe 8s und Oberflichenwiderstand Ry fiir Silber in
Abhingigkeit der Frequenz f.

Ausgeprigter Skineffekt tritt in vielen Leitungen der Kommunikationstechnik auf: z.B. auf
Datenleitungen (Ethernet, Token Ring) und Kabelfernsehnetzen (50 MHz < f'< 500 MHz).
Merklicher Skineffekt erscheint schon in einer 50 Hz Energieversorgung bei grossen Sammel-
schienen aus Kupfer mit ds = 1 cm.
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Koaxialleitungen mit ausgeprigtem Skineffekt

Nach Figur 9.9 tritt schon bei Frequenzen /> 100 kHz bei Leiterdicken > 0.4 mm ein ausge-
priagter Skineffekt auf. Die Skin-Verluste dominieren eindeutig das Dampfungsverhalten von
Leitungen. Bei allen Leitern kann mit einer Vergrosserung des Leiterquerschnittes eine mit der
Leiterdimension proportionale Reduktion des Widerstandsbelages erreicht werden. Es stellt
sich aber noch die Frage, ob mit einer geeigneten Wahl des Verhéltnisses von ra/ri bei
konstantem Radius 7, eine Optimierung der Verluste moglich ist. Im Folgenden wird diese
Optimierung untersucht. Der Widerstandsbelag R’ bei ausgepragtem Skineffekt ist

Ra Ra (9.30)
2TCVa 27U"i

R =

Aussenleiter Innenleiter

Die dielektrischen Verluste werden vernachléssigt. Wellenimpedanz und Ausbreitungskonstante
bestimmen sich mit (4.17) und (4.20), wobei G’ =0 :

A /R’ + jo L’ (9.31)
Lw = - .
jo C

Y=VR +jol) joC (9.32)

Wie erwiéhnt, ist der resistive Anteil der Oberflaichenimpedanz gleich dem induktiven Anteil.
Der Induktivitidtsbelag L’ ist hauptsdchlich durch den &dusseren Induktivitdtsbelag L’a be-
stimmt, und es gilt:

R << ol’

Die Wellenimpedanz kann damit als reelle Wellenimpedanz Zy gendhert werden:

A (9.33)
Zy = \/ =

Die Ausbreitungskonstante Y wird mit R’ << L’ zu

B Do " / R . — R (9.34)
y=o+jB=joNLC 1+j0)L’ =~ joNL’C [1+2ij,j
Daraus
n~_ X _F (9.35)
NL/C 22w
B=oVL'C (9.36)

Mit diesen Ndherungen entsprechen Zw und [ den entsprechenden Beziehungen der verlust-
losen Leitung. Das Déampfungsmass o ist dagegen proportional zum Widerstandsbelag R’.
Der Widerstandsbelag ist andererseits fiir die Koaxialleitung und alle andern Leitungstypen bei
ausgepriagtem Skineffekt proportional mit dem Oberflachenwiderstand Rq .

Damit gilt fiir das Dampfungsmass o :

o~ Vop
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Auf der Suche nach dem optimalen Radienverhiltinis ra/ri setzen wir (9.20) und (9.30) in
(9.35) ein:

B Rao 1 +7ra/ri (9.37)
2I"a VH/E lnra/l"i

o

Wir bestimmen das Extremum fiir o (ra/ri) , indem wir den zweiten Faktor von (9.35)
differenzieren und gleich null setzen:

do Ra ( 1 1+ra/ri J_ 0 (9.38)

d(ra/ri) 2ra /e Inra/ri (Inra/ri )2 ra/ri

Fiir das optimale Verhiltnis ra/ri gilt:  Inra/ri = 1 +ri/ra
Daraus ermittelt sich das optimale Verhéltnis: ra/ri = 3.59.

Die Wellenimpedanz fiir minimale Dadmpfung einer Koaxialleitung ist nach (9.20):

In ra/ri ’ ’ 9.39
Zwopt = % % = 76.6 t:lrr [Q] (©-39)

D.h. eine luftisolierte Leitung hat die optimale Wellenimpedanz Zwopt = 76.6 L; fiir eine
PE-isolierte Leitung mit & =2.25 ist Zwopt = 51 Q . Die Funktion ol (ra/7i) hat allerdings
ein sehr flaches Optimum. Nach der Darstellung in Figur 9.10 variiert der Dampfungsbelag
um 10 % in einem Bereich 2.3 < ra/ri <6 .

1\
1.5

N

1

0.5

0 -
1 2 3 4 5 6 ra/Ti

Figur 9.10 Normierter Ddmpfungsbelag o/0tmin in Funktion des Verhiltnisses ra/ri
der Radien von Aussen- und Innenleiter der Koaxialleitung.

Nach dieser Betrachtung der Verluste in der Koaxialleitung scheint also die Wahl der
Stan-dardwellenimpedanzen der Kabel in der Nachrichtentechnik von Zw = 50 und in der
Fernsehtechnik Zw = 75Q kein Zufall zu sein.

Die nachfolgende Tabelle zeigt den Aufbau und typische Parameter von gebrduchlichen
Koaxialkabeln. In Figur 9.11 ist die Kabeldampfung in Funktion der Frequenz dargestellt.
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Aufbau von gebriuchlichen Koaxialkabeln:

Bezeichnung Zw Di/Dgy v/Co
Innenleiter, Dielektrikum, [ Q] [mm/mm] [ %]
Aussenleiter

RG-58C/U

verzinnte Cu-Litze, Polyédthylen, 50 £2 0.9/2.95 66

Geflecht aus verzinnten Cu-Drihten

RG-400/U
versilberte Cu-Litze, Teflon,

doppeltes Geflecht versilberter
Cu-Drihte

50£2 1.0/2.95 69

RG-214U
versilberte Cu-Litze, Teflon,

doppeltes Geflecht versilberter
Cu-Drihte

50 +2 2.25/7.25 69

Figur 9.11 zeigt die Ddmpfung der Kabeltypen RG-58C/U, RG-400/U und RG 214/U
in Funktion der Frequenz

o |
[ dB/m ]

10 F

RG—400/U

i <

=l

0.01

F\’G—58C/U
7 -~

/

0.001 o -
1 10 100 1000 10000 [ MHz]

Figur 9.11 Démpfungsbelag o der Kabeltypen RG-58C/U, RG-400/U und RG 214/U
in Abhéngigkeit der Frequenz f

Bei reiner Skineffekt-Démpfung nimmt die Dampfung mit \/f zu. Bei den hohen Frequenzen
ist der Einfluss der dielektrischen Verluste erkennbar.
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9.2 Die Zweidrahtleitung

Paralleldrahtleitungen werden in der Kommunikationstechnik als

- Teilnehmerleitungen in der Telefonie

- Datenleitungen (geschirmte und ungeschirmte) eingesetzt.
Namentlich in der zweiten Anwendung erlebt die Zweidrahtleitung eine wahre Renaissance.
Mit modernen Codierungs- und Modulationsverfahren wurde der nutzbare Frequenzbereich
wesentlich erweitert und der Nachteil der hohen Dampfung gemildert. Vorteile der verdrillten
Zweidrahtleitung sind die niedrigen Herstellungskosten und die leichte platzsparende Verleg-
barkeit. Mit Drahtdurchmesser d und Drahtabstand D gilt fiir Zw (ohne Herleitung):

_120 D (9.40)
Zw = \/garcoshd[ﬂ]
Fir D>>d Zw = 1/2_0111%[9] (9.41)
Er

Figur 9.12 zeigt die Leitungskonstanten L’, C’ und Zw in Abhédngigkeit von D/d .

: d ’
il p O =

80 // 2000
"
60 — — 1500
40 1000
20 /4 ..... 500
0 0
Zy |
[Q]
600 —
//
//
400 —
—
1
//
0 -
1 2 4 6 8 10 20 40 60 80 p,g4

Figur 9.12 Kapazititsbelag C’, Induktivititsbelag L’ und Wellenimpedanz Zy der
Zweidrahtleitung in Funktion des Verhiltnisses von Drahtabstand D zu
Drahtdurchmesser d fiir &r = 1.
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9.3 Die Mikrostreifenleitung

Die Mikrostreifenleitung ist die gebrduchlichste planare Leitung. Figur 9.13 zeigt deren
Aufbau.

Streifen (Cu, Au)

Substrat (Isolator)

Grundplatte (Cu, Au)

Figur 9.13  Aufbau einer Mikrostreifenleitung.

Sie findet breite Anwendung in der Elektronik und Hochfrequenztechnik in

- Leiterplatten fiir analoge und digitale Schaltungen,

- hybride Hochfrequenzschaltungen und

- monolithisch integrierte Schaltungen der Hochfrequenztechnik.
Das Dielektrikum der Mikrostreifenleitung besteht aus zwei Teilen: zwischen Streifenleiter
und Grundplatte ein organischer oder anorganischer Tréger, iiber dem Streifenleiter Luft. Die
Mikrostreifenleitung ist somit eine querinhomogene Leitung und zeigt sehr komplexe Eigen-
schaften der Wellenleitung. Allerdings erlaubt die quasistatische Néherung mit aus der Elek-
trostatik ermittelten priméren Leitungskonstanten L’ und C’ eine in den meisten Fillen hinrei-
chend genaue Beschreibung der Leitungseigenschaften. L’ und C° konnen analytisch iiber
konforme Abbildungen oder mit numerischen Feldberechnungsmethoden ermittelt werden.
Wihrend das Dielektrikum den Induktivitdtsbelag nicht beeinflusst, ist der Kapazititsbelag
davon abhéngig. Das elektrische Feld verlduft teilweise in der Luft und teilweise im Tragerma-
terial. Der Kapazititsbelag ist daher grosser als im querhomogenen Fall mit einer einzigen
Dielektrizitdtskontante €= 1 , aber kleiner als im querhomogenen Fall mit der Dielektrizitéts-
konstanten & (Substrat) des Trigermaterials. In der querinhomogenen Leitung wird eine
effektive Dielektrizitdtskonstante € wie folgt definiert:

1. Im querhomogene Fall mit & =1 ist der Kapazititsbelag C’
2. In der querinhomogenen Leitung ist der Kapazititsbelag C’.
Die effektive Dielektrizitdtskonstante €re 1st

gre = C'/C% mit 1 < €re < & (Substrat) (9.42)

Da im querhomogenen Fall mit & = 1 die Phasengeschwindigkeit vp gleich der Lichtgeschwin-
digkeit co ist, gilt fiir die querinhomogene Leitung

SR B (9.43)
PELC T Ve

Da die analytische oder numerische Ermittlung der Leitungskonstanten L’ und C* aufwendig
ist, sind verschiedene fiir praktische Bediirfnisse hinreichend genaue Naherungen fiir die
effektive Dielektrizititskonstante €re und Wellenimpedanz Zy entwickelt worden.



- 66 -

Naherungsformeln fiir € und Zw

o e+ 1 N er—1 €r = & (Substrat)
T2 W1+ 12h/w
fiirw/h<1
60 h w
Iw = In| 8—+0.25— Q
= { " P J [Q]
fir w/h2>1
Zw _ 1201/ NEre [Q]

w/h+1.393 4+ 0.667 In (w/h+ 1.444)

(9.44)

(9.45)

(9.46)

In Figur 9.14 sind Zw Vere und € in Funktion des Verhiltnisses w/A der Mikrostreifen-

leitung dargestellt.

Zy ee
[Q])
250

\

200

\

190

100

50

e A

Er

|\

0

0 1 2 k& 4 5)

Figur 9.14 Zw Vere und &re in Funktion des Verhiltnisses w/k der
Mikrostreifenleitung.

Y

w/h
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10. Betriebsbereiche von Leitungen mit Ohmschen Verlusten

Bei den meisten Leitungen mit metallischen Leitern sind die Ohmschen Verluste dominierend.
Das Leitungsersatzschaltbild vereinfacht sich dann gemiss Figur 10.1.

Rdz Ldz
o——-1 1} N + v -0
Gdz j—

/
Cdz
/9N T
O - -0

*

Figur 10.1 Leitungsersatzschaltbild bei vernachldssigbaren dielektrischen Verlusten.

Grundsitzlich sind fiir dieses Ersatzschaltbild drei verschiedene Betriebsfrequenzbereiche
definierbar:

1. Niederfrequenter Betrieb
Bei niedrigen Frequenzen mit R’ > ®L’ kann im Ersatzschaltbild Figur 10.1 der Induktivitits-

belag L’ vernachldssigt werden. Diese Betriebsart wird in &lteren Lehrbiichern auch als
"Kabeltyp" bezeichnet.

2. Hochfrequenter Betrieb
In diesem Frequenzbereich ist R” < L’. Dabei entspricht R> dem Widerstandsbelag mit kon-

stanter Stromdichte (ohne Skin-Effekt). Das giiltige Leitungsersatzschaltbild entspricht dem
von Figur 10.1, mit R* konstant.

3. Hochfrequenter Betrieb mit ausgepragtem Skineffekt
In dieser 3. Betriebsart ist R* << ® L’. Der Widerstandsbelag R’ bestimmt die Leitungsverluste

und wird deshalb nicht vernachldssigt. R° wird durch den ausgeprédgten Skineffekt bestimmt,
dh. R"=Ro Vo/wo .

In den meisten technisch verwendeten Leitungen tritt der hochfrequente Betrieb mit frequenz-
unabhédngigem Widerstandsbelag R’ nicht deutlich in Erscheinung, d.h. das Leitungsverhalten
geht vom niederfrequenten Betrieb direkt tiber in den hochfrequenten Betrieb mit ausgeprag-
tem Skineffekt. Vollstindigkeitshalber werden alle drei Betriebsarten dargestellt.

10.1 Niederfrequenter Betrieb
Mit R’ >> oL’ finden wir die Wellenimpedanz Zw aus (4.17) und (4.20):

R +jolL’ R +joL R : R (10.1)
ZW = 5 . y = . s = : s = ( l _.] ) b
G +joC jo C jo C 20 C

und die Ausbreitungskonstante

®R’C’ (10.2)
2

Y=V(R +joL’ ) (G’ +joC’) =\joR’C’ =(1 +j)

Im niederfrequenten Betrieb ist der Dampfungsbelag gleich dem Phasenbelag :

wR'C’ (10.3)
2

o= =
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Mit der vorliegenden Frequenzabhingigkeit von o und B ist die Leitung dispersiv und eine
Signaliibertragung ist mit einer Verzerrung verbunden. Leitungen im niederfrequenten Betrieb
sind meist elektrisch kurz, d.h. Leitungslinge / << Wellenldnge A.

10.1.1 Beispiel einer Leitung im niederfrequenten Betrieb: diinnes Koaxialkabel
Dimensionen: ri=0.25mm ra=0.75mm

Leitungskonstanten: L’ =250 nH/m C =100 pF/m Zwyn= VL /C’ =50 Q
R’ =100 mQ/m (fiir Kupferleiter 6 = 60 - 108 S/ m)

Als Grenzfrequenz fg fiir den niederfrequenten Betrieb wird definiert:

wel’ = R’ (10.4)
0y R (10.5)
Daraus Jg =27f = ol

Mit den obigen Leitungsparametern eingesetzt:

- _ dB f
fo= 64 kHz 0c-0.0486[ m}\/[MHZ]

Figur 10.2 zeigt die Ortskurve fiir die normierte Wellenimpedanz Zw ( f)/Zwn mit
Normierung: Zwn = NL’/C’

Im[ Zw]/Zwn b

| » ~ |/ [kHz]

0.5

—10 = Re[ Zw]/Zwn
0 2 4 6 8 10

Figur 10.2 Ortskurve der normierten Wellenimpedanz Zw (f)/Zwn einer
Koaxialleitung mit R> =100 mQ/m C’ =100 pF/m L’ =250 nH/m
und Zwn = VL’/C’ =50 Q im niederfrequenten Betrieb.

10.1.2 Beispiel einer Leitung im niederfrequenten Betrieb: Mikrostreifenleitung einer
integrierten Schaltung

Figur 10.3 zeigt den Aufbau einer Mikrostreifenleitung auf einem Siliziumsubstrat einer
integrierten Schaltung. Typische Parameter einer solchen Leitung sind:

Material =Al, w=35 um, t=1um, h=1um Isolator: er=2.3
v/co=0.7 R =10kQ/m L =380nH/m C =60pF/m Zwn= VL/C =80Q
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Daraus ermittelt sich die Grenzfrequenz fg fiir niederfrequentes Verhalten zu

Figur 10.3 Mikrostreifenleitung einer integrierten Schaltung

Im allgemeinen ist das Substrat wesentlich hochohmiger als die Metalleitungen, die exakte
Berechnung der Leitungsparameter einer Einzelleitung kann daher recht aufwendig werden.
Befinden sich dagegen andere geerdete Metalleitungen in der Nihe, dann bewegen sich die
Leitungsparameter in relativ engen Grenzen. Fiir den Frequenzbereich, der in integrierten
Schaltungen verarbeitet werden kann, verhalten sich die On-Chip-Leitungen wie niederfre-
quent betriebene Leitungen. Fiir dieses Beispiel sind Phasen- und Ddmpfungsbelag

_ Q- _f | Np |~ f dB (10.6)
a—B~1.5\/[MHZ] {m}_lz.ml[MHz] {m}

Diese Dampfung tritt dann auf, wenn die Leitung mit der komplexen Wellenimpedanz Zw
abgeschlossen wiirde. In diesem Fall erhalten wir fiir das Spannungsverhéltnis Uz/Uj:

L o) (10.7)
=¢
Ui

Figur 10.4 zeigt den Verlauf dieser Funktion fiir das vorhin angegebene Zahlenbeispiel.

wl o)

ur
0
—-10
-20 \\
—-30 \
~40

1 1 1 \ f
0.1 1 10 [MHz]

Figur 10.4 Diampfung einer mit der Wellenimpedanz abgeschlossenen Onchip-Leitung
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Diese Betriebsart mit Wellenanpassung wird in der Praxis kaum angewandt, da sie schwierig

zu realisieren ist. In integrierten Schaltungen ist der Abschluss meist hochohmig und kapazitiv.

Zur Bestimmung des Dadmpfungsverhaltens der leerlaufenden On-Chip-Mikrostreifenleitung

beniitzen wir das Leitungsersatzschaltbild nach Abschnitt 7.1. Das Ersatzbild der mit einer

idealen Spannungsquelle gespeisten und leerlaufenden Leitung ist in Figur 10.5 dargestellt.
Z11 A

)

@ Ul Y1 106}

» O

Figur 10.5 Ersatzschaltung der leerlaufenden On-Chip-Leitung.

: . ¥ (10.8)
Die Elementwerte sind: ZT1 = Zw tanh 5
Yo = L sinh y/ (10.9)
Zw
. W 1 1 (10.10)
Das Spannungsverhéltnis ist: —= = 7
U In(Zn+l/in) 1+ tanhzé sinh v/
. . x coshx—1 . U 1 (10.11)
Mit der Beziehung tanh > = cinhx ist: Ui = coshyl

Figur 10.6 zeigt das Dadmpfungsverhalten der leerlaufenden On-Chip-Leitung fiir das
betrachtete Zahlenbeispiel.

vl o
Ui [=1m
—10 S~

N

440 1 1 1 1 1 1 1 1 S—
0.1 1 10 L[ MHz]

Figur 10.6 Déampfung einer leerlaufenden Onchip-Leitung

Wie verhdlt sich nun eine typische "lange" On-Chip-Leitung der Lénge /= 1 cm bei
Frequenzen < 100 MHz ?
Aus (10.6) istmit f<100MHz o/ < 0.15 << 1

Mit | ¥/ | << 1 kann cosh y/ entwickelt werden: coshy/ = 1 +; (yl )2 + ...
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Damit wird fiir /=1cm und /=100 MHz

2 1 - 1 _ 1 (10.12)
U 1+;(xl)2 1+ij’C’12/2 1+50.019

Dieses Resultat ist einfach und naheliegend, es kann auch direkt aus dem Ersatzschaltbild der
elektrisch kurzen Leitung ermittelt werden, das in Figur 10.7 dargestellt ist.

R1/2 R1/2

U1 Cl T U>
O O

&

Figur 10.7 Ersatzschaltbild der elektrisch kurzen Leitung im niederfrequenten Betrieb.

10.2 Hochfrequenter Betrieb mit R’( /) = konstant

Bei diesem Betrieb ist die Frequenz so hoch, dass R’ <®L’, dabei wird aber der Wider-
standsbelag R’ noch als frequenzunabhidngig angenommen.
Mit G’ =0 und R’ <<wmL’ ist die Wellenimpedanz (fast) reell und frequenzunabhéngig:

PR IR TV AR VAR U i D PR D (10.13)
NG +joc  NC 20L ) M 20 L

. L 10.14
mit Zwn = c ( )

Fiir die Ausbreitungskonstante finden wir fiir die gleichen Annahmen:

Y= V(R +j0l) (G +joC) ~ joNL'C’ [l_zijL’j (10.15)

Die Dampfungskonstante o und die Phasenkonstante 3 sind:

PO PN [ CRR § (10.16)
“ 2 NL ~ 2Zun

B=VLC (10.17)

Mit einer frequenzunabhédngigen Dampfung und einer frequenzproportionalen Phasenkonstante
ist dieser Betrieb dispersionsfrei.
10.3 Hochfrequenter Betrieb mit ausgeprigtem Skineffekt

Im hochfrequenten Betrieb bei Frequenzen, die eine Eindringtiefe ds bewirken, die kleiner ist
als die Dicke der Leiter, wird von einem Betrieb mit ausgepriagtem Skineffekt gesprochen. Die
Grenzfrequenz fsk fiir ausgepréigten Skineffekt beim runden Leiter mit Radius r; ist:

. (10.18)
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Nach (9.27) und (9.28) ist die Oberflaichenimpedanz Zo
- . . 10.19
Zy=\oup = 1 +)\ 22 = (1+)) R (1049

Der induktive Anteil von Za kann gegeniiber dem Induktivitdtsbelag L’, d.h. gegeniiber der
dusseren Induktivitdt vernachldssigt werden. Der resistive Anteil Re [ Za] ist, wie schon
frither festgestellt, proportional mit Vo. Wie im Fall der Koaxialleitung (9.30) und (9.31) gilt
auch fiir Leitungen mit nicht homogener Oberfldchenstromdichte:

102
R ~Jo  oder R’:R’o'\/c? (10.20)
(0]

. . (10.21)
’ R R
und Zw = L J %o J o J

l———| = Z 1-
- C’L 2L’\/0)(ooj Wn( 20 No oo

Das Leitungsersatzschaltbild fiir die allgemeine Skineffekt-behaftete Leitung ist in Figur 10.8
dargestellt.

Zdz L’dz

TI e

Figur 10.8 Ersatzschaltbild der Leitung im hochfrequenten Betrieb mit ausgeprigtem

Skineffekt.
Z’: komplexer Skineffektimpedanzbelag Z” = Ro"\ ’ j i(j (10.22)
Bei ausgepragtem Skineffekt ist oL’ >> | Z’|.
Damit finden wir flir die Ausbreitungskonstante
v =\(Z +j0L) j0C ~ jo\IC (1 N 2J_;’L,j _ oD+ Zi’m (10.23)

) Rb / .20
— La ’ b
j® C + > Zum ] o0

Mit der normierten Darstellung fiir Z°, mit Widerstandsbelag R, bei der Frequenz o, ist die
Ausbreitungskonstante y :

. Ro [ 20 (10.24)
= L’ C’ _—
Y = jJoNL'C + 2 Zom ] ©0
Ro . [@ [Np Ry [w [dB (10.25)
= — | —/ | = 8.686 — | —
o ZZWn (V) |: m :| 2an Mo m

B=wVl'C +o (10.26)
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Bei Leitungen mit ortsabhéngigen Oberflachenstromdichten ist die analytische Ermittlung von
R5 aufwendig, da dazu die Kenntnis der Oberflichenstromverteilung oder der Feldverteilung
an den Leiteroberflachen erforderlich ist. Experimentell kann RG aber sehr einfach mit einer
Déampfungsmessung bestimmt werden.

10.3.1 Fortsetzung des Beispiels nach Abschnitt 10.1.1: diinnes Koaxialkabel

Wir untersuchen das Verhalten des diinnen Koaxialkabels nach Abschnitt 10.1.1 bei hoch-
frequentem Betrieb mit ausgepriagtem Skineffekt.

Dimensionen: ri=0.25 mm ra=0.75 mm
Leitungskonstanten: L’ =250 nH/m C’=100pF/m Zwn= VL /C’ =50Q

6=60-10°S/m)

Grenzfrequenz fiir den Bereich mit ausgepragtem Skineffekt: fsk = % = 67 kHz

UG

Mit (9.28) und (9.30) ist der Skineffektwiderstandsbelag R’ =Re [ Z’

]:
S S T 4/2_ 91/ / (10.27)
R _2n£ri+raJRD(wO) Wo _0'21{m} [ MHz ]

Mit (10.25) ist der Dampfungsbelag o

_ R dB f
oc—2zwn—0.018[m} TV

(10.28)

Figur 10.8 zeigt den Frequenzgang der Dampfung oo des Koaxialkabels fiir den nieder- und
hochfrequenten Betrieb. Bei diesem Kabel tritt der hochfrequenter Betrieb R’( /) = konstant
kaum in Erscheinung, da fg = fsk.

o)
[dB/m] a) . b)
L !
3 |
- | /
0.1 = : J =
—0.0486 [dB/m]\f/[MHz] | | -~ /
0.01L o
01 E pym—
= — K Nl
- / Pt 0.018 [dB/m] \f/[MHZ]
/ I
0.001 |
E/ fngsk
— |
I B W71 T AT 1|I||1n| Lo bd v bl i - F
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 [ MHz ]

Figur 10.9 Frequenzgang der Dampfung oo eines Koaxialkabels.
a) Niederfrequenter Betrieb, b) Hochfrequenter Betrieb mit ausgepragtem
Skineffekt.



- 74 -

11. Signale auf Leitungen im Zeitbereich

In den bisherigen Betrachtungen wurde das elektrische Verhalten von Leitungen bei stationé-
ren harmonischen Anregungen untersucht. Dabei konnte der mathematische Aufwand auf ein
Minimum reduziert werden. Naheliegenderweise besteht der Wunsch, andere Signale, nament-
liche transiente Signale im Zeitbereich auf Leitungen analytisch darzustellen. Dabei ist in er-
ster Linie die Schrittantwort von Interesse. Da sich Leitungen vollkommen linear verhalten,
kann diesem Wunsch mittels der Laplace-Transformation entsprochen werden. Allerdings sind
dann nur fiir einfachste Leitungen mathematisch geschlossene Ausdriicke zu erwarten.

Die folgende Tabelle zeigt die in der Praxis wichtigsten Félle des Betriebes von Leitungen im
Zeitbereich.

Leitung Abschliisse Losungsmethode

o . . . . D hisch isch
*| verlustfrei, dispersionsfrei | Widerstdnde (linear, nichtlinear) EFaphischl, NUMETISe

(einfach)
*| verlustfrei. dispersionsfrei Eingang: angepasst, analytisch, numerische
» ISP Ausgang:lineares RLC-Netzwerk Simulation
% verlustbehaftet, beidseitie aneepasst analytisch flir einfache Fille,
dispersionbehaftet & angep numerische Simulation
verlustbehaftet, Eingang und Ausgang: nur numerische Simulation
dispersionbehaftet lineare, nichtlineare Netzwerke z.B. SPICE

Einzelne Fille aus den mit * bezeichneten Klassen werden in diesem Kapitel behandelt.

Unter der Voraussetzung, dass das Zeitbereichssignal schmalbandig ist, z.B. ein amplituden-
oder phasenmoduliertes harmonisches Signal, koénnen viele lineare Leitungsprobleme analy-
tisch gelost werden.

11.1 Signale auf der verlust- und dispersionsfreien Leitung mit resistiven Abschliissen
11.1.1. Spannung und Strom auf der verlustfreien Leitung im Zeitbereich

Die Telegraphengleichung (3.8) bzw. (3.9) hat im verlustfreien Fall eine sehr einfache Losung:
auf der Leitung existieren vorwirts- und riickwértslaufende Wellen, deren Kurvenformen mit
der Ausbreitung nicht verdndert werden:

Spannung: u(t,z) = uxtz/v) (11.1)
Strom: i(t,z) = i(txz/v) (11.2)

Das negative Vorzeichen gehort zu einer in positiver z-Richtung laufenden Welle, das positive
Vorzeichen zur in negativer z-Richtung laufenden Welle.
Dabei ist v die Signalgeschwindigkeit

1 (11.3)
NLC

Fiir die in beiden Richtungen laufenden Teilwellen gilt:

ua(t,z)_ub(t,z)_ L _ (11.4)
w(z) (hz)  NC —V

y =




Der Index a steht fiir die in positiver z-Richtung laufende, der Index b fiir die in negativer
z-Richtung laufende Welle. Dabei entspricht die Richtung von iz der positiven z-Richtung, die
Richtung von ip der negativen z-Richtung. Diese Konvention mit unterschiedlichen Richtungen
fiir ia und ip erscheint etwas verwirrend. Sie hat sich aber allgemein so eingebiirgert und hat
den Vorteil, dass eine Reflexion den gleichen Reflexionsfaktor fiir Strom und Spannung zeigt,

wie dies Figur 11.1 illustriert.

Figur 11.1 Definition der Richtungen der Spannungen und Stréme ua, ub, u, ia, ib und i.
Die Richtungen der Strome i3 und ip sind mit den Laufrichtungen der ent-

sprechenden Wellen identisch.

Die Leitungsspannung » und der Leitungsstrom i sind

U = Uy + up

i =1y — ip
Aus (11.4) und (11.6) folgt

iZw = Ua — Ub
Aufgelost nach wua, ub, ia und ip

uag = (u+iZw)/2

up = (u—1iZw)/2

i = (Z—”;ﬂ')/z

ib = (= —i)2

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)
(11.9)

(11.10)

(11.11)

Mit (11.11) kann der Verlauf von Spannung und Strom im folgenden Beispiel fiir beliebig

viele Reflexionen an beiden Enden der Leitung analysiert werden.

11.1.2. Schrittantwort einer einseitig leerlaufenden verlustfreien Leitung mit resistiver

Quelle

Figur 11.2 zeigt eine einseitig leerlaufende verlustfreie Leitung, gespeist durch eine Quelle uq
mit endlicher reeller Quellenimpedanz Zq . Die Quelle erzeugt zur Zeit t=0 eine Schrittspan-

nung der Hohe Ugo.
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uq @ ul ZZ : Zw u
- 0

- Laufzeit T

o

z=0 z=1

Figur 11.2 Einseitig leerlaufende verlustfreie Leitung, gespeist durch eine Quelle mit
endlichem Quellenwiderstand.

Zur Zeit t< 0 ist das ganze System in Ruhe, sdmtliche Strome und Spannungen sind gleich
null. Zur Zeit ¢ = 0 schaltet die Spannungsquelle vom Wert uq =0 auf uq= Ugo .

Im Zeitbereich 0 <¢< T (T = Signallaufzeit der Leitung) l4uft nur eine Welle ua, ia nach
rechts:

= = Jw0Zw (11.12)
T Zg+ Zw
. _ Ua (11.13)
l=lIla="—F—

Zw
up="0 (11.14)
ib=0 (11.15)

Figur 11.3 illustriert diesen Vorgang:

Zq i1

)
lq ul u u =
O- -0
U=ujy|
—_—
z=0 z=1 )

Figur 11.3  Nach rechts laufende Welle zur Zeit 0 << 7T .

Zur Zeit t =T erreicht die Welle ua, ia das leerlaufende Ende der Leitung und erfihrt eine
Reflexion mit dem Reflexionsfaktor 72 =1 . Dies folgt aus der Randbedingung i2 =0 =iy — ip
die am Leitungsende eine riicklaufende Welle von ib =ia und ub = ua erzeugt.
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Figur 11.4 zeigt Strome und Spannungen im Zeitbereich 7<¢<2 T

ua‘
F— z
Up
V -——
J ‘\ =z
U=1us+up ! —_—
V —-—
| -
j z
(Ua—ub)/Zw
y —-—
| -
i z
Z:0 Z:l

Figur 11.4 Strome und Spannungen zur Zeit 7<¢<2 T'.

Figur 11.5 zeigt Strome und Spannungen auf der Quellenseite

+
qu<> uj

Figur 11.5 Strome und Spannungen auf der Quellenseite.

?
l
l
l

Zur Zeit t =2T erreicht die Vorderflanke der riicklaufenden Welle up , i die Quellenseite der
Leitung und erféhrt wiederum eine Reflexion. Die Randbedingung auf der Quellenseite ist:

11.16
qu = Uy + ub+(ua ub}Zq ( )

w  Zw
Daraus gilt fiir den Zeitbereich 2T<¢t<3 T

Z Zq— 72 11.17
Ugo 2w\ Za=Bw _ oy (11.17)

= +
M et Zw P Za+ Zw
Zur Zeit t = 2T wird also ua durch die Reflexion der riicklaufenden Welle up erhoht um
Zqg—Zw _
“o Zq+Zw o rl
Daher ist 71 der Reflexionsfaktor am linken Leitungsende

 Zq—Zw (11.18)
 Zgt+Zw

rl



Figur 11.6 zeigt Strome und Spannungen im Zeitbereich 27<¢<3 T .

Nach jedem Zeitinkrement 27" erhoht sich u#a am linken Leitungsende:

1=

Die Spannung 1 am linken Ende nimmt also folgenden zeitlichen Verlauf an:

= 78 =

Figur 11.6 Stréme und Spannungen zur Zeit 2 T<¢<3 T .

2T

4T

2nT

Ug = Yoo Zw _ u
a- Zq+Zw ao

Ual = Uao + Uao ¥'1 = Uao(l +71)

Ua2

2
Uao + Ual 1 = uao(l +71+71)

2 n-1 n
Uan =Uao + Uy 171 =Uao(l +r1+r1+...71 +71)

Ul,n = Uan + Ubn = Uan + Uan—1

ub
=z
Ua
E— T
-
U=1uUa+ Up A
i - )V
| z
1 —
z

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

(11.23)

Der Index n gibt das zeitliche Inkrement A # = 2rT an. Die Eingangsspannung u1 ; ist also:

1=

0

2T

AT

2nT

u1,0 = Uao

rl
u1,1 = 2uao(l +E)
2

2uao(1 + 71 + %1)

ui2

2
Uty = 2uao(l+r1+ri+...r1 +—

n
n-1 ri

2

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)



-79 -

Figur 11.7 zeigt den zeitlichen Verlauf u1(f) fir Zqg=3Zw £ r1=0.5

ui |
TRC
e ——
qu _______ /_/ ______________________
7 7-2_!_’—
/
) I~
/ u1(?)
/
/
4 urc : Approximation mit RC-Glied
-

0 2T 4T 6T 8T 10T 127 14T

Figur 11.7 Zeitlicher Verlauf der Eingangsspannung u1(#) der leerlaufenden Leitung

fir Zg=3Zw £ r1=0.5

Mit jedem Durchgang einer Welle wird die Leitung weiter aufgeladen. In erster Nédherung
kann die leerlaufende Leitung mit der Leitungskapazitiat C1, dargestellt werden. Sie bildet mit

der reellen Quellenimpedanz Zg ein RC-Glied, wie es Figur 11.8 veranschaulicht:

Zq

ug @ u1 = CL

O
A%

Figur 11.8 Ersatzschaltung der leerlaufenden Leitung mit einer Kapazitit Cr .
Dabei ist die Leitungskapazitit

CL=Cl= A T: Laufzeit der Leitung
Zw

und die Zeitkonstante Trc der Ersatzschaltung

Zq

TRC=ZqCL=Z—q
w

(11.28)

(11.29)

Figur 11.7 zeigt die mit der Zeitkonstante Trc exponentiell zunehmende Kondensatorspannung

urc , die eine Ndherung an den exakten stufenformigen Spannungsverlauf darstellt.

Im obigen Beispiel, das mit dem Reflexionsfaktor 72 =1 noch einen Spezialfall darstellt,

konnte die Schrittantwort der Schaltung ohne grossen Aufwand ermittelt werden.

Fiir den allgemeinen Fall mit linearen oder nichtlinearen Abschliissen einer verlustfreien Lei-
tung besteht ein graphischer Algorithmus, das Bergeron-Verfahren, mit dessen Hilfe Mehr-

fachreflexionen sehr einfach und anschaulich dargestellt werden kénnen.



11.1.3 Das Bergeron-Verfahren
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Mit dem Bergeron-Verfahren werden Strome und Spannungen auf einer Leitung in karthesi-
schen Koordinaten dargestellt, wobei wir uns darauf einigen, den Strom auf der horizontalen
Achse und die Spannung auf der vertikalen Achse nach Figur 11.9 aufzuzeichnen.

rickwirtslaufende Welle up =—Zw ib

u

)

vorwirtslaufende Welle wa = Zw ia

/
/

7/
// ZW

Figur 11.9 Darstellung von Strom und Spannung auf einer Leitung.

Die Massstdbe werden dabei zweckmissigerweise so gewdahlt, dass die Steigung von 45° gera-
de dem Wert der reellen Wellenimpedanz Zw entspricht. Die Strome und Spannungen einer
Leitung konnen, mit geeigneten vorwirts- und riickwértslaufenden Wellen, jeden Punkt in
diesem Diagramm einnehmen. Liegt aber beispielsweise ein solcher Strom/Spannungspunkt
exakt auf der Zyw -Geraden ( 45°-Geraden) im 1. oder 3. Quadranten, dann fiihrt die Leitung
eine reine vorwértslaufende Welle.

uj
rickwértslaufende Welle up , ib
AN u,l Ub / 7
/
_ZW AN / w
AN /
AN /
\\ 7/
N Ua ib
AN
AN
AN
AN
AN
AN
\\
N vorwirtslaufende Welle ug , ia
AN

AN

AY } = ]
7/ AN

7 \ la
/ AN
7/ AN
/ AN
/ AN
7/ AN
/ AN
7/ AN

Figur 11.10 Aufteilung eines beliebigen u-i-Zustandes in eine vorwirts- und eine
rickwértslaufende Welle.
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Figur 11.11 Darstellung des u-i-Zustandes ohne riickwirtslaufende Welle up, i, auf
einer Leitung.

i ub, 1b ™

Figur 11.12 Darstellung des u-i-Zustandes mit riickwértslaufender Welle up, iy auf
einer Leitung.

Bei einer reinen riickwirtslaufenden Welle liegt der zugehorige Strom/Spannungspunkt auf der
Zw -Geraden im 2. oder 4. Quadranten. Nach Figur 11.10 kann jeder beliebige u-i-Zustand in
zwei Teilwellen, entsprechend einer vorwértslaufenden und einer riickwirtslaufenden Welle
aufgeteilt werden, indem das Lot auf eine der Zw -Geraden gefillt wird.
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Mit dem eingefiihrten Leitungs-Strom-Spannungsdiagramm, dem sogenannten Bergeron-Dia-
gramm, stellen wir in einem ersten Schritt die Verhéltnisse auf einer Leitung dar, die mit einer
Quelle mit reeler Innenimpedanz Zg gespeist wird. Figur 11.11 zeigt das Bergeron-Diagramm
fir eine an eine Spannungsquelle angeschlosssene Leitung. Unter der Annahme, dass keine
rickwiértslaufende Welle existiert (ub, ib= 0) kann als Schnittpunkt der Quellencharakteristik
mit der Zw -Geraden im 1. Quadranten die vorwirtslaufende Welle u, , ia bestimmt werden.
Im ndchsten Schritt lassen wir in Figur 11.12 fiir die gleiche Schaltung eine schon vorhandene
rickwiértslaufende Welle ub , ib zu. Nun verschiebt sich der Strom-Spannungszustand u-i am
Leitungseingang auf einen Schnittpunkt zwischen der Quellengeraden und einer Zy -Geraden
durch den Punkt up , ib.

Damit sind alle Elemente der Bergeron-Methode eingefiihrt und, anhand des in Figur 11.13
abgebildeten Beispiels soll das vollstdndige Diagramm aufgebaut werden.

Zq

Ua /\/—
" Zy w | R

up ==

Uq

o
o

—= Laufzeit T |
z=0 o]
utr |
Last de R
Quellengerade Zq uz astgerade RL

\ Ua, la

= ], 12

Figur 11.13 Bergeron-Diagramm fiir schrittformige Anregung fiir Zqg = Zw/3 und
RL = 427w

Die Spannungquelle erzeugt zur Zeit ¢+ = 0 einen Spannungsschritt von uq =0 auf uq= Ugo.
Die Quellengerade mit der Steigung Zq schneidet die Zy -Gerade im 1. Quaranten im Punkt @
und bestimmt die vorwértslaufende Welle wug, ia .

Im Moment, wo diese Welle die Lastseite erreicht, muss am Leitungsausgang ein Strom-Span-
nungszustand erzeugt werden, der dem Lastwiderstand entspricht.
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ut |
©, ® ®
@ | ' S
- t
w2 A @
® ..®
+ + + + i e e
0 T 2T 3T 4T 5T 6T oo

Figur 11.14 Die Spannung u1 am Leitungseingang und 2 am Leitungsausgang.

2V uq@ ul Zw=100Q  T=10ns w| []RL=250Q
——'—'4— ~ e
2ns © O
uip
ovl
@)
v
©)
N AT
0 3 ) } = } -
0O T 2T 3T (5T ¢
u
vl @
1V
0 3T ®
Uq=0 o 7 21 Y 41 57 ¢
d @

Figur 11.15 Speisung einer Leitung mit einem kurzen Rechteckimpuls als Ubungsbeispiel
fiir das Bergeron-Verfahren.



-84 -

Dabei wird eine riickwirtslaufende Welle angeregt; die bestehende vorwértslaufende Welle
wird aber nicht verdndert. Diesen neuen Strom-Spannungszustand finden wir als Punkt @ auf
der Lastgeraden R, ausgehend vom Punkt @, wobei @-@ die Steigung —Zy zeigt.

Damit ist die Welle ub, ib erzeugt worden. Zum Zeitpunkt 1 = 27 trifft die Welle up, ib auf
der Quellenseite ein. Hier muss sich ein Strom/Spannungszustand entsprechend der Quellenge-
raden einstellen. Ausgehend vom Punkt @ finden wird den neuen Punkt ® als Schnittpunkt
der Geraden mit der Steigung Zw mit der Quellengeraden.

Der Verlauf der Strome und Spannungen am Leitungseingang und -ausgang kann nun aus dem
Diagramm entnommen werden:

Auf der Quellenseite entsprechen der Leitungsstrom und die Leitungsspannung zur Zeit ¢t = 0
dem Punkt @ und zur Zeit 1 = 27 dem Punkt ®. Auf der Lastseite entsprechen u2 und i2 zur
Zeit t = T dem Punkt @ und zur Zeit ¢ = 37 dem Punkt @. Die Spannung »] am Leitungs-
eingang und u2 am Leitungsausgang sind in Figur 11.14 dargestellt.

In Figur 11.15 findet sich das gleiche Schaltungsbeispiel, wobei hier die Anregung aus einem
kurzen Rechteckimpuls besteht. Auch diese Aufgabe ldsst sich mit dem Bergeronverfahren
16sen. Es ist einzig zu beachten, dass zum Zeitpunkt # = 27 , wenn die reflektierte Welle auf
der Quellenseite eintrifft, die Quellengerade mit der Steigung Zq durch den Nullpunkt geht und
nicht mehr durch u = Ugo .

Das Bergeron-Verfahren ldsst sich auch fiir nichtlineare Quellen- bzw. Lastcharakteristiken
anwenden, was namentlich in der Digitaltechnik von Bedeutung ist, zeigen doch verschiedene
logische Schaltungen in den spezifizierten Betriebsbereichen nichtlineares Verhalten.

Figur 11.16 zeigt als Beispiel eine Leitung mit einer Diode als nichtlineare Last.

id

5SmA

ud
0.5V

\

Lastcharakteristik

- = i1,2
10mA

Figur 11.16 Das Bergeron-Verfahren angewandt auf eine Leitung mit nichtlinearem
Abschluss.
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11.2 Die verlustfreie Leitung mit eingangsseitiger Anpassung und reaktiv-resistiver Last

Die in Figur 11.17 gezeigte Leitung, die eingangsseitig angepasst ist und ausgangsseitig mit
einem reaktiven Netzwerk belastet ist, scheint im ersten Moment ein etwas konstruierter Spe-
zialfall zu sein.

Zw

—:’—O———O—|

oo )4

40—=—0—|
H_J

Anpassung

Figur 11.17 Verlustfreie Leitung mit eingangsseitiger Anpassung und reaktiv-resistiver
Last

Tatsichlich handelt es sich dabei um eine Messmethode der Schrittantwort von Leitungen und
Netzwerken, die in der Elektronik sehr héufig eingesetzt wird: die Reflektometrie (TDR =
Time Domain Reflectometer). Im Reflektometer wird mit der angepassten Quelle ein Span-
nungsschritt generiert, der von der reaktiven Last reflektiert wird und mittels einer Spannungs-
sonde, die die Leitung nur unwesentlich belastet, detektiert wird. Figur 11.18 zeigt schema-
tisch diese TDR-Messeinrichtung.

Zw

uq C]_ Spannungsdetektor —

T

Figur 11.18 Schematische Darstellung eines Reflektometers (TDR).

In Figur 11.19 ist ein typischer Spannungsverlauf, wie er vom Detektor eines Reflektometers
erfasst wird, gezeigt.

Us generierte Flanke

beim Detektor /(\_/h—

von der Last
reflektiertes Signal

2T

Figur 11.19 Ein typisches vom Spannungsdetektor gezeigtes Signal us(f) eines
Reflektometers.
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Der Spannungsdetektor sollte dabei eine moglicht hohe zeitliche Auflosung aufweisen. Bei
den meisten TDRs ist der Spannungsdetektor ein Abtastoszillograph (Sampling Oscilloscope).
Die zeitliche Auflosung liegt bei den schnellsten Geréten bei 6 ps.

Der Detektor des Reflektometers misst die Leitungsspannung, d.h. die Summe der vorwiérts-
und riickwirtslaufenden Spannungswellen. Wie dargestellt, wird die Detektorspannung zuerst
den Spannungsschritt der Quelle anzeigen und erst nach der doppelten Laufzeit vom Detektor
zur Last das tiberlagerte reflektierte Signal. Das TDR ist somit auch geeignet zur Bestimmung
einer Distanz zwischen einem Leitungseingang und einer Stelle wo eine Leitung einen Fehler,
wie Kurzschluss, Unterbruch oder eine beliebige Diskontinunitit aufweist.

11.2.1 Analyse der verlustfreien Leitung mit reaktiv-resistiver Last

Die Schrittanwort des TDR-Systems soll nun mit Hilfe der Laplace-Transformation analysiert
werden. Figur 11.20 zeigt die verwendeten Parameter w1, und #1p am Leitungseingang und u2a
und u2bp am Leitungsausgang.

., Laufzeit T ’

Figur 11.20 Definitionen der in der Analyse verwendeten vorwérts- und riickwértslaufen-
den Spannungswellen ua und up .

Zur Zeit ¢ = 0 zeigt die Spannungsquelle den Ubergang von der Spannung uq =0 zu uq = Ugo.
Die Laplace-Transformierte von uq(#) ist

Ugo 11.30
Uq(S)=Tq ( )

und die vorwirtslaufende Welle am Ort z=0 1ist

Ug(s)  Ugo (11.31)
2 2

Ula(s) =

Am Ort z=/ gilt fur die vorwirtslaufende und reflektierte Welle:

Usa(s) = Uta(s) o7 = Ja0 =T (11.32)
2s
Ugo ~s7 ZL(5) = Zw (11.33)

U (s) = Ura(s) r(s) =

25 $ ZL(s)+Zw
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Die Spannung an der Lastimpedanz Z1, ist somit

Ua(s)=Uza(s) + Un(s) = Yao 7 ZLZ(LS()i)zW (11.34)
Am Ort z=0 ist die Detektorspannung Us :
Us(s) = Ui (s) = Uta(s) + Utb(s) = Uta(s) + U (s) e *T (11.35)
daraus
Detektorspannung:
Us(s) = lzquo N gioe_zsrm (11.36)

Die Schrittantworten u2(¢) und us(f) konnen wie folgt sehr plausibel dargestellt werden:

1. Die Schrittantwort u2()
Fiir die Zeit t> T entspricht u#2(¢f) der um die Laufzeit 7 verzogerten Schrittantwort u’2(¢) der
in Figur 11.21 dargestellten Ersatzschaltung.

u(t) = u2(t—1)

2. Schrittantwort ug(?):
Fir die Zeit 0<t<2 T erscheint in us(f) nur die vorwirtslaufende Welle uia. Fir 1 =27
entspricht us(f) der um 27 verzégerten Schrittantwort u’2(7) .

us(t) = u(t—27)

u(1) v 0)
Ly

uq(?)

ua(t) t

us(1) u (1)

2T

Figur 11.21 Ersatzschaltung zur Erzeugung #’(¢) und typische Schrittantworten der
Spannungen u2(f) , us(f) und u(?).
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Beispiel:
Figur 11.22 zeigt eine mit einem einfachen reaktiven Netzwerk belastete Leitung.
ZL
Ly — A
V1 uq l ul =us Zw, 1, u2 | RL CL'-{:
Figur 11.22 Leitung mit reaktiver Last
Zw=50Q, [=4m, T =20ns, R, =100Q, CrL =500 pF Up=1V
t
“alt) 4y
0
t
ua(?)
1V
O 1 1
} t
u2(?)
1V
o _
~
-~
_ -~
O 1 1 1 t
u2b(?)
1V
0 , N — p
=
|/
us(t) 1Vt
=ula+ulb R ——
-~
0 ) ) | | ¢
0 T 2T AT

Figur 11.23 Spannungen uq(?), u2a(f), u2(?), u2b(t) und us(f) = ula+ulb .
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Nach (11.34) ist

Uo7 U v (1137)
U, . Zyw C
Dails) = ;]oe sT 1 S 1 w CL

1+ Zw/2L 1+ Zw R—L+SCLJ S(S-‘_CLL(RLL—'—ZLJJ
A%

Im Zeitbereich:

furt< T w@ = 0

firt>T
___Ugp [ =T ) (11.38)
wl) = 7oz R\ ¢ T
C 11.39
T: Zeitkonstante T = 171‘1 ( )
RL " Zw

Danach ist in unserem Beispiel die Zeitkonstante T=16.7 ns

Figur 11.23 zeigt die ensprechenden Spannungen wuq(?), u2a(?), u2(f), u2b(f) und us(?).

11.3 Impulsverzerrung auf der Skineffekt-behafteten Leitung

Bei ldangeren Leitungen mit Signalfrequenzen >10 ... 100 kHz (Elektronik, Dateniibertragung,
Tragerfrequenztelefonie, Kabelfernsehen usw.) tritt der ausgeprigte Skineffekt meist als domi-
nanter Anteil der Leitungsverluste auf. In diesem Abschnitt wird die Schrittantwort einer
Skineffekt-behafteten Leitung analysiert. In Abschnitt 10.25 wurde gezeigt, dass die Dampfung
durch Skineffekt proportional zu Voo ist, d.h. die Leitung zeigt Tiefpass-Eigenschaften und wir
erwarten daher eine Schrittantwort wie sie qualitativ in Figur 11.24 dargestellt ist.

Ly
— -0 =———————ss—— —————

uUq @ ul Zw, 1 u2 [] -

() ————————

verzerrter Schritt
ui b u

0 o o T
Verzégerung

Figur 11.24 Qualitatives Verhalten der Schrittantwort einer Skineffekt-beddmpften Lei-
tung.
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Fiir die Analyse machen wir folgende Annahmen beziiglich des betrachteten Frequenzbereichs

fmin ---fmax :
1. fmin ist so hoch, dass ausgeprigter Skineffekt auftritt: Eindringtiefe O (fmin) << Leiterdicke

2. Im betrachteten Frequenzbereich soll nur der bisher immer angenommene TEM-Wellentyp
ausbreitungsfihig sein (keine hoheren Wellentypen).

Das fiir ausgeprégten Skineffekt giiltige Leitungsersatzschaltbild wurde in Abschnitt 10.3
hergeleitet und ist nochmals in Figur 11.25 dargestellt.

Z’dz L,dz
O { } FYYy O
_ Cdz
O O

Figur 11.25 Leitungsersatzschaltung der Skineffekt-behafteten Leitung

Fiir die Koaxialleitung gilt (9.27) und (9.30):

I N (11.40)
= _2Tl',ra+27t1’b_ o(1+]) o

mit  Zgo: Oberflichenimpedanz Z0 = (1 +)) \’@;—B

o: Referenzkreisfrequenz beider 22 = Ro (1+7)

Die Ausbreitungskonstante y ist (10.24):

, - (11.41)
s Fap=— Ro J2(D
¥y = joNL'C +ZZW'\/T)0

und die Wellenimpedanz Zy :

Z_\/R’Jrij’., L
FTTNGE +joCc  NCO

Die Betriebsiibertragung Ub/U; {iber eine Leitung der Liange / ist:

Ryl [{2m fo (11.42)
% — @ _ —'Yl _ —j(Dl\/L’C’ _2Zw 0o _j(DlW —Oﬁol\/j ©0
Ui Qq
[ Ro
mit O/ = > ZO = Leitungsdampfung bei der Kreisfrequenz ® = wo
W

Zur Bestimmung der Schrittantwort im Zeitbereich suchen wir vorerst die Laplace-Transfor-
mierte.
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Die Laplace-Transformierte der Impulsantwort ldsst sich mit Uz/U] (®) darstellen, wenn jo
durch s ersetzt wird. Dies ist zuldssig, da U>/U] die Antwort eines passiven Systems ist und
im Zeitbereich fiir 7 < 0 gilt Ux/U; =0.

Die Laplace-Transformierte der Impulsantwort ist somit:

[s (11.43)
U2 (s) NpE %2 @
—= = ¢ e
Ui (s)
Die Laplace-Transformierte der Schrittantwort mit Schritthéhe Uy ist:
(11.44)

N
Ua(s) _ le—sl\/L’C’ e_“"lﬁ N oo
Uo s

Verzogerung um die Zeit 7 = INL’C’

Wir interessieren uns in erster Linie fiir die Verzerrung der Schrittform und lassen den reinen

Verzogerungsterm e IVEC fir die weitere Betrachtung beiseite:
e (11.45)
Ua(s) 1 —0 2 0
U s ©

Ein (gutes) Laplace-Lexikon liefert die entsprechende Zeitfunktion:

—as 11.46
¢ YN l—erf(aj ( )

s Nt
Die Errorfunktion erf (x), ist wie folgt definiert:
2 (L2 (11.47)
erf(x) = —= | e du
) T I0

Die Errorfunktion erf (x) ist dem in Tabellen hdufiger zu findenden Gaussintegral G (x)
dhnlich:

1 (¥ 2 (11.48)
G(x):\/ﬁ".()e /zdu
erf (x) = 2G (\2 x) (11.49)

Damit wird die Schrittantwort im Zeitbereich:

(11.50)
Uo 1 erf[mj = 1 —erf ’\,t =1-2G '\’ ;

(11.51)

o3’  PRe?
20)0 8 Z%V Mo

mit der Zeitkonstante: T =
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Figur 11.26 zeigt die Errorfunktion erf(x). In Figur 11.27 ist die normierte Schrittantwort
wp/ur=1—erf(N1/T) mit T=1t/1 dargestellt. Der Vergleich mit der Schrittantwort eines
Tiefpasses 1. Ordnung zeigt, dass die Schrittantwort einer Skineffekt-beddmpften Leitung bei
anfianglich starker Zunahme von wu2/u1 im Bereich von w2/u1>0.5 ein hochst "lahmes"
Verhalten zeigt. Eine digitale Dateniibertragung im Basisband und NRZ-Format miisste bei-
spielsweise eine Bitdauer von mindestens 20 T aufweisen, damit der Diskriminierung noch
eine gewisse Toleranz zugeordnet werden konnte. Die charakteristische Zeitkonstante ist
proportional zum Quadrat der Leitungsldnge.

erf (x) )
1

0.8 //
0.6
0.4 /

N

0 0.5 1 1.5 2 *
Figur 11.26 Errorfunktion erf (x) .
Schrittantwort
)
1
8 —02T
1
0.8 // |
i / 1 —erf(N1/T)
0.6 —
0.4
0.2
/ 20 40 60 80 100ns| ¢ Beispiel
O | | ) | | ) ] ) - t
0 10 20 30 40 T

Figur 11.27 Normierte Schrittantwort einer durch Skineffekt-bedampften Leitung:
w/ur=1—erf (N1/T)mit T=t/1.
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Beispiel: Diinnes Koaxialkabel (gleiches Koaxialkabel wie im Beispiel von Abschnitt 10.1.1
und 10.3.1)

Dimensionen: 7i=0.25 mm 7ra=0.75 mm

Leitungskonstanten: L’ =250 nH/m C’ =100 pF/m Zwn=VL/C =50Q

Kabelldnge: /=100 m Ro = 021 [Q/m] bei fo=1MHz

In Abschnitt 10.3.1 wurde der Skineffektimpedanzbelag Z’ und der Dampfungsbelag o
bestimmt:

yepo L1, 1 A[E 2 om |2 /
Re(Z)—R—n(d+DjRa(coo) o —0.21{m} [MHz ]

_ K _ dB f
o= = 0.018[ = }\/[MHZ]

Damit wird die Zeitkonstante T nach (11.51) : T=3.5ns

11.4 Phasen- und Gruppenlaufzeit, Dispersion

In den bisherigen Betrachtungen von Signalen auf Leitungen haben wir nur ein Beispiel einer
Signalverzerrung, die die Schrittantwort einer Skineffekt-behafteten Leitung behandelt. Ganz
allgemein bewirken frequenzabhingige Dampfungen und Laufzeiten lineare Verzerrungen.
Solche Verzerrungen konnen zu einem gewissen Grad mit einem phasenkorrigierenden Netz-
werk und einer frequenzabhidngigen Verstiarkung riickgidngig gemacht werden.

Die Schrittantwort eines Systems, wie wir sie im vorhergehenden Abschnitt untersucht haben,
umfasst, theoretisch, eine unendlich grosse Bandbreite im Basisband. Zu einer hinreichenden
Charakterisierung einer Schrittantwort muss also der Frequenzgang einer Ubertragungsstrecke
tiber einen sehr grossen Frequenzbereich bekannt sein. In vielen technischen Anwendungen
werden Signale (analoge und digitale) nicht im Basisband, sondern mittels eines Tragerfre-
quenzsignals in einem nach unten und oben begrenzten Frequenzband iibertragen.

Es stellt sich also die Frage, ob bei in einem engen Frequenzbereich bekannten Frequenzgang
von Phase und Amplitude einfache Aussagen zur Dispersion von schmalbandigen Signalen im
Zeitbereich gemacht werden konnen.

Dieser Abschnitt enthélt eine Zusammenstellung

- der Bedingung fiir Dispersionsfreiheit
- der Beziehungen fiir die Phasen- und Gruppenlaufzeit
- des Dispersionsverhaltens einer einfachen Signalform, des Gaussschen Impulses

11.4.1 Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit

Unter der Phasengeschwindigkeit vp versteht man die Geschwindigkeit mit der sich ein Punkt
konstanter Phase auf einer Welle u ( ¢,z ) in z-Richtung bewegt:

u(t,z) = Re| Up el @ F?)] (11.52)
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Die Bedingung, dass die Phase (w7 — z) mit z = vp ¢ konstant bleibt, ist

Phasengeschwindigkeit: (11.53)

_ o
Vp—B

Die Gruppengeschwindigkeit vg ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Enveloppe einer
Wellengruppe bewegt, wie in Figur 11.28 dargestellt.

u

\
Vg

>

Figur 11.28 Phasengeschwindigkeit vp und Gruppengeschwindigkeit vg .

y/

Zur Bestimmung der Gruppengeschwindigkeit vg betrachten wir eine mdoglichst einfache Wel-
lengruppe: eine Schwebung u ( ¢,z ) , d.h. die Uberlagerung von zwei sinusformigen Signalen

mit gleicher Amplitude und mit einem sehr kleinen Kreisfrequenzunterschied Aw, wie in Figur
11.29 dargestellt:

Figur 11.29 Schwebung: Uberlagerung von zwei sin-formigen Signalen mit gleicher
Amplitude und mit einem sehr kleinen Kreisfrequenzunterschied Aw .

u (t,z) = Us[cos (o — Boz) + cos (0+A®) £ — (Bo+AB) 2)] (11.54)
Mit dem Additionstheorem cos &t + cos B =2 cos oc;- B cos 2 ; B wird (11.54) zu
(11.55)
u(t,z)=2 Uycos (Azco t— %ﬁzj cos (0)&%”] t— (&ﬁ%ﬁ)j zj
. J\L J
Y

Enveloppe Trager
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Der erste Term von (11.55) stellt die langsam oszillierende Enveloppe, der zweite Term das
Trigersignal dar. Die Geschwindigkeit vg der Enveloppe, die sogenannte Gruppengeschwin-
digkeit, kann wie im vorher betrachteten Fall der Phasengeschwindigkeit vp bestimmt werden.

Damit die Phase (Azwt - Afzj mit z=vg ¢ konstant bleibt, muss gelten:
_Aw (11.56)
BT AR

Fiir beliebig kleine Kreisfrequenzunterschiede Aw machen wir den Ubergang vom Differen-
zenquotienten zum Differentialquotienten:

Gruppengeschwindigkeit vg = ((11(0 (11.57)

Ein beliebiges amplitudenmoduliertes Signal (nicht nur eine Schwebung) wird unverzerrt iiber-
tragen, wenn im Frequenzbereich des Signals die Gruppengeschwindigkeit vg konstant bleibt,
d.h. eine Ausbreitungskonstante Yy die linear von der Frequenz abhéngig ist, iibertragt die En-
veloppe eines Signals mit der Tragerkreisfrequenz o dispersionsfrei.

Y=iB=j(Bo+P (®—0)) (11.58)
Die Gruppengeschwindigkeit ist dabei
do 1 (11.59)

Figur 11.30 illustriert die Ubertragung einer Wellengruppe mit einem linearen Frequenzgang
des Phasenbelags 3 .

dispersionsfreie Enveloppe

Tréager mit Phasenverschiebung

Figur 11.30 Ubertragung einer Wellengruppe mit einem linearen Frequenzgang des
Phasenbelags 3 . Die Enveloppe bleibt unveréndert, wihrend sich die
Phase des Trégers relativ zur Enveloppe verdndern kann.

Allgemein kann die Gruppengeschwindigkeit vg mit (11.53) und (11.57) als Funktion der
Phasengeschwindigkeit vp und des Phasenbelags B wie folgt ausgedriickt werden:

_do_ d(vpB) _ dvp (11.60)
Vg = dB_ dB —Vp+BdB
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Die Gruppengeschwindigkeit vg entspricht der Energietransportgeschwindigkeit der elektro-
magnetischen Welle und kann die Lichtgeschwindigkeit ¢ nicht iiberschreiten.

Beispiel: Gruppenlaufzeit der Skineffekt-behafteten Leitung:
Nach (10.24) gilt fiir

_ _ ., R [o (11.61)
B=Imy] =w0VLC +2Zw o

Die spezifische Gruppenlaufzeit Tg

1 _dB _ e s R (11.62)

"C’ = _—
£ 7y do 4 Zow Vo 0o

Mit den Leitungsdaten des Beispiels 10.3.1 finden wir fiir eine Tragerfrequenz fo =1 MHz
(0o =2m - 1 MHz ) eine spezifische Gruppenlaufzeit Ts =4.881ns/m .

Davon sind : Anteil der idealen Leitung VL’C’ =4.714 ns/m

B

Ro

4 Zw VO 0o

Die Gruppenlaufzeit erfahrt durch den Skineffekt nur eine sehr kleine Erh6hung gegeniiber
dem Wert der idealen Leitung.

Anteil durch Skin-Verluste =0.167 ns/m

11. 4.2 Dispersion von schmalbandigen Signalen: Dispersion des Gaussschen Impulses

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass in einem Bereich konstanter Gruppenge-
schwindigkeit eine Signalenveloppe unverzerrt iibertragen wird, d.h. eine Phasenkonstante
B = PBo+ P’ (w—mo) bewirkt keine Dispersion eines schmalbandigen Signals mit einer Mit-
tenkreisfrequenz @ .

Es stellt sich nun die Frage, ob eine einfache Aussage gemacht werden kann fiir eine Phasen-
konstante, die neben dem linearen Term [’ (® — mo) noch, als bessere Néherung zu einer

beliebigen Funktion () , einen quadratischen Term % (- (90)2 aufweist:

B=PBo+p (0)—0)0)"'2”(03—0)0)2 (11.63)

Es wird im folgenden gezeigt, dass fiir die spezielle Signalform eines gaussférmigen Impulses
eine sehr einfache Dispersionsbeziehung besteht.
Ein gaussférmiger Impuls im Zeitbereich ist von der Form

R B ey (11.64)
Gt V2T

2 2
Go (1) = Uge™ ! 725 _

mit ot zeitliche Standardabweichung und

A:  Impulsflache

Ein gaussférmig amplitudenmodulierter Impuls ist von der Form:
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: 2 2 .
g(t) = Re [Go ( f) eJ (,l)ot:|: R@‘:Uo e_t /(20¢) eJ mof} (1165)

In Figur 11.31a ist ein Gaussscher Impuls und in Figur 11.31b ist ein gaussformig amplitu-
denmodulierter Impuls im Zeitbereich dargestellt:

a) ) Go(1) b) g()

Uo Uo 7N
v

o

Ot /| Ot

Zeit 1 Zeit t

Figur 11.31 a) Gaussscher Impuls im Basisband und b) gaussférmig amplituden-
modulierter Impuls.

Wir beschrinken uns auf den schmalbandigen amplitudenmodulierten Gaussschen Impuls:

1 2m (11.66)
Oot>> ———=—

fo 0o
Die Herleitung des Dispersionsverhaltens des gaussformig amplitudenmodulierten Impulses
(11.65) mit dem Phasenbelag (11.63) ist etwas langwierig; das Resultat aber sehr einfach.
Wir beschrianken uns auf die Interpretation des Resultates. Unter dem Einfluss des Phasenbe-
lags als quadratische Funktion der Frequenz (11.63) wird die urspriinglich reelle Enveloppen-
funktion Go (¢) des Gaussschen Impulses

' A —7/26) joo (11.67)
1) = Re[G t erothRe —F¢ ) gl @
g(t) o(1) P
komplex und es resultiert ein verzerrter Gaussscher Impuls von der Form:
. A —12/(2(52) i Wt (1 168)
1(¢ =Re[(_? ¢ er"t}=Re et Ote) ¢ Do
g1 (1) o(1) G \2m

Dabei ist die komplexe Enveloppenfunktion Go (7)

A 2o (11.69)

QO(”:WE
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und die komplexe zeitliche Standardabweichung Gt
o% = OF —jip” (11.70)

mit /: Leitungslinge

In Figur 11.32 ist die komplexe Enveloppenfunktion Go (#) und die zugehorige Funktion
g1( ¢) fiir verschiedene Werte von /3”/ Gtzdargestellt.

Re[ Go ] ; Re[Go] 1 ;
Im[Go]f Im [ Go ]

Re [ Go ]
Im|[ Go ]

Re [ Go ]

gi(t) gi(t) gi(t) gi(t)
)
= o O < 0o
7 “WU p UVUUW“NW t t
lB;=0 0.8 1.6 2.4
of

Figur 11.32 Verhalten der komplexen Enveloppe Go( ¢ ) und des verzerrten gaussformi-

gen Impulses g1( ¢) fiir verschiedene Werte von 73>/ (St2

Ein gaussformiger Impuls g1( #) mit komplexer Standardabweichung hat wiederum eine gauss-
formige Enveloppe. Daher kann er auch als ein gaussférmiger Impuls mit einer reellen gauss-
formigen Enveloppe mit reeller zeitlicher Standardabweichung 6% und Impulshéhe Uj darge-
stellt werden.

Die Verzerrung eines gaussformig amplitudenmodulierten Impulses durch eine Ausbreitungs-
konstante y unter Einbezug eines konstanten Dampfungbelags o :

Y=o +j(l30+B’ (0)—(oo)+2”(03—(00)2j (1.71)

kann wie folgt zusammengefasst werden (Figur 11.31):
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Figur 11.33 Verhalten des gaussformig amplitudenmodulierten Impulses unter Einfluss

einer Ausbreitungskonstante: y= o +j ( Bo+ P’ (00— o) + 5 (0 — (00)2)

50 % Impulsbreite = FWHM (Full Width Half Maximum) FWHM = 2.36 o

1. Die gaussformige Enveloppe bleibt erhalten:

2, 2
g1(t) = Re[Ul o ! /206{) J wot]
2. Die zeitliche Standardabweichung 6t wird auf den Wert Gt vergrossert:

12 B”Z
of

ct=06t \V1+

3. Die Impulshohe U, wird auf den Wert U reduziert:

Gt

<

Ui =Uy e_al
GOt

- Filtern
- optischen Fasern (Lichtwellenleitern)
- metallischen Hohlleitern

(11.72)

(11.73)

(11.74)

Bei schmalbandigen Signalen ist im Allgemeinen die Auswirkung der Dispersion bei den hier
behandelten Leitungen (TEM-Wellentyp) von untergeordneter Bedeutung. Bei einer Skinef-
fekt-beddmpften Leitung wird die maximal einsetzbare Leitungsldnge in erster Linie durch die
reine Dampfung begrenzt. Laufzeitverzerrungen schmalbandiger Signale sind dagegen wichtig
bei
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12. Mehrfachleitungen

Unter einer Mehrfachleitung verstehen wir eine zylindrische Leitungsstruktur mit mehr als
zwel metallischen Leitern, die induktiv und kapazitiv gekoppelt sind. Figur 12.1 zeigt drei
technisch wichtige Mehrfachleiterstrukturen: die geschirmte Zweidrahtleitung, den Sternvierer
und einen Mehrfach-Streifenleiter.

I b)
,\

Figur 12.1 Mehrfachleiterstrukturen: a) geschirmte Zweidrahtleitung, b) Sternvierer
¢) Mehrfach-Streifenleiter.

In diesem Kapitel werden wir das elektrische Verhalten der gekoppelten Leitungen untersu-
chen. In den meisten Fillen ist die Kopplung, das sogenannte Ubersprechen (cross talk)
zwischen den Leitern eine unerwiinschte Erscheinung. In der Hochfrequenztechnik wird aber
die Kopplung zwischen Leitern nutzbringend in verschieden Typen von Kopplern und in
Filtern eingesetzt.

Als kurzer Ausblick und Vorgeschmack werden drei interessante Resultate vorweggenommen:

1. Wie im Fall der einfachen Leitung ist die querhomogene, verlustfreie Mehrfachleitung am
einfachsten zu analysieren. In der Praxis ist sie die nullte Ndherung fiir beliebige gekoppelte
Leitungen.

2. Auch Mehrfachleitungen konnen mit einem geeigneten Abschlussnetzwerk (Wellenimpe-
danzmatrix) reflexionsfrei abgeschlossen werden. Als Beispiel ist in Figur 12.2 ein reflexions-
freies Abschlussnetzwerk fiir eine Vierfachleitung dargestellt.

1 1

.“. uu
[ ——— e — — [~ ——
i i

iy

ZL13 H] ZL12

o3
w
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’ Z11 [1] 212 [1] 213

g
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[\)
w

e

|
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[eJ@N
el

uu
NG
n
———l[F-—~
b
3
an
—— -
]
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1 {1+

0
o
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|

Figur 12.2 Reflexionsfreies Abschlussnetzwerk einer querhomogenen verlustfreien
Vierfachleitung.
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Das Abschlussnetzwerk hat dabei folgende Eigenschaften:
Es ist topologisch identisch mit dem Netzwerk der Leitungskapazititen, d.h. es besteht eine
Impedanz zwischen jedem Leiterpaar mit dem Wert

1 (12.1)

ZLi =

(12.2)

ZLik = A
ikVp

C’i : Kapazitdtsbelag zwischen dem Leiter i und Bezugsleiter 0 (Erdleiter)
C’ik : Kapazititsbelag zwischen den Leitern 7, k
vp: Phasengeschwindigkeit der querhomogenen Leitung

3. Bei querinhomogenen Mehrfachleitungen existieren Anregungsarten, die frei von Kopplun-
gen sind, d.h. eine solche Welle breitet sich mit einer bestimmten Phasengeschwindigkeit,
einem sogenannten Eigenwert des Systems aus. Entlang der Leitung bleiben die Verhéltnisse
von Leiterspannungen unverdndert. Figur 12.3 zeigt als einfaches Beispiel dieser speziellen
Anregungsarten die Gleichtakt- und die Gegentaktanregung auf einer symmetrischen Dreifach-
leitung. Im Gleichtaktfall fiihren die beiden Streifenleiter den gleichen Strom, und der Riick-
strom lauft tiber die Grundplatte. Im Gegentaktfall sind die Stome in den Streifenleitern nach
Betrag gleich, unterscheiden sich aber im Vorzeichen. In der Grundplatte fliesst dabei kein
Strom. Aus Symmetriegriinden kann zwischen den beiden Fillen keine Kopplung stattfinden.
Die beiden Wellen werden aber eine unterschiedliche Phasengeschwindigkeit aufweisen.

Figur 12.3 Querinhomogene symmetrische Dreifachleitung.

In diesem Kapitel werden wir zuerst eine allgemeine Betrachtung der nichthomogenen, ver-
lustbehafteten Mehrfachleitung anstellen und dabei einige wichtige grundsdtzliche Resultate
gewinnen. Im weiteren werden wir technisch interessante Spezialfille behandeln, deren Analy-
se wesentlich einfacher ist als beim allgemeinen Fall.
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12.1 Die Analyse der allgemeinen Mehrfachleitung

Fir die Herleitung der Leitungsgleichungen der Mehrfachleitung werden wir gleichzeitig die
Dreifachleitung und die allgemeine Mehrfachleitung mit »+ 1 Leitern nach Figur 12.4
betrachten:

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung
1
]
!
1 ! Leiter: 1 ... n
1
I 2 : Bezugsleiter: 0

b !

! i=n

L (0 : o= I

B | =1
0 !
]
Lo ]

Figur 12.4 Definition der Dreifachleitung und der Mehrfachleitung.

Figur 12.5 illustriert die Definition der Langsinduktivitdtsbeldge und der Gegeninduktivitdts-
beldge

n -Langsinduktivitatsbeldge L’

n (n—1)

) -Gegeninduktivititsbelage Mk

R1dz
L»dz
] MW

2

0/

Figur 12.5 Definition der Langsinduktivititsbeldge und der Gegeninduktivititsbeldge.

1
i
|
|
i
|
i
; Reziprozitit: Mix = M
i
|
|
i

Langsimpedanzbelige:
Z11= R1+jo L1 Zii= Ri+jo L’ (12.3)
2= R2+jo L2 (12.4)
Gegenimpedanzbelige:
Z12=jo M2 Zik= Zki= jo Mik (12.5)

Z221=2"12=jo M’12 fiir alle ik -Kombinationen mit i # k (12.6)
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Mit den gewdhlten Stromrichtungen ist M’12>0 .

Analog zu den Léngs- und Gegeninduktivitétsbeldgen lassen sich Quer- und Gegenadmittanz-
beldge nach Figur 12.6 definieren:

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung
C’12dz

n -Queradmittanzbeldge Y7

) -Gegenadmittanzbeldge Yk

1
i
i
: n (n—1)
i
1
i
i

Figur 12.6 Definition der Queradmittanz- und Gegenadmittanzbelédge.

Queradmittanzbelédge
Yi=G1+joCh Yi=Gi+joC; (12.7)
M= G2+jo C2 (12.8)
Gegenadmittanzbeldge
Yo=-Gpn-jolCn Yik= -Gk —jo Ci (12.9)

fiir alle ik -Kombinationen mit i # k

Mit den so definierten Impedanz- und Admittanzbeldgen werden nun die Leitungsgleichungen
in gleicher Weise wie fiir die einfache Leitung in Kapitel 2 aufgestellt.

Spannungsabfille an den Langsimpedanzen

N a2 (1240
1, = ZulL+Znh i = [Z2 ][1]
dl_jz t) t)
4 = 2210+ 22020
Z
mit L= Z21 Zik = Zki
Querstrome:
dh (12.11)
=g & riui+rn(l-U)
Z
dD

4, - »i(Ui-U)+ 1 W
Z
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Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung
dn , dlL] (12.12)
-—— =Yuli+Ynl - =[Y][U]
dz dz
dD
4. - Ui+ Ynls
z
mit (12.13)
Yii=Y1-Yn2 Yi=Yi-> Yk = G +joCi + Y (Gik +jo Cik)
allek #i alle k#1i
fur alle i(1...n)
Yn=Y2-12 Yki = Yik = -Gik —jo Cik

fiir alle ik

Wie im Fall der Zweidrahtleitung kann aus den Matrizengleichungen (12.10) und (12.12)
entweder [ U] oder [ /] eliminiert werden. Wir eliminieren [ /] durch Ableiten von (12.10)
nach z und Einsetzen in (12.12) :

42[U] Tl , (12.14)
: =—[Z]{ ] }[Z][r][g]
dz z
d2lU] (12.15)
oder ;= [K][U]
dz
mit [ K ]: Leitungsmatrix [K] =[Z"]1[Y] (12.16)

Fiir die Dreifachleitung erhalten wir mit (12.16) :

(K] = Znru+2nY2 ZnY»+Z2utin (12.17)
- 0 Y1+2202Y2  Z222Y20+221 Y12

[Z’ ] und [ Y ] sind symmetrische Matrizen, aber [ K | ist im allgemeinen nicht symmetrisch.
(12.14) ist die Wellengleichung der Mehrfachleitung. Dabei ist jede Teilspannung von [ U]
mit allen anderen Leitern verkoppelt. Durch eine geeignete Linearkombination der Teilspan-
nungen ist es moglich, ein System von unverkoppelten Wellengleichungen zu erhalten. Die
Teilspannungen von [ U] sind dann als Funktion der unverkoppelten Spannungen [ Uy ] :

Dreifachleitung n + 1 - Fachleitung
Ur = V11 Unt + V12 Un [U]l=[V][U] (12.18)

U2 = V21 Unt + V22 U2

Die Transformationsmatrix [ ¥ ] transformiert (12.14) so, dass ein System von unverkoppelten
Gleichungen entsteht.
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(12.18) in (12.15) eingesetzt und mit [Z]_1 multipliziert:

d2[Uu] 1 (12.19)
= = T KV W)
dz
Fiir ein unverkoppeltes System nimmt die Matrix [Z]_1 [ K][ V] die Form
-1
(VT [KIY]=[¥] (12.20)
an, wobeli [ ;yz ] eine Diagonalmatrix ist:
20 .0 (12.21)
2
0 ... 0
[(Y1=] *
- - ... 0
00 .7
(12.20), mit [ V'] vormultipliziert, lautet:
[K1[V] - [Y1[¥]=10] (12.22)
und ausgeschrieben fiir die Dreifachleitung
2 2
(Kn—=y1) Y +1_<212_Vzl (Ki1—2) le+l_<212£22 _(00 (12.23)
Ko1Vin + (Ko=) V21 Ko1Viz + (Ko=) V22 00

Jede Spalte von (12.23) stellt ein Gleichungssystem dar zur Bestimmung von 12 und einem
zugehorigen V-Vektor, d.h. einer Spalte der [ V'] - Matrix.

2
D (Kik—i8ik) Vi = 0 (12.24)
k
mit §jx: Kronecker-Delta: ik =1 fiir i = k, Sk = 0 fiir i % k

Da jede Spalte von (12.20) ein homogenes lineares Gleichungssystem ist, existieren nicht-
triviale Losungen nur, wenn die entsprechende Determinante verschwindet:

Dreifachleitung n+ 1 - Fachleitung
P (12.25)
det Kii—y K2 =0 det([K]—I28ik) _ 0
Ka1 Koo~y
identische Beziehung fiir beide Spalten Polynom #n-ten Grades in 12 mit
von (12.23) n - Losungen
2 2
(Kii-y )(K»n-y) - Ki2kx1 =0 (12.26)
>  Kiu+K» (K1 — K22y (12.27)
yi2="—">5 * 4 + K12 K21
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Die Losungen 12 (Losungen von (12.25)) sind die Eigenwerte der [ K] - Matrix. Mit den

2 . . . .
Losungen von y kann die Transformationsmatrix [ /'] ermittelt werden.

Dreifachleitung n+ 1 - Fachleitung
Nach (12.23):
i yi-K» 43 1 (12.28)
1 Kn Yoo 7 Ym 7T
Vio  pB-K» Vio Y2 (12.29)
Voo Kol Vo 7 VYm0 T

Losung des Gleichungssystems (12.25),
., 2.
mit y; emngesetzt
Jede Kolonne der [ V'] - Matrix ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Im Fall der

Dreifachleitung heisst dies, dass fiir den Eigenwert y1 das Verhéltnis U1/U> mit (12.18) wie
folgt bestimmt wird:

Uy yi-K» (12.30)
U 121 Ko

und fiir den Eigenwert y» finden wir

Ui le_y%—l_ﬁz (12.31)
U Vo K2

Mit (12.27):

(12.32)

g K11 — K22 N Ki1 — K22 2 . K12
U 2K 2 K21 K21

Beispiel fiir eine querinhomogene verlustfreie Mehrfachleitung:

Figur 12.7 zeigt eine symmetrische Vierfach-Mikrostreifenleitung.
l

€
€ I &= 1
- 8mm 8mm 16mm 8mm 8mm
(Luft)
3 1 2
)% 0

Figur 12.7 Eine symmetrische Vierfach-Mikrostreifenleitung.
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[K1=[21[X]= (o)’ [LM][ CM]
Mit einem numerischen Verfahren wurden die [ LM ] und [ C°M ] - Matrizen berechnet:

0.165  0.0404 0.0404
[LM] = po| 0.0404 0232  0.0152
0.0404 0.0152 0.232

163 -1.43 -1.43 (12.33)
[CM] = &| —-1.43 11.1 —-0.0904
-1.43  -0.0904 11.1

Bestimmung der Eigenwerte von [ K | :

Eigenwerte: Bz/ (032 Lo€o) = 224 2.96 2.43
T ... Y o
Phasengeschwindigkeit: ?:E = 0.67 0.58 0.64
Spannungseigenvektoren: V1 = -0.657 0.630 0.0
Vo = 0.533 0.565 -0.707
V3 = 0.533 0.565 0.707

Die Spannungsverteilungen fiir die drei Eigenwerte zeigt Figur 12.8 :

SREREE U

V2222222222227 N\ J

symr?lfetrisch antimetrisch
Figur 12.8 Spannungsverteilung der Eigenwerte fiir die gekoppelte Mikrostreifenleitung.

Nach diesem Beispiel machen wir eine Zusammenfassung und ziehen eine Zwischenbilanz zu
den Betrachtungen der allgemeinen Mehrfachleitung:

Zusammenfassung:
e Die Leitungsgleichungen der Mehrfachleitung sind untereinander vollig verkoppelt:
dzd[zi_j] =[Z1lY]1[U]l=[K][U]
Zii=Ri+joL; Zik= Zki = Jo Mik
Yi= G +jo Ci + Y Gk +jo Ci Yii = Yik = -Gk —jo Ciik
alle k<i

e Mit einer geeigneten Transformation kann die Leitungsgleichung der Mehrfachleitung
in ein System von unverkoppelten Gleichungen tiberfiihrt werden:

[U] =[V][lu]
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dz[gu]
d22

= (VT [KI[Z][Ua] = [P ][ U]

[ xz 1=1 Z]_l [ K][ V], ist eine Diagonalmatrix und die Matrixelemente sind die

Eigenwerte der [ K | - Matrix, d.h. sie sind die Lésung von
2
det([K]—x Sik) =0

7y, die Wurzeln der Eigenwerte, sind die Ausbreitungskonstanten der Spannungsvektoren,
die untereinander unverkoppelt sind. Diese Spannungsvektoren [ Ve; |, die Eigenvektoren,

lassen sich fiir jeden Eigenwert 3{? gewinnen, indem das Gleichungssystem

([K]—Xz&k)[fei} =0

gelost wird.

Behandlung von Mehrfachleitungen in der Netzwerkanalyse: konzeptionelles Vorgehen
Gegeben: Mehrfachleitung mit Beschaltung an beiden Enden

@®  Bestimmung der Eigenwerte (Wellenausbreitungskonstanten): yi, y2...

i Y.
Bestimmung der Eigenvektoren: [V ] = | V21 V22 ...

@  Bestimmung der Wellenimpedanzmatrix [ Zw |
[Ua] = [Zw][1a]
[ Ua ] : vorwirtslaufende Leitungsspannungswelle
[ Za ] : vorwirtslaufende Leitungsstromwelle

Die Wellenimpedanzmatrix [ Zw | ist (ohne Herleitung):

[Zw]=[V1[yT (KT (2]

®  Mit der quellenseitigen Beschaltung werden die Eingangsspannungen U1, U2, U3 ...
bestimmt.

@  Diese Spannungen werden aus Spannungseigenvektoren aufgebaut:
U =aVii+bVi+cViz+...
W =albi+bVn+clhs+...

U3

alV31+bVi2+cV33+...
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®  Jeder dieser Spannungseigenvektoren propagiert mit der entsprechenden Ausbrei-
tungskonstante auf der Leitung und wird am Leitungsende vom Abschlussnetzwerk
teilweise reflektiert. usw. usw. ( Figur 12.9 ):

Eigenvektor Vii, m

ON
/6%699\

o

l

|

l

|

|

l

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

l

|

|

|

|

l

|

(HY
oro

Ustorxa| 4o

3 — - 3

O—=—-O
- — — ————————— ————— ————————

0 0’

O -O

Figur 12.9 Schematische Darstellung der Ubertragung von Eigenvektorwellen Vix mit
den Ausbreitungskonstanten 7y; und deren Reflexionen und Kopplungen am
Leitungsende.

In technisch einsetzbaren Systemen muss die unkontrollierte Anregung von verschiedenen
Eigenvektoren und deren Kopplung iiber Reflexionen vermieden werden.

Quintessenz: der allgemeine Fall, die unsymmetrische querinhomogene Mehrfachleitung mit
beliebiger Beschaltung ist masslos kompliziert. Er kann nur mit numerischen Methoden gelost
werden und ist technisch meist nicht interessant.

Es existieren aber einfache Fille, die technisch besonders wichtig sind:
1. Querhomogene Mehrfachleitung
2. Querhomogene / querinhomogene symmetrische Dreifachleitung

Wir wenden uns im folgenden diesen Fallen zu.

12.2 Die querhomogene Mehrfachleitung mit idealen Leitern

Mit den Annahmen
- querhomogene Leitung, d.h. zwischen den Leitern ist das Dielektrikum mit & und

Ur = konstant,

- ideal leitende Leiter
vereinfachen sich die Leitungseigenschaften entscheidend. & und Ur miissen dabei nicht
notwendigerweise rein reell sein.
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Unter diesen Bedingungen treten reine TEM-Wellen (transversal-elektromagnetische Wellen)
auf, d.h. die elektrischen und magnetischen Felder zeigen keine Komponenten in der Ausbrei-
tungsrichtung. Bei guten, aber nicht idealen Leitern ist die Annahme von TEM-Wellen eine
gute Approximation. Die TEM-Wellen breiten sich immer mit der Ausbreitungskonstante

y=ijovie (12.34)

aus. Die Phasengeschwindigkeit ist vp = ®/Im[y] und die Dampfung oo = Re[y]. Die
Gleichung (12.34) kann ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen hergeleitet werden.
Die Feldverteilungen von TEM-Wellen entsprechen den elektrostatischen bzw. magnetostati-
schen Feldern der zylindrischen Mehrfachleitungen und jede beliebige statische Spannungsver-
teilung liefert ein korrektes TEM-Feldlinienbild, wie Figur 12.10 veranschaulicht. Jede dieser
TEM-Wellen propagiert mit der gleichen Ausbreitungskonstante 'y .

Figur 12.10 Jede beliebige statische Feldverteilung ist eine mogliche TEM-Feldverteilung.

Die Eigenschaft, dass alle moglichen Feldverteilungen zuldssige TEM-Wellen mit gleichen
Ausbreitungskonstanten darstellen, macht sich auch in der Wellengleichung (12.14) bemerk-
bar. Wéhrend [ K |=[ Z’] [ Y] fiir eine allgemeine Mehrfachleitung eine "gefiillte" Matrix ist,
ist sie fiir die TEM-Mehrfachleitung eine Diagonalmatrix mit identischen Diagonalelementen:

12 0 .0 (12.35)
2
0 .. 0 2
[K1=|" ¥ =y [1]
- - ... 0
00 .. ¥
mit [1]: Einheitsmatrix
. : a2l U]
Die Wellengleichung 1.2 =[K][U]
z

zeigt damit keine direkte Kopplung zwischen den Leitungsspannungen, aber es besteht trotz-
dem eine Verkopplung zwischen den Leitern, indem die Leiterspannungen iiber Gleichung
(12.12) mit allen Leiterstromen gekoppelt sind. In Fall der reinen TEM-Mehrfachleitung stellt
sich also das Problem der Aufspaltung einer beliebigen Spannungsverteilung in Eigenvektoren
nicht. Andererseits wére aber wichtig zu wissen, wie die Leitungsspannungen und -strome
verkniipft sind und wie ein reflexionsfreies Abschlussnetzwerk beschaffen sein muss.
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Nach (12.10) ist [ U ] mit [ ] auf der TEM-Mehrfachleitung wie folgt verkniipft:

atul

Fiir alle vorwirts laufenden Wellen gilt: [U]l =1Uo] g Y2 Hior
Eingesetzt in (12.10)

(12.36)

[Ul=-[Z1[1]1=1[2Zw][1]

R~

Die Matrix 31( [ Z°] stellt die Wellenimpedanzmatrix [ Zw | der TEM-Mehrfachleitung dar:

1, (12.37)
[ Zw] _X[Z]

In gleicher Weise kann, ausgehend von (12.12) die Wellenadmittanzmatrix [ Yw ] gefunden
werden:

. (12.38)

-1
1 ~1
W = — Y’ = - > = Lw
[ Yw ] 3([_] (X[Z]] [ Zw]

Eine TEM-Mehrfachleitung wird mit einem Abschlussnetzwerk mit der Admittanzmatrix
[ Yw ] reflexionsfrei abgeschlossen. Bei einer verlustfreien TEM-Mehrfachleitung ist [ Y] nur
durch die Kapazitétsbeldge bestimmt:

(12.39)

[Yw] = .B[X’] = vp[Cm]

J

: ®
mit B =—
vp

Das Abschlussnetzwerk kann somit aus Admittanzen YL; = vp C; und YLix = Vp Cik
aufgebaut werden. Es weist die gleiche Topologie auf wie das Netzwerk der Leitungskapazi-
tatsbeldge ( Figur 12.11).

1 1

C13 TI C12 I Y113 H] YL12

|

2 2’ T
O- O

, {

23 Y123

3 3 I
O -0

[

Cl= (& ) Y11 Y12 Y13
0 0 T

Figur 12.11 Reflexionsfreies Abschlussnetzwerk einer verlustfreien TEM-Mehrfach-
leitung.
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12.3 Die einfachste querinhomogene Mehrfachleitung: die symmetrische Dreifachleitung
Figur 12.12 zeigt zwei Beispiele von symmetrischen querinhomogenen Dreifachleitungen:

zwel Mikrostreifenleitungen tiber einer Grundplatte und eine geschirmte Zweidrahtleitung.

Innenleiter

Aussenleiter
(Abschirmung)
Isolation (er=2 ... 2.5)

LUft(Srzl)

Figur 12.12 Symmetrische querinhomogene Dreifachleitungen:
a) gekoppelte Mikrostreifenleitungen, b) geschirmte Zweidrahtleitung.

Figur 12.13 zeigt das Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen Dreifachleitung.

L1dz

Figur 12.13 Das Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen Dreifachleitung.
Die Impedanzmatrix [ Z’] und die Admittanzmatrix [ ¥’] sind

(2] = {Z’n Z’lz} (Y] = {X’n X’lZ} (12.40)

IN

212 211 Yo

Die [ K ] - Matrix, d.i. die Matrix der Wellengleichung, ist fiir diesen Spezialfall symmetrisch:

12.41
k1= 121 = | g K (1241

Kit =2ZnXn+ 212112 (12.42)

Ki2 = ZnYn+ 21X (12.43)
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Die Eigenwerte y% und 3(% sind nach (12.27):
B = Kn+Ki2 = (Zu+212) (Yu+ 1Y) (12.44)
B = Ki-Ki2 = (Z1-212) (Y11-Y12) (12.45)

Das Verhiltnis der Leitungsspannungen fiir die beiden Eigenwerte sind nach (12.32):

. 2= K +K u | (12.46)
ur = + - 0 = =
L= 272l U I
u Vi (12.47)
fiir =Ki1-K2 » —=—"—=-1
Y 1% S AR U Vo

Die beiden Eigenvektoren ( V11, V21)=(1,1) und (Vi12, V22)=(1,—-1) sind iibrigens or-
thogonal, wie dies fiir alle symmetrischen Matrizen zutrifft.

12. 3.1 Interpretation der Eigenvektoren der symmetrischen Dreifachleitung: Gleichtakt-
und Gegentaktwelle

Nach (12.46) stellt sich fiir yz = y% eine symmetrische Spannungsverteilung Uj = Uz ein.

Zwischen den beiden symmetrischen Leitern besteht kein Potentialunterschied. Dieser Eigen-
wert wird als Gleichtaktanregung oder Gleichtaktmode bezeichnet. Figur 12.14 zeigt das Lei-
tungsersatzschaltbild mit den zugehorigen Spannungen und Strome fiir die verlustfreie symme-
trische Dreifachleitung.

- /e?rie/ebene
ngm

—dU1 =jo Li(L + M'12) dz

Figur 12.14 Leitungsersatzschaltbild der symmetrischen verlustfreien Dreifachleitung mit
Gleichtaktanregung.
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Diesem Ersatzschaltbild entnimmt man in Ubereinstimmung mit (12.44) sofort die Gleichtakt-
wellenausbreitungskonstante Ye und die Gleichtaktwellenimpedanz Zye :

Ye=y1=j @N(L1 + M12) C1 (12.48)

L1+ M12 (12.49)
Zwe = o
1

Der Index e steht fiir "even mode" = Gleichtaktmode.

Fiir die Gegentaktanregung mit 3(2 = y% ist die Spannungsverteilung antimetrisch: U1 = — Ub.

Aus Symmetriegriinden ist das Potential der Symmetrieachse gleich dem Potential der Grund-
platte.

=-1

—dUi=jo i(L1 — M12) dz

0

Figur 12.15 Ersatzschaltbild der symmetrischen verlustfreien Dreifachleitung mit
Gegentaktanregung.

Figur 12.15 zeigt das zugehorige Leitungsersatzschaltbild, woraus wiederum die Gegentakt-
wellenausbreitungskonstante Yo und die Gegentaktwellenimpedanz Zwo ermittelt werden kann:

Yo=p=joN(L1-M12) (C1+2C’12) (12.50)

Zus = [ ET=M12 (12.51)
wo T C1+2C12

Der Index o steht fiir "odd mode" = Gegentaktmode.

Mit der Uberlagerung einer Gleichtakt- mit einer Gegentaktwelle kann eine beliebige Anre-
gung beschrieben werden. Es bleibt nun noch die Frage zu kldren, wie sich beliebige Quellen-
und Lastbeschaltungen auf Anregung und Reflexion von Gleich- und Gegentaktwellen auswir-
ken. Im Abschnitt 12.3.2 wird der allgemeine Fall, d.h. die beliebig abgeschlossene symmetri-
sche Dreifachleitung behandelt. Der technisch wichtige Spezialfall der symmetrisch abge-
schlossenen Dreifachleitung wird im Abschnitt 12.3.3 dargestellt.
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12. 3.2 Die symmetrische Dreifachleitung mit Beschaltung

Figur 12.16 zeigt die Quellenseite einer beschalteten Dreifachleitung.

Zql VAR

>

—1
—J

Za3 "N Une Uso
L o, - Ube Ubo

r—,,— - =

Uq Zp Ui W Zwe Zwo Ye Yo
\ b g

z=0
Figur 12.16 Quellenseite einer beschalteten symmetrischen Dreifachleitung.

Die vorwirts laufende Wellen Uae und Uao werden aufgespalten in die von der Quelle Uqg
verursachten Anteile Uaeq und Uaoq und in die am quellenseitigen Netzwerk reflektierten
Anteile Uaer und Uaor der riickwirts laufenden Wellen Upe und Upo :

Uae = Uaeq + Uaer Uao = Uaoq + Uaor (12.52)

Wir setzen vorerst die nach riickwirts laufenden Wellen Upe = Upo = 0 und betrachten nur die
von Uq angeregten Wellen Uaeq und Uaoq.

Die entsprechende Netzwerkgleichungen lauten:

Ui = Uaeq + Uaoq Uz = Uaeq — Uaoq (12.53)
Uaeq  Uaoq Uaeq  Uaoq (12.54)
I = + DL = -
Zwe  Zwo Zwe  Zwo
Ug=U = h+h|Z U - U = b\|Z (12.53)
Ug=Ul+ Zp2 +41 +12 | 4ql Ur—-u2 = Zao +42 | 4q3

Aus diesen Gleichungen konnen Uaeq und Uaoq ermittelt werden, was in etwas algebraische
Arbeit ausartet.

+
Zwo Zq3

2 Zq1 Zg2
2+(qu+zq2)[22 L, 1j+ ql Zq (2 s 1}

22 2722 12.56
Qq{q q +1) ( )

Qaeq =

+
£q3 Zwe Zwo Lwe Zq3 Zwo

Zq2 (12.57)
— + 1
Zwe

anq = L]aeq B Zq2

ZqZ
+

+ 1
Zq3 Zwo
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Figur 12.17 zeigt die Lastseite einer beschalteten Dreifachleitung.

Uae Uiao /\/’ 7
Ube Ubo =N o I L3

U Z11

Zwe Zwo Ye Yo U»
0 Lo

Uy || 42

|
z=1
Figur 12.17 Lastseite einer beschalteten symmetrischen Dreifachleitung

Zur Unterscheidung zu Quellenseite bezeichnen wir hier die Strome und Spannungen mit ’
(Apostroph). Die entsprechenden Netzwerkgleichungen fiir die Lastseite lauten:

Abschlussnetzwerk:
un ZL Zui2 || D (12.58)
= 5 = Z ]’
{Q’z} {Zle ZLzz}Lz} [ZL]1L]
. Z11 (413 + Z1.2) (12.59)
mit ZL1 = Zu || (ZL3+Z12) =

211+ 413 + 2412

212 (413 + Z11) (12.60)
211+ 413+ 2412

Z122 = Z12|| (ZL3+2L1) =

Zr2 211 212 (12.61)
Ziz+Z12 ZuL+Z13+ 7212

Z112 = Z121 = ZL11

Mit der Impedanzmatrix des Abschlussnetzwerkes [ Z1. | kann die Matrix der Reflexionsfak-
toren [ rr ] fur die Gleich- und Gegentaktwellen bestimmt werden:

Ube= riee Uae+ rieo Uao (12.62)
Ubo= rroe Uae+ 1100 Uao (12.63)
in Matrixform { g];j =[r] { g:j (12.64)

Dabei sind:

1'Lee . Reflexionsfaktor von der vorwirtslaufenden Gleichtaktwelle in die riickwirtslaufende
Gleichtaktwelle

Ieo : Reflexionsfaktor von der vorwirtslaufenden Gegentaktwelle in die rickwartslaufende
Gleichtaktwelle

I'Loe . Reflexionsfaktor von der vorwirtslaufenden Gleichtaktwelle in die riickwirtslaufende
Gegentaktwelle
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I'oo : Reflexionsfaktor von der vorwirtslaufenden Gegentaktwelle in die rickwartslaufende
Gegentaktwelle

Die Reflexionsmatrix [ 71 ] wird wie folgt bestimmt.
Am Leitungsende z =/ gilt nach Figur 12.17 :

U= Ulset Uaot Ubet+ Ubs= Zo11 D1+ Z112 12 (12.65)
Un= Use—Uaot Ube— Ubs Z12111 +Z12212 (12.66)
[ Q’ae—g’be+ Uao— Ubo (12.67)
o Lwe Zwo
jo Uae—Ube Uao—Ubo (12.68)
=2 Zwe Zwo

Alle Strome und Spannungen beziehen sich auf das Leitungsende. Es folgt nun etwas Routine-
Algebra. Aus dem linearen Gleichungssystem (12.65) bis (12.68) erhélt man die Gleichungen

arl Uae+ a12 Uao+ a3 Ube+ ar4a Ubo = 0 (12.69)
br1 Uae+ b12 Uao+ b3 Ube+ bra Ubo= 0 (12.70)
' ZL11 +ZL12 ZL11 — ZL12 (12.71)
mit al=——,5,——-1; a=—,5,— -1
Zwe ZWO
ZL11+ Z112 —ZL11 + Z1L12 (12.72)
a3=-——— -1 QL4=Z——1
£LWwWe LWO
2121 + Z1.22 Z121 — 2122 (12.73)
bi=————-1; bio=——F—""+1
Zwe Zwo
Z121+ Z1.22 —Z121 + Z1.22 (12.74)
bL3:—7Z -1; bL4:—Z -1
£LWwWe LWO

Aus (12.69) und (12.70) folgt fiir die Reflexionsfaktoren

_ Ut _ar4abLi —ari bi4 (12.75)
T Une| o @3 bra—atabis

_ Ui, _ar1 bz —ar3 bri (12.76)
o = e U0 AL3bL4—arabrs

Uy _ar4 b2 —ai2 b4 (12.77)
e = o Vo AL3bL4—ar4bis

_ Ui _ a2 bz —ais br2 (12.78)
Hoo = 1 Uwoo @3 bLa—arabis
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Die Gleichungen (12.64) und (12.69) bis (12.78) beschreiben das Verhalten der Leitung auf
der Lastseite vollstdndig. Es bleibt nun noch die Reflexion auf der Quellenseite zu beriicksich-
tigen. Abgesehen von der Spannungsquelle ist das quellenseitige Netzwerk topologisch mit

dem lastseitigen identisch. Die von der Reflexion am quellenseitigen Ende verursachten Antei-
le Uaer bzw. Uaor der Wellen Upe und Ubo sind:

Uaer = rgee Ube + rgeo Ubo (12.79)

Uaor = rqoe Ube + rqo0 Ubo (12.80)
. . Uaer | _ Ube (12.81)
in Matrixform { anr} = [rq] { Qbo:|

Die Reflexionsfaktoren sind entsprechend (12.69) bis (12.78)

aq4 bql — aql bg4 (12.82)
I'gee = usw.
e aq3 Qq4 —dg4 Qq3
, Zqll + Zq12 Zqll — Zq12 (12.83)
mit quzzi—l; aqzzzi—l; Usw.
£LWCEC £LZWO0

Mit den Gleichungen

Uae _ Qaeq n Uaer _ Qaeq rq] Ube (12.84)
Uao Uaoq Uaor Uaoq Ubo

Ue= Use e /s Uno= Uso e T/ (12.85)
Ube = Upee %!, Ubo = Uboe ! (12.86)

und mit (12.64)
Q’be — [KL] (_]’ae
Ubo Uao
ist die beschaltete symmetrische Dreifachleitung vollstindig beschrieben. Es konnte damit jede

der Teilwellen Uae, Uao, Ube, Ubo, U'ae, Uao, Ube, Ubo in Funktion der Anregung Uq ausge-
driickt werden.

12. 3.3 Die symmetrische Dreifachleitung mit symmetrischer Beschaltung

In der Elektronik und Kommunikationstechnik werden symmetrische Dreifachleitungen auf
zwei Arten betrieben:
- in einer geschirmten Zweidrahtleitung wird moglichst nur der Gegentaktmode angeregt und
der Gleichtaktmode unterdriickt. Die Leitung tibertrdgt nur ein Signal.
- in symmetrischen Zwei- und Mehrfachleitungen vom Typ wie in Figur 12.1¢ wird nach
Moglichkeit jeder Streifenleiter fiir einen Informationskanal eingesetzt.
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Im zweiten Fall wird die Mehrfachleitung an den Enden so beschaltet, dass nur identische
Impedanzen gegentiber der Masse (0) auftreten und die Impedanzen zwischen den Leitern i, k
( 7, k#0 ) unendlich sind, wie dies fiir die symmetrische Dreifachleitung in Figur 12.18
gezeigt ist.

I 17 I

/\/’ Uae Uao Use Uno /\/’
DL 2 =/ Ube Uno Uhbe Q’bo<\/\ > I i:,’_

i-e

L ¢ 0 1o

u | Zwe Zwo Ye Yo U2 QZL

| |
Z:O Z:l

Figur 12.18 Symmetrische Dreifachleitung mit quellen- und lastsseitig symmetrischer
Belastung. Zg3 =Z13 = .

Auf der Quellenseite gelten, wenn die nach links laufenden Wellen Upe = Ubo =0 gesetzt
werden, die Gleichungen (12.53) bis (12.55). Mit Zq3 = wird das Gleichungspaar (12.55)
zu

Ug = U1 +11 Zq U =-DbZq (12.87)

Daraus folgt

Uae Uao (12.88)
Uq = Uae+ Uao + Zq 7 +Z
£LWEe £LZWO0

Uae Uao (12.89)
0 = Uae — Uao +Zq 7 "7
Lwe Lwo

Die vorwirtslaufenden Spannungswellen sind:

Uq (12.90)

Lae =5 (1+Zo/Zwe)

Uq (12.91)
21+ Zg/Zwo )

l_]ao =

Mit der gewihlten quellenseitigen Beschaltung mit Impedanzen Zq kann die Gleich- und
Gegentaktanregung mit den Ersatzschaltungen nach Figur 12.19 dargestellt werden.

Zq Zq
U U
_761 Uae ‘ Lwe _7(1 Uao Zwo

Figur 12.19 Ungekoppelte Ersatzschaltungen fiir die Gleich- und Gegentaktanregung der
nach Figur 12.18 beschalteten Dreifachleitung.
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Von besonderem Interesse ist der Betriebszustand der Anpassung auf der Quellen- und Last-
seite mit der Bedingung

Ui P (12.92)
lT - £&q
) Uae Uao (12.93)
mit Ul = Uae+ Uao und I = +
Zwe Zwo

Dabei wird der in der Praxis wichtige Fall mit reellen Wellenimpedanzen Zwe und Zwo be-
trachtet. Mit der obigen Bedingung und mit (12.90) und (12.91) finden wir als Bedingung fiir
Anpassung:

Zq = NZwe Zwo (12-94)

Dabei ist das Verhéltnis:

,\/_Z\; (12.95)

Reflexion am fernen Ende:

Die von der Quelle angeregten Teilwellen wandern mit den Ausbreitungskonstanten ye und 7o
(Gleichungen (12.44) und (12.45)) die im allgemeinen unterschiedlich sind. Die Gleich- und
Gegentaktwellen werden mit Ye # Yo unterschiedlich geddmpft und verzogert. Mit symmetri-
scher Belastung durch die Lastimpedanzen Zr. gilt:

U1 = Uae+ Uaot Ubet+ Ubo = Z1L1I1 (12.96)
Un = Uae— Uao+ Ube— Ubo = Z1L12 (12.97)
I o= Uae— Ube N Uao—Ubo (12.98)
- ZLwe Zwo
, Uae—Ube Uao—Ubo (12.99)
I = -

Zwe Zwo

Alle Strome und Spannungen beziehen sich auf das Leitungsende z=/ . Aus (12.96) und
(12.99) kann die Reflexionsmatrix ermittelt werden:
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Ube = riee Uae + 1rieo Uao (12.100)
Ubo = rroe Uae + 00 Uao (12.101)
2L — Lwe (12.102)
BT ZU+ Zwe
2L — Zwo (12.103)
0T 21+ Zwo
Iteo = rroe = 0 (12.104)

Danach gilt also:
- Gleich- und Gegentaktwellen sind vollig entkoppelt: r1eo = rioe = 0
- Die Reflexionsfaktoren 71 ee und 7100 der Gleich- und Gegentaktwellen verhalten sich
wie die Reflexionsfaktoren auf ungekoppelten Leitungen ( Figur 12.20)

Gleichtakt: Gegentakt:

_ — - O~ —_— — -
A

)
A%

Lwe KL9 L Zwo L‘La ZL

- - - o

Figur 12.20 Reflexionsfaktoren riee und 1100 der symmetrisch belasteten symmetrischen

Dreifachleitung.
2L — Lwe ZL — Zwo (12.105)
T 2L+ Zwe 0T 71+ Zwo

Aus den (12.102) bis (12.104) konnte das Ersatzschaltbild nach Figur 12.20 gewonnen
werden. In der Herleitung der Gleichnungen (12.90) und (12.91), die die Wellen Uae und Uao
in Funktion der anregenden Spannung Uq bestimmen, wurde die Voraussetzung gemacht, dass
keine nach links laufenden Wellen Upe und Upo existieren. Das Reflexionsverhalten der sym-
metrischen Quellenimpedanzen ist das gleiche wie auf der Lastseite und das Ersatzschaltbild
nach Figur 12.20 mit dem Gleichungspaar (12.105) kann auch auf der Quellenseite angewandt
werden. Das ganze symmetrische Dreileitersystem kann daher mit der Ersatzschaltung nach
Figur 12.21 mit je einer Ersatzschaltung fiir die Gleich- und die Gegentaktwelle dargestellt
werden.

Qq /\/’(_]ae Qae/\/> Uq /\/>(_]ao Q’ao% ,
ey 4L

Zq Zq

2 <\/\L]be Q’be‘\/\ L | = <'\/\Qbo Ubo
ZWC) Xe

- O
2% 2%

ZWO) 10

Figur 12.21 Ersatzschaltung flir symmeterische Dreileitersystem.
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Symmetrischer Abschluss mit Zi, = VZwe Zwo

Bei einer Paralleliibertragung von Signalen iiber Mehrfachleitungen wird man versuchen, die
Kopplung zwischen den Leitungen moglichst klein zu halten und gleichzeitig Anpassung an-
zustreben. Fiir die ideale TEM-Dreifachleitung mit Ye = yo kann mit Zq = ZL = VZwe Zwo €ine
vollige Unterdriickung der Kopplung auf der Lastseite erreicht werden: Uh(z=1/)=0 .

Beweis:

Mit Ye = Yo gilt nach (12.95):

,\/Z_ (12.106)
£LWEe
1+ ' £

Uae B Uae 3 wo

Uao s Uao ~0 1 Zoa
£\ , V4

Zwe

Nach (12.97), (12.100) und (12.101) gilt am Leitungsende
U2 = Uase — Uao + Ube — Ubo= Uae( 1 +11ee) — Uao( 1 +11.00) (12.107)

12.108
[ Zne (12.108)
ZWO

Die Bedingung fiir Us(z =/) =0 lautet:

Uae 1 +Itoo 1+
Uao . 1 +riee 1+@
AT

Diese Bedingung ist erfiillt fiir
4L = Zq="\Zwe Zwo (12.109)

Mit den Abschlussimpedanzen ZL = Zq=\Zwe Zwo besteht bei einer symmetrischen TEM-
Dreifachleitung eine ideale Entkopplung zum fernen Ende der gekoppelten Leitung ( Figur
12.22 ). Dagegen kann die Kopplung zum nahen Ende nicht fiir alle Frequenzen unterdriickt
werden.

Uq Zq ] ZLwe Zwo Y=Y 7’ ZL
e —
Z N o Z
ii $ — 3 i;Ll—'"
0o/ \ g
endliche Kopplung zum Entkopplung zum

nahen Leitungsende fernen Leitungsende

Figur 12.22 Kopplungseigenschaften der symmetrischen TEM-Dreifachleitung.
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Zusammenfassun

: symmetrische verlustfreie Dreifachleitung mit symmetrischen

Abschlusswiderstinden und unsymmetrischer Anregun

Verlustfreie Leitung

Uqg Zq 1 . 1 7L
o
QI(O)L Bo) o 1 0 l_l(b | wo

Z:|0 ——— JL'E&;“ iy
e

Figur 12.23 Symmetrische verlustfreie Dreifachleitung mit symmetrischen Abschluss-
widerstdnden und unsymmetrischer Anregung.

Gleichtaktwelle (Even Mode)

Wellenausbreitungskonstante:

Ye=]jBe =] o V(L1 + M12) Ch

Gegentaktwelle (Odd Mode)

Wellenausbreitungskonstante:

Yo =jBo=joN( L1=M12) (C'1+2C12)

Von der Quelle angeregte Wellen:
Gleichtakt

Uqg
2 (1 + Zq/Zwe)

Qae =

Auf der Lastseite reflektierte Wellen:
Uve = riee Uae

21— Zwe

mit —
Z1L + Zwe

Iee =

Une( 2=1 ) = Une( z=0 ) ¢ 1 Pel

Wellenimpedanz:

L1+ Mo
Lye = \/ '

Wellenimpedanz:
7o / L1 = M2
o C1+2C’12

Gegentakt

Ubo = rioo Uao

21— Zwo

oo = 21+ Zwo

Uno( z=1 ) = Uao( z=0 ) ¢~ 3 Bl
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Zusammenfassung: Angepasste symmetrische verlustfreie TEM-Dreifachleitun

Querhomogene Leitung: Be = Bo =0

Qq Zq 1 Lwe Zwo 1 ZL
4® —1+—o — o— [+
Z ) ™~ Z
5 = =
0/ \
endliche Kopplung zum Entkopplung zum
nahen Leitungsende fernen Leitungsende
Figur 12.24 Angepasste symmetrische verlustfreie TEM-Dreifachleitung.
Anpassungsbedingung: Z1L = Zq=\Zwe Zwo
e Kopplungsfrei zum fernen Ende
e Kopplung zum nahen Ende (Resultat ohne Herleitung):
U jktanPl (12.110)
U 12 +jtan Bl
C12 M2 (12.111)

Kopplungsfaktor: k= Ciat CL = L7

12. 3.4 Ein Fall aus der Praxis der Elektronik: Kopplung in einer kurzen symmetrischen
TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung

Bei diesem in der Praxis wichtigen Fall werden folgende Vereinfachungen gemacht:

1. Mit einer elektrisch kurzen Leitung kann ein Ersatzschaltbild mit wenigen konzentrierten
Elementen verwendet werden.

2. Mit einer schwachen Kopplung kann eine unilaterale Kopplung von der gespeisten Leitung
in die passive Leitung angenommen werden, d.h. statt einer induktiven Kopplung wird eine
stromgesteuerte Spannungsquelle und statt einer kapazitiven Kopplung wird eine spannungsge-
steuerte Stromquelle eingesetzt.

Die Vereinfachungen des Ersatzschaltbildes sind in Figur 12.25 dargestellt.
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Cil = C1l

C
: C Zw 1 L1(0) 1 Zw
(TYY\_O_]:'_

U jo 11(0)M121
I AN 0" Zw
1oy N, ) |
0 T 2 'l‘ jo U1(0)C*121 I U1(0) T 5 T 8
d) { -I/_
@é—&—gz} L) 1" Zw
U T, g_w’ ; y
77\ 2’ Lw
B ™
i) 0

Figur 12.25 a) Kurze symmetrische TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung,
b) Ersatzschaltung fiir kleine Leitungslénge 1,
¢) Ersatzschaltung fiir schwache Kopplung: k<< 1,
d) Umwandlung der ungekoppelten Elemente in Leitungselemente.

Fiir die umgewandelte Ersatzschaltung in Figur 12.25d gilt:

jo O)M121 jo Ui(0)Cr2! (12.112)
2 ° 2 Zw

W(0) =

Ui(0) = Zw11(0) = Uyg/2 (12.113)
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jo L1(0)/ , (12.114)
U(0) = ?(M’lz +C12 Z%v)
Bei der TEM-Mehrfachleitung ist der Kopplungfaktor & fiir schwache Kopplung
. M2 Ci Cn (12.115)
T L1 Cnp+C1 Oy
Aus (12.114) und (12.115) folgt
JOLO)LA (M2 Cr2 : Mzl (12.116)
j(l) QqL’ll M1 Cr2 (12.117)

Dieses Resultat stimmt, wie zu erwarten ist, mit der Beziehung (12.110) fiir //A << 1 und
C’12/C"1 << 1 iberein.

Wir vergleichen das Resultat (12.116) und (12.117) mit der exakten Simulation einer gekop-
pelten Leitung, wobei wir die vereinfachenden Annahmen //A << 1 und C’12/C’1 << 1 ectwas
strapazieren:

Beispiel:
Kurze symmetrische verlustfreie gekoppelte TEM-Dreifachleitung mit schwacher Kopplung
nach Figur 12.26

Uq Zw 1 Zwe Zwo Be = Bo 1" Zw

Figur 12.26 Impuls als Anregung fiir die gekoppelte Dreifachleitung

Kopplungsfaktor £=0.17 elektrische Lange /= 70cm
Wellenimpedanz Zw =50 Q Signalform Uq(?): cosZ-Impuls

Im Zeitbereich wird (12.116) zu

d i1(1,0) L’ﬂ[M’n C’u] _ dug(h M2l (12.118)

wt0) = =3~ 73 | 1 T At 27w

Figur 12.27 zeigt die Resultate der exakten Simulation fiir die Spannung U1(z,0) und Uz(z,0)
am Leitungseingang und U1(z,/)) am Leitungsausgang. In Figur 12.27 ist noch ein Vergleich
von Uz(t,0) gemiéss der Approximation (12.118) und der exakten Simulation dargestellt.
Obwohl die Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Approximation beziiglich der Kopplungskon-
stante k1 und der Leitungslédnge / nur schlecht eingehalten werden, ergibt (12.118) immer noch
eine brauchbare Abschitzung.
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Uq(?)
vl 4
2

Ui(t,z)
Ua(t,z) A
[V]

0.80 [ N[ v
[ \

0.60

o0 | \
0.20 // \\

i L 0at0) \
—0.20
[U\?](Z,Z) \ Uz(2,0): Simulation
0.15
0.10 ;\\\\
T

0.05 ‘

AN A

| .y
\! 7

)
]

—0.05

J

-0.10 \
|

—0.15

m\”/

5 30 35
U2(¢,0): Approximation
Uz(t,)) =0 Simulation / Approximation
Figur 12.27 gimuylation des Ubersprechens eines cosz-lmpulses.

Quellenspannung Ugq(?) , Spannungen am Leitungseingang: U1(2,0) , U2(2,0) ,

Spannung am Leitungsausgang: U1(t,/)
Vergleich von Simulation und Approximation (12.118) von Uz(z,0) .
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Filter

13. Einfithrung zur Filtersynthese

Unter einem elektrischen Filter verstehen wir ein lineares Zweitor, das ein Signal im Zeit- und
Frequenzbereich gezielt verdndert. Elektrische Filter sind in allen Bereichen der Kommunika-
tionstechnik und Elektronik zu finden. Auch bei nichtelektrischen Filtern, wie Filter von
akustischen Wellen in Gasen und Festkorpern oder Festkorperoberflichen, werden die gleichen
Entwurfsmethoden eingesetzt wie bei elektrischen Filtern.

Figur 13.1 zeigt Beispiele des Einsatzes von elektrischen Filtern als Element fiir die Selektion
eines bestimmten Frequenzbandes, als Element zur Unterdriickung von hochfrequentem Rau-
schen und als Element zur Differentiation eines Signals im Zeitbereich.

Eingang Filtertyp Ausgang
u
%) 1 5 u(f) 5
a) < o-{ Bandpass |=0 /\
0 4 0 4
u(f) u(r)
b) o> Tiefpass =0
t
0 ! 0
u(t) u(?)
c) o= Hochpass =0
t t
0 0

Figur 13.1 Einsatz von elektrischen Filtern: a) Bandpass fiir die Selektion eines
Frequenzbandes, b) Tiefpass zur Unterdriickung von hochfrequenten
Storsignalen, ¢) Hochpass zur Differentiation eines Signals im Zeitbereich.

Die ersten Ansdtze fiir den Entwurf von Filtern, die Filtersynthese, sind schon in der frithen
Geschichte der Elektrotechnik zu finden: um 1915 haben unabhéngig voneinander G.A. Camp-
bell in USA und K.W.Wagner in Deutschland das Wellenfilter vorgeschlagen. Die Filtertheorie
war in den vergangenen achtzig Jahren immer in Entwicklung und kann auch heute nicht als
abgeschlossen betrachtet werden. Der Grund fiir das anhaltende Interesse ist, dass sich die
Filtertechnik laufend an technologische Entwicklungen anpasst.
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Beispiele dieses Vorgangs sind:

Technologie zugehorige Filtertechnik Grundelemente
diskrete R, L und C klassische Filter R,Lund C
Operationsverstérker aktive Filter Verstérker, R und C
Signalprozessoren digitale Filter Verzogerung, Rechenwerk

CMOS-Technologie SC (Switched Capacitor) Filter| Schalter, analoge Addition, C

SAW (Surface Acoustic Leitungselemente, analoge

Akustische Oberflichenwellen Wave) -Filter Addition

Filter werden meist im Frequenzbereich spezifiziert. Die einfachsten Grundtypen von Filtern
sind in Figur 13.2 dargestellt.

Ay 1T}
Tiefpass (TP) \ Bandsperre (BS) \
0 f 0 S
1T AL
Bandpass (BP) \
: ; Allpass (AP) b—;
| T| LT
Hochpass (HP) ’ /\
0 f 0 f

Figur 13.2  Ubertragungsfunkionen T von Filtergrundtypen

Die Bauelemente der klassischen elektrischen Filter sind: Widerstdinde R, Kapazititen C,
Induktivitdten L und eventuell Gegeninduktivititen M. Mit den oben erwihnten verschiedenen
Filtertechnologien werden einzelne dieser Grundelemente durch andere, in der speziellen
Technologie kostengiinstig herstellbare Elemente ersetzt. In unserer Einfithrung in die klassi-
sche Filtertechnik behandeln wir die bekannten Filtertypen nach

® Butterworth
® Tschebyscheff
® Bessel

Als Filtertechnologie steht die klassische Realisierung mit diskreten Widerstidnde, Kapazitdten
und Induktivitdten im Vordergrund, die auch als Basis fiir alle andern Filtertechnologien
verstanden wird. In einem letzten Abschnitt werden einfache aktive Filter mit Operationsver-
starkern eingefiithrt. Unser Ziel, die Filtersynthese und -realisierung, ist in Figur 13.3 darge-
stellt: ausgehend von einer gegebenen Filterspezifikation soll ein aus den Elementen R, L und
C aufgebautes Filter entworfen werden, dessen Ubertragungsfunktion die Spezifikation befrie-
digt.
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a) b)

4 > 4 y

[dB] [dB] 7
307 777 307 OISy
20T |:> 20+
107 107

0 } t } - f 0 } } } - f
1 10 100 1000 [Hz] 1 10 100 1000 [Hz]

Figur 13.3  Ziel der Filtersynthese: ausgehend von einer Filterspezifikation
a) (Filterdimpfung in Funktion der Frequenz) soll ein mit einem passiven
Netzwerk realisierbarer Frequenzgang b) synthetisiert werden.
Unser Vorgehen ist folgendes:
1. Zusammenstellung der fiir unsere Zwecke wichtigen Gesetze der linearen Netzwerktheorie.

2. Diskussion der Eigenschaften der Ubertragungsfunktion linearer Netzwerke.

3. Approximation von spezifizierten durch realisierbare Tiefpass-Ubertragungsfunktionen.
Einfiithrung der normierten Tiefpdsse nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel.

4. Riickfithren von Hochpidssen, Bandpéssen und Bandsperren durch geeignete Transformatio-
nen auf normierte Tiefpésse.

5. Betrachtung des Impulsverhaltens.

6. Realisierung als RLC- Filter und als aktive Filter.

13.1 Die wichtigsten Resultate der Theorie linearer Netzwerke mit diskreten Elementen

13.1.1 Die Ubertragungsfunktion (UTF)

Figur 13.4 Allgemeines lineares Netzwerk, als Zweitor betrieben.

Wird ein allgemeines lineares Netzwerk mit einer endlichen Anzahl diskreter Elemente als
Zweitor nach Figur 13.4 betriecben, dann gilt fiir die Ubertragungsfunktion UTF ( Transfer-
funktion 7 (s))

W(s)  Pm(s) (13.1)

~
—~
1o}
~
Il
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T (s) ist dabei die Laplace-Transformierte der Impulsantwort. Die Laplacevariable s = G + j®
hat daher hier die Dimension einer Frequenz. Der Zéhler Py (s ) und der Nenner Qy( s ) sind
Polynome vom Grad m bzw. n mit reellen Koeffizienten:

Pu(s) bmS" +bm-1 gm_l +...b1 s+ bo (13.2)
I(s)= =

On(s) an s + ap—1 gn_l +...a1 8+ ao

Die Losungen der Gleichung Py(s ) =0 sind die Nullstellen z; von T (s)
S=zi=0z+]jWyz

Die Losungen der Gleichung Ou(s)=0 sind die Pole p;ivon T (s)
S =pi = Opi + jWpi

Die Ubertragungsfunktion kann mit den Nullstellen und Polen dargestellt werden:

(s=z1)(s-22)...(s—zm) (13.3)
(s=p1)(s—p2)...(s=pn)

I'(s)=K

Die Nullstellen und Pole bestimmen die Ubertragungsfunktion T (s) bis auf einen konstanten
Faktor K vollstindig. Da die Koeffizienten a; und b; der Ubertragungsfunktion reell sind,
treten nur reelle und paarweise konjugiert-komplexe Pole und Nullstellen auf.

Die Lage der Pole bestimmt die Stabilitit der Ubertragung. Die Impulsantwort ist von der
Form:

ri (13.4)

r; . Vielfachheit des i-ten Poles

Fiir Ubertragungsfunktionen mit nur einfachen Polen gilt

n
T(t) =4,y el"
=i

Wenn nur Pole mit negativen Realteilen ( 6p; <0 ) auftreten, dann fillt 7 ( ¢ ) asymptotisch auf
null ab: das System ist stabil.

Wenn Pole mit verschwindendem Realteil ( (Opi)max =0 ) auftreten, dann ist das System -
marginal stabil. Die Impulsantwort endet in ein konstantes oder periodisches Signal.

Pole mit positivem Realteil op; > 0 fithren zu einer Ubertragung von Signalen mit exponentiell
anwachsender Enveloppe: das System ist instabil.

Fiir die Filtertheorie sind passive Netze mit diskreten Komponenten ( R, L und C ) von Bedeu-
tung. Diese sind immer stabil und weisen daher nur Pole mit Realteilen 6p; < 0 auf.

Die entsprechenden Polynome Qu(s) = ans" + an-1 gn_l +...a18+ao mit Gp; <0

heissen Hurwitz-Polynome. Fiir passive Netze gilt zudem, dass der Grad von Py(s) < Grad
von Qp(s) ist oder m <n. Figur 13.5 zeigt einige Pol-Nullstellen-Diagramme mit den zuge-
horigen Ubertragungsfunktionen und einer entsprechenden Schaltung.
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Tiefpass 1. Ordnung Pole® Nullstellen® jo b
R .
L _L —®70—> o
Ul T ll_fz o1
o +——o0
1
RC 1
I(s) = L = o p1=01=="7 "~
“ RC
Tiefpass 2. Ordnung jo
1
2 I J2AR Opl
o -
: -G
L_]l C T J_Z Gp 0
o —0 »e Wp2
1
T A 2
K |
I(s) = RLC 1 - = 2 P12 = Opi) 03%_0%
iz +—5 + —— - 2Gp s + 0)p
L= L o R oL
PmoL T LC
Bandpass 2. Ordnung jo
R p1® Wp1
o—1 S e -
| o
Ui C % Lg l U Gp 6210
o . +—O0 »ne Wp2
s
RC K op s
I(s)= fc = “r p12 = optjV 0} —op
S2+;+L s —20ps + p
-~ RC L
allgemeine UTF 2. Ordnung i
I L@ 2 Wpl
© t1O
} } = O
Op Oz 0
©® tTO
Ul R CzTRz j_Z - 72
o +—0 m® Wp2
2, 5 1
T(s) C1 S RiC1 L1y s —20z8 + 07
s) = . = .
TG o S(RiHR) 1 s?—26ps + o
= RIR(C1+C2)  L1(C1+(C2)
pi2=cprN@p—0p  zi2 = Opt]

Figur 13.5 Beispiele von Pol-Nullstellendiagrammen.
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13.1.2 Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion
Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion ist

T(s)| =T(jw) = |T(jw)l I®® (13.5)

S=jO
|T(jo)l:  Amplitudengang
¢ (®w) = ZT(jo): Phasengang
Die Ubertragungsfunktion in logarithmischer Darstellung zur Basis e:
G(jo)=InT(jo) = IlT(jo)l+iLI(jo)=T(w)+jpw) (13.6)
mit G (jo): logarithmische Ubertragungsfunktion
INw): logarithmischer Amplitudengang, in Neper Np
o(w): Phasengang, in Radian rad
Darstellung in Dezibel (dB) und Grad:

. . .180° . . 13.7
Gan (jo0) = 201og |T(jo)| +i7 2T (j0) = Tun(®) +i9Grad®) (137

Umrechnung:

20 180°
1 Np= 10 = 8.686 dB; I rad =

=57.296°

Im Bodediagramm werden I'(®) und @(®) in Funktion von log ® dargestellt.

Fiir die Betrachtung von Signalen im Zeitbereich ist die Gruppenlaufzeit Tg, die in Abschnitt
11.4.1 eingefiihrt wurde, von Bedeutung:

_do (13.8)

%= "0

Der Frequenzgang wird in sehr einfacher und durchschaubarer Weise von den Polen und Null-
stellen der Ubertragungsfunktion UTF bestimmt.

Die UTF in Funktion der Nullstellen z ; und Pole p; :

(s—z1)(s—z2)...(8—2Zm) (13.9)
(s=p1)(s=p2)...(8=pn)

I'(s)=K

[en

Die Nullstellen z; und Pole p; sind reel oder paarweise konjugiert-komplex. Der Frequenz-
gangvon T (s) = T(jo) ist:

(jo-z1)(jo—z2)...(jO—zm) (13.10)

. . - = |7 jo(w)
(jo—p1) (jo—p2) ... (jo—pn) T (jo)le

I'(jo)=K

Der Amplitudengang |7 (jw)| ist bis auf den Faktor K aus den Abstinden der Pole und
Nullstellen vom Frequenzpunkt jo auf der vertikalen Achse bestimmbar, wie in Figur 13.6
dargestellt.
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Opi Ozi

Figur 13.6 Bestimmung des Amplitudengangs und des Phasengangs von ' (j® ) aus
den Abstdanden der Nullstellen z; ( bzw. Pole p; ) von Ort s = jo.

m (13.11)
HAZI'

T(jo)l = k———

H Api
i=1

Der Phasengang ¢(w) setzt sich zusammen aus den Phasen ©z und O©p; der Differenzen
(jo—2zi) und (jo-pi).

Oz nimmt mit der Frequenz
- fiir Nullstellen in der linken Halbebene monoton zu;
- fiir Nullstellen in der rechten Halbebene monoton ab.

©p; nimmt fiir zunehmende Frequenz ® monoton zu.
Der Phasengang @(®) ist

m n (13.12)
Q@) = D Oz — ) Opi
i=1 i=1

Bei allgemeinen RLC-Zweitoren, die in der Ubertragungsfunktion als Nennerpolynom nach
Abschnitt 13.1.1 ein Hurwitzpolynom aufweisen, gilt fiir den Phasengang ¢(®) beim Durch-
laufen der Frequenz von @ = —co.. 400 :

- Pole in der linken Halbebene bewirken eine Phasendrehung ¢(®w) von — 7 pro Pol.

- Nullstellen in der linken Halbebene bewirken eine Phasendrehung von + m pro Nullstelle.
Wenn nur Nullstellen in der linken Halbebene auftreten, dann ist die totale Phasendrehung
@( 0 =—oo.. 400 ) fiir eine bestimmte Anzahl von m Nullstellen und » Pole ( m < » ) minimal.
Ein solches Netzwerk nennen wir ein Minimalphasenzweitor.

Das Minimalphasenzweitor hat alle Nullstellen in der linken Halbebene.
Das Ziahlerpolynom Py( s ) ist, wie das Nennerpolynom Qy( s ), ein Hurwitzpolynom.
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Figur 13.7 zeigt als Beispiel den Vergleich des Frequenzgangs einer minimalphasigen und
einer nichtminimalphasigen Ubertragungsfunktion mit identischem Amplitudengang der Uber-

tragungsfunktionen
Minimalphasennetzwerk Nichtminimalphasennetzwerk
r(jo)l | z(jo)l f
dB
[dB], | [dB],
a) 0 f ™\ 0\
~-10 —10
20 AN 20 <
_30- 1 1 1 = () _30: | I 1 >Q
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
o (Q) 1) IOR,
[rad] [rad]
0 0
b) - F
-2 —— -2 :\\\
-4 —4 \
-6 N -6 ; \
. 1 1 alun NI 11l >Q b 11 alun 1 ||Innx:n :Q
-8 -8
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
1.5
¢)

0 5 10 15 7o 5 0 15 !

Figur 13.7 Vergleich des Frequenzgangs einer minimalphasigen und einer nichtminimal-

phasigen Ubertragungsfunktion. Bei identischem Amplitudengang a) unter-
scheiden sich die Phasengédnge b) und damit auch die Schrittantworten c).

(§+2+))(S+(2-)))
(S+3)(S+1+j2)(S+1-j2)

I'(S)=3 (minimalphasig)

(§-2+))(S-2-)))
(S+3)(S+1+j2)(S+1-j2)

Ir(s)=3 (nichtminimalphasig)
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Die normierte Laplacevariable S und die normierte Frequenz 2 werden wie folgt definiert:

[o%!
Il

Q="
Wr

g [e

Dabei ist or eine frei wihlbare Normierungskreisfrequenz.

Fiir Minimalphasenzweitore gilt das Theorem von Bode, das einen Zusammenhang zwischen
Phase und Amplitude der Ubertragungsfunktion T'( jo ) herstellt:

o ¢ TG0 - In|T(jo)l (13.13)

o) = —— do’

Allpisse, d.h. Zweitore mit dem Amplitudengang | T( jO )| =1, haben folgende Ubertragungs-
funktion

O(-s) (13.14)

mit Q( s ): Hurwitzpolynom
In Figur 13.8 sind die Nullstellen-Pol-Diagramme und die Schaltungen von zwei einfachen
Allpédssen dargestellt.

Allpass 1. Ordnung Pole ® Nullstellen ® )jo
o .
R
¢ P z1
U TR & 0 © ©
Op oz
! S C 10))
0
—S+L
= —8—01
T(s) = RC _
1 s—01
STRe
Allpass 2. Ordnung ljo
% s R p1® ©zi
C L
Ui ) — g
R L Gp 0 Oz
1))
© s 2 ® 2 ®
o
2 RO 1
S =T8St e s> +20ps + OB
I(s) = 5 R 1 - ) 2
= = § —20p s +
e pET P

Figur 13.8 Nullstellen-Pol-Diagramme und Schaltungen von zwei einfachen Allpéssen.
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13. 1.2 Die Betriebsiibertragungsfunktion

In Abschnitt 13.1.1 wurde die Ubertragungsfunktion als Spannungsiibertragungsfunktion einer
idealen Spannungsquelle am Netzwerkeingang zu einem leerlaufenden, d.h. unbelasteten Aus-
gang definiert. Soll das Netzwerk eine Filterfunktion ausiiben, dann ist diese in Figur 13.4
dargestellte Betriebsart hochst unzweckmaéssig, da die ideale Quelle mit Quellenwiderstand
nicht realisierbar ist und keine Leistung auf den Ausgang tibertragen werden kann. Wesentlich
realistischer ist der Betrieb mit Quellen und Lasten mit endlichen, méglichst reellen Impedan-
zen, wie er in Figur 13.9 dargestellt ist.

Figur 13.9 Betrieb eines Zweitors (z.B. Filters) mit Quellen- und Lastwiderstdnden Rq
und RL

Die Frage stellt sich, wie fiir diese Beschaltung die Ubertragungsfunktion zweckmassig defi-
niert werden soll. Um eine fiir den Einsatz von Filtern geeignete Definititon der Ubertragungs-
funktion zu finden, gehen wir von der Wirkleistungsiibertragung aus, die wie folgt definiert
ist:

P> Leistung in der Last RL (13.15)
Pa1  verfiigbare Quellenleistung

P>, Leistung in der Last RL :

| Us |2 (13.16)

Py = RL

Die verfiigbare Quellenleistung Pa1 ist definiert als die Leistung, die die Quelle mit dem In-
nenwiderstand Rq leistungsangepasst an eine Last Rq abgibt:

2 (13.17)

Pa1 =

Die Wirkleistungsiibertragung ist nach (13.15), (13.16) und (13.17)

U |2 (13.18)

2
Py W 4Rq 1%
- T

N k
Pal Qq RL ‘

4 Rq

mit k = RL

Die Betriebsiibertragungsfunktion 7B (S) und die Betriebsddmpfungsfunktion Hp (S)
werden wie folgt definiert:

U 13.19
Ts(S) =k — (1319
Uq
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| | (13.20)
B =rno 7

55

Die Betriebsiibertragungsfunktion 78 ( ) und die Spannungsiibertragungsfunktion
T( S) unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor Vk :

L[R2 .
@@w-(&_zRL%_@z@>

. 4 Rq
mit = R7L

(13.21)

=

In der Praxis gilt hdufig: Rq=RL
Diese Annahme wird auch in der folgenden Theorie der Filtersynthese getroffen. 7 (§) ent-

spricht dann dem Verhéltnis der Spannungsiibertragungen mit und ohne eingefiigtes Zweitor,

wie es Figur 13.10 illustriert.
mit Zweitor

ohne Zweitor:

05) RL=Rq

Figur 13.10 Die Betriebsiibertragungsfunktion 7B (s ) fiir Rq=RL entspricht dem
Verhiltnis der Spannungsiibertragungen mit und ohne eingefligtem Zweitor

Die Betriebstibertragungsfunktion ist dann
(13.22)

1B (S 2Q2

Das Betriebsddmpfungsmass I'B ist allgemein definiert als

eLB — eAB+jBB HB(S) (13.23)
B 1 % (13.24)

AB(S)—]H{\/; ‘l_fz :|
(13.25)

BB (S) = ZLUq— 42 = ¢q— M
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14. Die Filtersynthese im Frequenzbereich: normierte Tiefpisse

Die Aufgabe der Filtersynthese ist es, zu einem spezifizierten Amplitudengang eine geeignete
Ubertragungsfunktion und ein zugehoriges Netzwerk zu finden. Fiir ein Filter mit diskreten
Elementen R, L und C sind dabei zwei Teilprobleme zu l6sen:

1. Der spezifizierte Amplitudengang ist mit einer geeigneten gebrochen-rationalen Funktion,
die die Eigenschaften der Ubertragungsfunktion eines RLC-Netzwerkes aufweist, zu
approximieren.

2. Die gewihlte Ubertragungsfunktion ist mit einer Zweitorschaltung zu realisieren (Synthese).

Die Spezifikation der Ubertragungseigenschaften erfolgt mit einem Toleranzschema fiir die
Dampfungsfunktion. Figur 14.1 zeigt als Beispiel das Toleranzschema fiir die Spezifikation
eines Tiefpasses.

AS) A et
dB] 32
[ S
Stempel Qb((\ 7

N

B
\0
_ O’\)\O 7~ Matrize
0
Amax < Amin
)/ \ } - f
0 oA
Durchlassbereich Sperrbereich

Figur 14.1 Filterspezifikation: Toleranzschema der Dampfungsfunktion A( /).

Dabeisind  A(f): Dimpfungsfunktion

Amax: maximale Durchlassdampfung

Amin:  minimale Sperrdimpfung

/b Durchlassgrenzfrequenz

/S Sperrgrenzfrequenz
Es wird spiter gezeigt, dass die anderen Filtertypen ( Hochpass HP Bandpass BP und Band-
sperre BS ) iiber eine Frequenztransformation in einen Tiefpass transformiert werden konnen.
Um, im Moment nur fiir den Tiefpass, zu einer moglichst allgemeinen Beschreibung der
Dampfungsfunktion zu kommen, wird eine Frequenznormierung vorgenommen. Die Skalie-
rung einer Dampfungsfunktion im Frequenzbereich ist in Figur 14.2 dargestellt:

A | A A
[dB ] /100 [dB ]

C/100

: f . f
10 100 1000 [Hz] 1 10 100 [kHz)]

Figur 14.2 Skalierung der Elementwerte L und C fiihrt zu einer Umskalierung der
Frequenzachse.
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Werden in einem fertig entworfenen RLC- Filter alle Werte von Induktivititen und Kapazita-
ten durch einen konstanten Faktor k> 1 dividiert, dann wird die Dampfungsfunktion 4A( /) auf
der Frequenzachse um den Faktor k£ gestreckt. Bei einer gegebenen Dadmpfungsfunktion A( o)
sind verschiedene Normierungen denkbar: die Frequenz konnte auf die Durchlassgrenzkreisfre-
quenz ®p, die Sperrgrenzkreisfrequenz s oder die 3dB-Grenzkreisfrequenz ®3dB normiert
werden. In den folgenden Betrachtungen iiber verschiedene Filterapproximationen wird die
Frequenz, je nach Zweckmissigkeit, auf @wp oder ®3dB normiert. Fiir den Filterentwurf mit
den Filtertabellen, die im Anhang aufgefiihrt sind, wird konsequent eine Normierung auf die
Frequenz m3dB vorgenommen.

Beim Entwurf von Filtern werden die normierte Laplacevariable S und die normierte Fre-
quenz Q verwendet. Am Schluss werden fiir die Entnormierung S durch s /or und Q durch
W/ Oy ersetzt.

14.1 Die Tiefpassapproximation nach Butterworth

Das Quadrat der Ubertragungsfunktion (UTF) ist

. 2 . . . ’
e PGt pGRIPGR) K@) Pei@) @y (D
izGe)l” = 27 o) 0'(jo)  QQ) 0-i) T p?
o)1 QIQ) 0 (i) ] ] B(Q")
A und B sind Polynome in Q. Somit ist |7 (iQ)l 2eine gerade Funktion von Q.
Fiir einen Tiefpass machen wir fiir (14.1) einen einfachen Ansatz:
1 (14.2)

TGt = ——
1+K(Q9

K( Q2) ist ein Polynom in Q?

Diese UTF weist fiir endliche Frequenzen keine Nullstelle auf. Das Polynom K ( Qz) muss fiir
einen Tiefpass folgenden qualitativen Verlauf haben:

- im Sperrbereich (SB) fiir > 1 muss K ( Qz) >> 1 sein;
- im Durchlassbereich (DB) fiir 0 < Q< 1 muss 0 < K ( Qz) <<1 sein.

Eine sehr einfache Funktion fiir K ( Qz), die Butterworth-Approximation, ist:

Butterworth-Approximation:
K( QZ) — ( Qz)” (143)

1 (14.4)

V1 + Q%

7o)l =
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Die Ubertragungsfunktion nach der Butterworth-Approximation nimmt mit zunehmender
Frequenz € monoton ab. Fiir jeden Filtergrad » ist:

® | T|=1 firQ=0

i |I|=12 (3 dB Abfall) fir Q=1

o d1(2%

> =0 fir Q=0
dQ

Die Butterworth-Approximation zeigt einen maximal flachen Amplitudengang (keine Wellig-
keit). In Figur 14.3 ist | T( 71 )| fir die Filtergrade n=1 ... 6 dargestellt.

A
@8]
!

20 N”zl
—40 -

| N

4

~60

| NS
~80} ~—
~100 NN N B

0.1 i 10

Figur 14.3 Tiefpass-Approximation nach Butterworth fiir die Filtergrade n=1... 6.

Fiir hohe Frequenzen Q >> 1 ist |T (jQ )| = Ln ,dh |T (jQ )| fallt mit einem Abfall von
Q

n - 20dB/Dekade = n - 6dB/Oktave

Mit der Betragsfunktion | T( JQ )| nach (14.4) haben wir wohl eine fiir einen Tiefpass geeig-
nete Funktion gefunden; die komplexe Ubertragungsfunktion T (jQ ) ist damit aber noch nicht
definiert. Im nichsten Schritt wird diese bestimmt:

Nach (14.1) und (14.4) mit Q* =5 gilt

L | (14.5)
1+(=8?)" Q(8)Q(=S)

7(jo)l? =

oder  Q(8)Q(=8) = 1+(-5)" (14.6)
Nach Abschnitt 13.1.1 muss Q ( §) ein Hurwitzpolynom sein.
Herleitung fir n=1: Q(S)Q(=S) = 1-8% = (1-5) (1 +5)

daraus O(S)=1+8 (Hurwitzpolynom)
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Herleitung fiirn=2: Q(S)Q((=S) = l+§4

Ansatz: Q(S) = S*+A18 + Ao

daraus  Q(S)Q(=S) = §*+ (240 — A7) S*+ 45
Der Koeffizientenvergleich liefert: 4o = 1, Aj = 2

Q(S) = §2 +\V2 5+1 ist wiederum ein Hurwitzpolynom.

14. 1.1 Bestimmung der Pollage von 7 ( S ) der Butterworth-Approximation:

Wird fiir S ein Pol P; eingesetzt, dann gilt:

14.7
0($)QES) | =1+ | =0 (147)
S=P; S=P;
oder =" Elzn =-1 (14.8)
Die Betrige von Pjsind: | Pi|=1 und die Pole liegen somit auf dem Einheitskreis.
Die Phase von P; lasst sich wie folgt aus (14.8) bestimmen:
daraus
. ( 2i+n—-1 14.9
Ei:el( m " firi =1..2n (149

. 2 . . . .
Alle Pole von | T'( jQ) |~ der Butterworth-Approximation liegen symmetrisch
zur jQ -Achse auf dem Einheitskreis mit Zwischenwinkeln von 1/n.

Figur 14.4 zeigt die Pollagen der Butterworth-Approximation fiir die Ordnungen » = 2, 3 und
4. Das Nennerpolynom Q ( §), ein Hurwitz-Polynom, hat nur Pole in der linken Halbebene.
Diese Pole sind nach Real- und Imaginirteil: P; = o/ +jQ;

G/ = cos Zitn-1 T fir i=12...n (14.10)
2n
Q; = sin 2itn-l T fir i=1,2...n (14.11)

2n
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n=>2 n=3 n=4
ol (o} iQ b
0 = 0 0 =
0(8) Q(=58) Q(8) Q(=8) 0(s) Q(=8)

Figur 14.4 Pollagen der Butterworthapproximation fiir die Ordnungen n = 2, 3, 4.

Die Koeffizienten und die Faktorzerlegung des Polynoms Q (S) sind im Anhang A tabelliert:

Koeffizienten Faktorzerlegung
n=1 Q(S)=1+8 = 1+8
n=2 Q(S)=1+14145+8* =1+1.4145+8>
n=3 Q(S)=1+28+258+8 =(1+8) (1 +8+8%

n=4 Q(S)=1+2618+3415+261S+5 =(1+0.7655+5%) (1+S+1.848 57

Mit der Ubertragungsfunktion (14.4): |7 (jQ)| = 12 ist das Zéhlerpolynom
1+Q"
P(S) =1 und 7I'(jQ) hatkeine Nullstelle fiir endliche Frequenzen.

Filter mit P ( S) = konst. werden Allpolfilter genannt.

14. 1.2 Bestimmung des Filtergrades » der Butterworth-Approximation

Bei einem vorgegebenen Toleranzschema der Tiefpassddampfung nach Figur 14.5 soll mit dem
Dampfungsverlauf 4(€2) nach Butterworth der Filtergrad » bestimmt werden.

1 2n (14.12)
A(Q) =20log 777~ = 10log (1 +Q
(Q) 2 T7(iQ)] og ( )
Bei den Eckfrequenzen Qp und Qg lauten die Bedingungen:

A(Qp) = 10log (1 +QF) = Amax

A(Qs) = 10log (1+Q2") = Amin
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A(Q) A
[dB] Durchlass-
bereicht DB
3dB+ Sperrbereich SB
Amax Amm
1
— -0
0 Qp| Qs
Q=1Z 034

Figur 14.5 Toleranzschema der Dadmpfungscharakteristik eines Tiefpasses

Nach Qp und Qg aufgelost:

Qp =10 -1 Qg =10 -1
Qs )" 100
Die Division der beiden obigen Gleichungen liefert: | —| = ——F"—"
QD 100~1Amax _ 1
Nach » aufgelost finden wir den
log 100~1Amin -1 (1413)
1001 Amax _ |
Filtergrad n des Butterworth-Filters: n 2 s
2 log 971)

mit Amax und Amin in dB

Fiir eine Filterrealisierung muss der nach (14.13) bestimmte Filtergrad » auf den néchsten
ganzzahligen Wert aufgerundet werden.

Die Filtertabellen im Anhang A sind auf die 3dB-Grenzfrequenz f3dB normiert. Wenn der
Filtergrad nach (14.13) festgelegt ist, ldsst sich f3dB, bei vorgegebener Grenzfrequenz des
Durchlassbereiches fp, wie folgt bestimmen:

p M\/ 1 y (14.14)
3dB = — a4 JD
100 1Amax _ 1
Beispiel:
Filterspezifikation: Amax=0.1 dB Amin=30dB

fb=2kHz fs=3kHz
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1001°30 _ 4
log| — 77—
o 100101 4
S
- = > =
n 15 - n 2log 1.5 13.15

Bestimmung des Filtergrades mit (14.13):

aufgerundet: n=14
Bestimmung der 3 dB-Grenzfrequenz mit (14.14) fir n=13.15 :

1/(2-13.15)
j = 1.1537 b

1
BB =D o
10001 _ 4

Figur 14.6 zeigt die Ddmpfungscharakteristik fiir den ungerundeten und den gerundeten Wert
von n, wobei f3dB mit dem ungerundeten Wert nach (14.14) bestimmt worden ist.

1a; b

[dB ] 49 G
r n:14/13.15

30 7
20 4
- //
10 4
0 /
| 4| )
[dB 1,

O
@)l
QQ

n=13.15 // 14

0.05

/
2

0 } | -/
1 2 S 4 [kHz]

Figur 14.6 Déampfungscharakteristik fiir den ungerundeten (»=13.15) und den gerunde-
ten (n = 14) Wert von n.

Der Grund fiir die Verwendung des ungerundeten Wertes n=13.15 fiir die Bestimmung der

3 dB-Grenzfrequenz f34B ist folgender:

Ein (nicht realisierbares ) Filter mit einem nach (14.13) bestimmten, nicht gerundeten Filter-
grad wiirde die Filterspezifikation exakt erfiillen und wiirde, wenn f3dB nach (14.14) festgelegt
wiirde, bei /D und /s genau die Dampfung Amax bzw. Amin aufweisen. Wird nun der Filter-
grad auf einen ganzzahligen Wert aufgerundet, dann wird bei fb der Wert Amax unterschritten
und bei f5 der Wert Amin tiberschritten, sodass bei einer Filterrealisierung ein kleiner Fehler
der Dampfungscharakteristik noch zuldssig wire. Wiirde dagegen die Frequenz f3dB mit dem
gerundeten Wert des Filtergrades n mit (14.13) festgelegt, dann wire bei fp keine Toleranz,
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dagegen bei fS eine relativ grosse Toleranz der Dampfung zuldssig. Um bei beiden Eckfre-
quenzen fiir allfillige Herstellungstoleranzen etwas Spielraum zu haben, ist es also vorteilhaft,
die Frequenz f3dB mit dem ungerundeten Wert von n zu bestimmen.

14.2 Die Tiefpassapproximation nach Tschebyscheff

Die im vorhergehenden Abschnitt vorgestellte Tiefpass-Approximation nach Butterworth weist
im Durchlassbereich einen optimal flachen Dampfungsverlauf auf. Als Alternative zu diesem
Verlauf konnte man sich einen Dampfungsverlauf vorstellen, der das vorgegebene Toleranz-
band im Durchlassbereich besser ausniitzt und mehrere Male den Wert Amax annimmt, wie
dies in Figur 14.7 dargestellt ist.

[dB] Durchlass-
bereicht DB
Sperrbereich SB
Amax
Amin

Mj: - Q
VACE:
Tolteranzbeich voll ausgeschopft

Figur 14.7 Optimale Ausniitzung der Ddmpfungstoleranz im Durchlassgebiet.

Dieses Verhalten der Dampfungscharakteristik zeigt die Tschebyscheff-Approximation
(englisch Chebyshev: 1821 - 1894). Zur Herleitung der Ubertragungfunktion starten wir mit
dem gleichen Allpolansatz wie fiir die Butterworth-Approximation nach (14.2):

|I(jQ)|2= 1 . (14.15)
1+K(€Q
Fiir K ( Qz) wéhlen wir ein Polynom:
K(Q)=e® CH Q) (14.16)

mit e : Konstante, die ein Mass fiir die Welligkeit (Ripple) im Durchlassbereich darstellt,
Cu( Q) : Tschebyscheff - Polynom erster Art, der Ordnung 7.
Die Tschebyscheff - Polynome erster Art Cy( Q) firn=0 ... 4 sind:
Co(Q) =1
Ci1(Q) =Q
C(Q) =201
G(Q)=40Q°-30

CaQ)=80%-8Q%+1
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Die Tschebyscheff - Polynome Cy,( Q) sind mit der folgenden Rekursionsbeziehung definiert,
die ohne Herleitung gegeben wird:

Cn(Q) =2QCp-1(Q2) = Cp2(Q) (14.17)
Fur | Q| <1 ist

Cn( Q) = cos(n arccos Q) (14.18)
Fur | Q] > 1 geht Cy( Q) tiber in

Cn( Q) = cosh (n arcosh Q) (14.19)
Wie aus (14.18) und (14.19) hervorgeht, gilt

|Cn(Q) |1 fir |Q|<L1

|Cn( Q)21  fir |Q]2>1

Die Tschebyscheff - Polynome erster Art Cy( Q) fir n=0...4 sind in Figur 14.8 darge-
stellt.

a2y
3 I
3
2
1
1
0
0
—1 2 e
-2
-1.5 —1 —-0.5 0 0.5 1 1.5

Figur 14.8 Tschebyscheff - Polynome Co( Q) ... C4( Q)

Die Tschebyscheff - Polynome erster Art Cy( Q) fiir | Q| <1 sind auch unter dem Namen
Lissajous-Figuren bekannt. (Lissajous, 1822 - 1880).

Ausgehend von (14.18) konnen die Tschebyscheff - Polynome hergeleitet werden, wie das
folgende Beispiel fiir n =2 zeigt.

Nach (14.18) ist C2(€Q) = cos (2 arccos (Q))

Mit dem Additionstheorem cos 2x = cos2x - sin2x =2 coszx —1 ist
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C(x) = ZCosz(arccos(x)) —1=2x-1

Mit dem Ansatz (14.16) wird die Welligkeit von 1 der Tschebyscheff-Polynome fiir | Q| <1

in eine Welligkeit der Ubertragungsfunktion < |T(jRQ)| £ 1 transformiert.

l+e
1

. 2
|I(JQ)| =5 5
l+e Cu(Q)

| T(j€ )| weist im Durchlassbereich Extrema gleicher Hohe auf und wird daher auch als
Aequi-Rippel-Filter bezeichnet. Im Durchlassbereich ist

Q=0: |T7(0)| = ! fuir gerade n

V1 + ¢

|T(0)| =1 fiir ungerade n

Q=1: | T(1)]| = ! fur alle n

|+ e
Q=0..1 Amax = —20log| T(1)| = e = V10%Mmax_1 (14.20)

Im Sperrbereich ist fiir

Q>>1 I7GQ) =~ —1 ! (14.21)

eCu(Q) ~ Lol gn

Der asymptotische Abfall von | 7 (jQ) | ist n - 20 dB/Dekade.
Figur 14.9 zeigt den Amplitudengang der normierten Tschebyscheff-Tiefpass-UTF der
Ordnungen n=1 ... 5, die hier auf die Durchlassgrenzfrequenz fp normiert sind.

NN
N
NN
N

0.1 1 10

Figur 14.9 Amplitudengang der normierten Tschebyscheft-Tiefpass-UTF der
Ordnungen n=1...5
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Wie im Falle des Butterworth-Filters in Abschnitt 14.1 muss mit der Kenntnis des gewiinsch-
ten Amplitudengangs der Ubertragungsfunktion | 7 (jQ)|, eine geeignete Funktion I'(jQ)

gefunden werden, deren Nennerpolynom ein Hurwitz-Polynom ist. | 7 (jQ) |2 muss also auf
folgende Form gebracht werden:

: 2 1 1 (14.22)
T(jQ)l = =
G = T e T e o)
oder 0(8)QES8) = 1+€ Ciis)
Dabei soll Q(S) ein Hurwitzpolynom sein.

Dieser Schritt soll an Hand eines einfachen Beispiels, eines Tschebyscheff-TP-Filters zweiter
Ordnung illustriert werden:

2 2
IT(s |2: 1 _ K _ K
AR 1 +e(—282—1)? 54+Sz+1+e2 2(8)Q0(=S)

4e2

2
0($)QE8) = S48+ = (4 5+ 8) (£~ 15+ B
e

Der Koeffizientenvergleich liefert:

A 2
Bl = 1;: Al = \2B1 -1

Die maximale Durchlassddmpfung 4max bestimmt den Welligkeitsfaktor e nach (14.20):

e = V100 Amax _ ( Amax in dB)
Amax= 0l 0.5 1 2 3 dB
e = 0.153 0.349 0509  0.765 1

Fiir unser Beispiel eines Tschebyscheff-TP-Filters 2. Ordnung ist mit Amax = 0.1 dB
(e =0.153)

A1 =2373; B; = 3314
Die 3dB-Grenzfrequenz f3dB eines Tschebyscheff - Filters kann mit der Beziehung:

Jf3dB = cosh [% arcosh(é)j - (14.23)

aus den Grossen Amax und fp bestimmt werden.
Die Nennerpolynome des Tschebyscheff-Tiefpasses sind bestimmt durch
- den Filtergrad n

- die maximale Durchlassddmpfung Amax -
Die Nennerpolynome sind fiir verschiedene Parameter » und Amax berechnet, tabelliert und im
Anhang B zu finden. Wie fiir den Butterworth-TP ist die Normierungsfrequenz f; =f3dB.
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14. 2.1 Bestimmung der Pollage von T(S) der Tschebyscheff-Approximation:

In Abschnitt 14.1 wurde gezeigt, dass alle Pole der Butterworth-Approximation auf dem Ein-
heitskreis der komplexen Ebene liegen. Ohne Herleitungen werden hier die Eigenschaften der
Pole der Tschebyscheff-Approximation dargestellt:

® Simtliche Pole liegen auf einer Ellipse in der komplexen Ebene, wobei die grossere Haupt-
achse auf der imaginédren Achse liegt.

® Angenihert konnen die Pole der Tschebyscheff-Approximation nach Figur 14.10 mit einem
Proportionalitétsfaktor fiir den Realteil aus den Polen der Butterworth-Approximation be-
stimmt werden:

Pole der Butterworth-Approximation: PR = O +]JQB

Pole der Tschebyscheff-Approximation: Pr = o5 +jQ1

es gilt ndherungsweise:

Qr=~ QB (14.24)

€ = CS’T/()'i3 = tanh{l arsinh (lj} (14.25)
n e

)i

Figur 14.10 Nidherungsweise Bestimmung der Pole der Tschebyscheff-Approximation
aus den Polen der Butterworth-Approximation gleicher Ordnung mit einem
Proportionalititsfaktor fiir den Realteil.

Filtergiite:
Bei einer UTF 2. Ordnung mit dem Nennerpolynom Q(S) = 52 —-20, 8+ QI% mit den

Q

Polen P12 = Op tj Q%— Gi,z ist die Giite Q definiert als Q =‘ 5 P
G)

p
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Fiir den bekannten RLC -Kreis ist die Giite ausgedriickt mit den Werten der Elemente

ol oL
T "°R R

L

0 C

Fiir alle Filtertypen (Butterworth, Tschebyscheff, Bessel usw.) wird die Filtergiite Or

Q .
definiert als OF = [|MJ
20y,
P max

Ein Filter mit hoher Filtergiite verlangt bei einer Realisierung mit passiven Komponenten sehr
verlustarme Elemente. Aus den Beziehungen (14.24) und (14.25) zwischen den Polen von
Tschebyscheff- und Butterworth-Polen ist ersichtlich, dass die Filtergiite der Tschebyscheft-
Filter immer hoher ist als die Giite von Butterworth-Filtern gleicher Ordnung. Bei Tscheby-
scheff-Filtern mit hohem Rippelfaktor sind die Polfrequenzen und die Filtergiite ndherungs-

weise aus dem Amplidudengang bestimmbar, wie dies das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel: Tschebyscheff-Tiefpass 8. Ordnung mit 3dB Rippel (e=1)
il Q4 ) i@
[dB ] 30 | |
' Q3A Py ®f !
20 |
2 /A **
B /
10 P3®
_ Q ‘\\ © 1 0.8
0 NA\N
' 1/
—10 \\\ 1/Q4 “c
L \/Ql \1/ O3 “‘ L 0.6]
~20 .. N &) P ®
P ‘9
[dB]10 o104
0 E——— \
-10 \ PI® 1 02
-20 \ |
i \
=30 ' : : - 4 - G
0.1 1 Q 0
Figur 14.11 Pollagen und Amplitudengang der quadratischen Faktoren 1/Q1 ... 1/04

und Amplitudengang der gesamten Ubertragungsfunktion.

Nennerpolynom:
O(8)=01-0-03-04 = (§2+O.217§+0.050)-(§2+O.184§+0.321)-

(S?+0.123 S+0.704 ) - (8> +0.043 S+0.974)
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Pole: P1 = o1 +jQ1 = —0.1085+;0.1955
P> = 67 +jQ = —0.0920+; 0.5590
P3 = 063 +jQ3 = —-0.0615+;0.8368

P4 = o4 +jQ4 = —0.0215+;0.9867

Der Faktor Q4 bestimmt die Filtergiite:

. " 2
or - (Qpl] _Nof+Qi _ V0.0215° 409867 _
max

Figur 14.11 zeigt die Pollagen, den Amplitudengang der quadratischen Faktoren 1/01 ... 1/04
sowie den Amplitudengang der gesamten Ubertragungsfunktion.

Offensichtlich konnen die Polfrequenzen ziemlich genau und die Filtergiite niherungsweise
aus dem Amplitudengang der gesamten Ubertragungsfunktion bestimmt werden.

14. 2.2 Bestimmung des Filtergrades n der Tschebyscheff-Approximation

Bei gegebenem Toleranzschema (Figur 14.12 ) soll der niedrigst mogliche Filtergrad » eines
Tschebyscheff-Filters gefunden werden das den Anforderungen gentigt.

AQ) A
[dB] Durchlass-
bereich DB
Sperrbereich SB
Amax
Amin
11 - Q

SI).D Qg

Figur 14.12 Toleranzschema eines Tiefpasses: Bestimmung des Filtergrades.

Die Dampfungsfunktion des Tschebyscheft-Tiefpassfilters ist

AQ) = 20 1og|T(}Q)| = 1010g(1+¢* CH(Q)) (14.26)

Bei der Frequenz Q = Qp = 1 ist

AQD) = Amax = 10 log (1 +e? CA(1 )) = 10 log (1 +e2)

Fir | Q| >1 gilt (14.19): Cn( ) = cosh (n arcosh Q)
An der Stelle Q = Qg st

A(QSs) = Amin = IOlog[l + €% (cosh (n arcosh Qs ) )2} (14.27)
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Mit e = V10%14max _ 1 wird (14.27)

Amin =10 log [1 + (IOO'IAma"—l) (cosh (n arcosh Qg ) )2}

oder 100 MAmin _y — (100‘1’4“rlax —1) (cosh (n arcosh Qs ) )2

Aufgelost nach dem Filtergrad »:

arcos 014
100.1Amax _ 1

arcosh ( Qs/Qp)

( zur Erinnerung arcosh (x)=In (x+ N — 1 ))

Beispiel: Amax=0.1 dB Amin=30dB
fb=2kHz fS=3kHz
daraus Qs/Qp=15 n=6.26
Ein Tschebyscheff-Filter 7. Ordnung erfiillt die Spezifikation.

Der Filtergrad » ist eine monoton zunehmende Funktion von

® /¢ ( Rippelfaktor )
® Op/Qg (Durchlassgrenzfrequenz/Sperrgrenzfrequenz )

® Amin ( Sperrdampfung )

14.3 Die Tiefpassapproximation nach Bessel

(14.28)

In den beiden Filterapproximationen nach Butterworth und Tschebyscheff ist das Ziel, eine
geeignete Approximation fiir einen gegebenen Amplitudengang zu finden. Dabei werden keine
Anspriiche an den Phasengang gestellt. Diese Filter konnen somit Phasengédnge mit grossen
Laufzeitunterschieden und ausgepriagter Dispersion aufweisen. Fiir Anwendungen mit hohen
Anspriichen an die Signaldispersion sind diese Filter nicht optimal. In diesen Fillen muss eine

Spezifikation beziiglich der Gruppenlaufzeit in den Filterentwurf eingehen.

Das dispersionsfreie Filter weist eine frequenzunabhingige Gruppenlaufzeit auf und hat

folgende Ubertragungsfunktion:
T(S) =¢ ST,

Die Gruppenlaufzeit tg ist

Tg = —%c% = To = konst.

(14.29)
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In der normierten Darstellung kann 7 =1 gesetzt werden. Mit einer Approximation von
(14.29) sollte es also moglich sein, ein dispersionsoptimiertes Filter zu realisieren:

e sollte also mit einem Hurwitz-Polynom approximiert werden. Ein naheliegender Versuch
ist, diese Funktion mit abgebrochenen Taylor-Reihen zu nédhern. Wenn diese tatsdchlich Hur-
witz-Polynome sind, dann wire das Problem gelost. Tatsdchlich sind die abgebrochenen
Taylor-Reihen nur fiir gewisse Lidngen Hurwitz-Polynome. Es gibt aber eine andere Klasse
von Approximationen, die immer Hurwitz-Polynome sind: die Bessel-Polynome Bu( S).

Die Bessel-Polynome werden mit der folgenden Rekursionsbeziehung bestimmt:

Bessel-Polynome: Bo(S) =1
Bi(§) = §+1

Rekursionsformel: By(S) = 2n—1) Bp-1 + S*By (14.30)

Als Beispiel betrachten wir ein Besselpolynom 3. Ordnung:
B3(S) = S +68+155+15

Der zugehorige Phasengang @ () st

3
¢ (Q) = —arctan %
15-6Q
und die Gruppenlaufzeit Tg( €2)
do 6 Q% +450Q% +225

To(Q) = -5 =
y de2 Q6+6Q4+45Q2+225

Figur 14.13 zeigt den Frequenzgang Tg( Q). Die 3dB-Grenzfrequenz (348 liegt dabei bei
Q34 = 1.78. Die Laufzeit variiert im Durchlassbereich 0 < Q < Q34q um nur 7%.

Tg
1

]

0.96 N
0.92 \\

T

|

|

|

0.88 ) ) ) ) ) 1 ) 1 ) \ 1 ' ) ) II ' -— Q
0 0.5 1 1.5 | 2

Q34B=1.78
Figur 14.13 Normierte Gruppenlaufzeit Ty des Besselfilters 3. Ordnung.
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Die nach (14.30) definierten Bessel-Polynome sind so normiert, dass die zugehorige Gruppen-
laufzeit Ty ( Q) =1 ist bei Q= 0. Soll zudem IT(Q=0 )| =1 sein, dann hat das Besselfilter
die folgende normierte Darstellung:

15
S +687+1585+15

I(S)=

Diese Ubertragungsfunktion ist nun auf die Laufzeit Tz und nicht wie die in den vorherge-
henden Abschnitten behandelten Filter auf die 3 dB-Grenzfrequenz normiert. Um die Tiefpass-
charakteristik des Besselfilters mit den Butterworth- und Tschebyscheff-Approximationen ver-
gleichen zu konnen und das Besselfilter nach einer Filterspezifikation des Amplitudengangs
entwerfen zu konnen, sollte die Normierung auf die 3dB-Grenzfrequenz vorgenommen wer-
den:

A(Q=1)=3dB

Die nachstehende Tabelle zeigt die Koeffizienten der ﬁbertragungsfunktion I'(S) mit der
Normierung auf 34B, die auch im Anhang C zu finden sind:

T(s) = X
S"+ Ap 18" 4. A1S + Ao
n Ao=K A1 A> A3
2 1.624 2.208
3 2.748 4.881 3.423
4 5.287 11.16 10.10 4737

Mit dieser Normierung ist die Gruppenlaufzeit T, (€2=0) abhdngig vom Filtergrad n. Sie ist
firn=2...7:

n = 2 3 4 5 6 7

= 1359 1.753 2111 2424 2.699 2947

Die echte, entnormierte Gruppenlaufzeit T ist:

b

Tg
M3dB

Tg—

Figur 14.14 zeigt die auf ®w3dB normierten Amplitudengéinge der Bessel-Tiefpiasse der Ord-

nungen n=2...7. Die Amplitudenginge zeigen sehr kleine Unterschiede im Bereich
0<Q<l.
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| A
[dB ] o_ —
—-10
—20 \
. \\\ n=2
—30_ 3
—40- W“
—-50 >
. 7\\6
_60 ) ) 2 1 P N ) L ) | )

'
@

0.1 1 10

Figur 14.14 Normierter Amplitudengang der Bessel-Tiefpésse fiir n=2 ... 7

14. 3.1 Vergleich der Pollagen von T(S) der Bessel-, Butterworth- und Tschebyscheff-
Approximationen

Die Pole von 7(S) der Bessel-Approximation liegen beinahe exakt auf einem Kreis mit dem
Zentrum auf der positiven 6’-Achse, wie dies in Figur 14.16 dargestellt ist. Die Pollagen der
drei verschieden Filtertypen nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel zeigen folgendes
charakteristisches Verhalten:

Ausgehend von den Pollagen des Butterworth-Filters mit maximal flachem Amplitudengang,
die auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene liegen, nimmt der Rippel zu, wenn die Pole
sich innerhalb des Einheitskreises auf Ellipsen verteilen (Tschebyscheff-Filter). Der Phasen-
gang wird zunehmend linearer, wenn sich die Pollagen vom Einheitskreis nach aussen ver-
schieben, entsprechend der Polverteilung der Bessel-Filter.

Offensichtlich sind auch Filter mit Eigenschaften die zwischen denen der besprochenen Typen
liegen realisierbar. Z.B. wird ein Filter mit Polverteilungen zwischen den Typen Bessel und
Butterworth nicht die Phasenlinearitit des Besselfilters aufweisen, aber im Ubergang vom
Durchlassbereich in den Sperrbereich ein besseres Verhalten des Dampfungsverlauf zeigen als
das Bessel-Filter. Figur 14.15 zeigt den Amplitudengang, den Phasengang und die Gruppen-
laufzeit in Funktion der Frequenz der drei betrachteten Filtertypen.
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Amplitudengang Phasengang Gruppenlaufzeit
|T| [dB] o [°] Ty [ normiert ]
Bessel
14
0 12+
100} 10}
200t 8t
300+t 6F
df 7234887
500+ 2 ! I~:E§§§§£!_
600 R R L 0 R A T
0.1 1 5 0. 1 5
Butterworth
14
0 0 12+
-5t 100} 10}
—10} 200t 3 8 6
-15} 300} 4 6t n=2 3 %
-20 400} 56 4
—-25 500t 7 2
—30 R L 600 TR N R 0 R R
0.1 1 5 0.1 1 ) 0.1 1 5
14
0 12+
100} 10}
200} 8}
300+ 6k
400} 4
500t 2
600 L—— 1l — 0 _ '
0.1 1 5 0.1 1 5
0 14
Ok 100} 12+
-5t 200+t 10}
—10} 300+
—15¢} 400} 6
-20 500+ 4
-25 600} 2t
~30 | 700 ) 0 RN -
0.1 1 5 0.1 1 5 0.1 1 5

Figur 14.15 Amplitudengang, Phasengang und Gruppenlaufzeit in Funktion der Frequenz
der Filtertypen Butterworth, Tschebyscheff und Bessel.
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Figur 14.16 Vergleich der Pollagen der Tiefpassapproximationen nach Butterworth,
Tschebyscheff, Bessel.

14.4 Ubertragungsfunktion der verschiedenen Tiefpass-Filtertypen im Zeitbereich

Zur Charakterisierung des Verhaltens der verschiedenen Filtertypen im Zeitbereich geniigt in
den meisten Fillen die Kenntnis der Schrittantwort. Ausgehend von der Ubertragungsfunktion
im Frequenzbereich bestimmen wir die Stossantwort f{f) als inverse Fouriertransformierte der
Ubertragungsfunktion:

Ay O—@ I(S)

Durch Integration der Stossantwort iiber der Zeit ermitteln wir die Schrittantwort f;(7):

t
Ju(®) = _[f(t)-dt 0o—e

(0]

In Figur 14.17 ist eine typische Schrittantwort eines Tiefpasses mit den zugehdrigen Kenn-
werten dargestellt. Dabei sind

fr:  Anstiegszeit (rise time)

td:  Verzogerungszeit (delay time)
ts:  Einschwingzeit (settling time)
o: Uberschwingen (overshoot)
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Ju(®) |

ts

Toleranzband

100 44— — — — L0 Y R AN Ny P g ~ GE————
90% +

11
50% -1

0 } }
t
T

'

Figur 14.17 Schrittantwort eines Tiefpasses mit den Kennwerten Anstiegszeit #,
Verzogerungszeit 4, Einschwingzeit s und Uberschwingen o.

Dem Praktiker in der Elektronik und in der Kommunikationstechnik ist der Zusammenhang
zwischen der Anstiegszeit #+ und der 3 dB-Grenzfrequenz f3d8 bzw. ®3dB bekannt:

22 035
m3dB  f3dB

Diese Regel ist beinahe als alte Volksweisheit zu bezeichnen und sie gilt mit guter Genauig-
keit fiir TP-Funktionen mit kleinem Uberschwingen der Schrittantwort.

Sogar das ideale Gaussfilter, ein Tiefpass mit Gauss-formigem Amplitudengang und idealisiert
linearem Phasengang befolgt sie recht genau mit:

oo 0.34
' fdB

In Figur 14.18 sind die Schrittantworten des Bessel-, Butterworth- und eines Tschebyscheft-
Filters fiir verschiedene Filtergrade dargestellt. Dabei ldsst sich aus der normierten Zeit £ die
reale Zeit ¢+ wie folgt berechnen:
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Ju(®) \
1.2
1 A A
//”///:f //
a) 0.8 77777 /7
w=2/ V550
0.6 _// 77777
3/ 15 /, 9
04 // ‘7// 7
0.2 //,// /,’/
/ ,///’,J/
ol 8
0 2 4 6 8 10
Ju(®) \

b)

0.2 a
/////

Ju®)
1.2

1 ]
_ /
© 0.8 ”‘2//’5 -
oo /3 Y6/
. Il /I / //
0.4 rfr /Sl /g
iyess
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Figur 14.18 Schrittantworten von Tiefpdssen: a) Bessel-Filter, b) Butterworth- Filter
c¢) Tschebyscheff-Filter mit 0.1 dB Rippel.
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15. Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum
normierten Tiefpass

In den bisherigen Betrachtungen von realisierbaren Ubertragungsfunktionen haben wir uns auf
UTFs von der Form

K
On(S)

d. h. auf Allpolfilter nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel beschrénkt.

Bevor wir uns die Realisierung dieser Filter mit konzentrierten Elementen vornehmen, verall-
gemeinern wir die gefundenen Ubertragunsfunktionen so, dass mittels einer geeigneten
Frequenztransformation Ubertragungsfunktionen fiir die Filtertypen Hochpass, Bandpass,
Bandsperre hergeleitet werden konnen.

I(S) =

15.1 Die Hochpass-Tiefpass-Transformation

Der Tiefpass wird zum Hochpass transformiert, indem die komplexe Frequenz S durch ihren
reziproken Wert ersetzt wird:

HP <> TP
(15.1)

[Ca |—

S <

S

Iup(S) = ITP[IJ

Diese Transformation wird in Figur 15.1 am Beispiel eines Tschebyscheff-Tiefpasses darge-
stellt.

A(L) AQ)

[dB] ) [dB] )

40 40

30 - N 30 l \

o N\ / ol
oL\ LY NENER

O"\'el" < o--\/= -\K.SL
—o‘ci—:s—z — 0&1 2 3+o€ —}30—3—’2—1})0 I 2 3 4o

{
\\ N /// //

Invertierung der Frequenzachse

Figur 15.1 Transformation eines Hochpasses zum Tschebyscheff-Tiefpass 3. Ordnung.
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Bei der Dimensionierung eines Hochpasses, der mit dem Toleranzschema spezifiziert ist, wird
dieses in einem ersten Schritt mit der Transformation (15.1) zu einem Tiefpass-Toleranzsche-
ma transformiert (Figur 15.2).

A | TP A HP
[dB] [dB]
Amax Amin Amin Amax
ol l = Q } L Q
0 /1 0 1 \

Qprp=1  €8TP QsHP  Qppp =1
Figur 15.2 Transformation des Hochpasstoleranzschemas zum Tiefpasstoleranzschema.
Mit der Normierung auf die Durchlassgrenzfrequenz wp bleibt Qp = 1 erhalten:
Qprp = QpHP = 1

Fiir die Sperrgrenzfrequenz Qs = ws/mp gilt:

QsTP = Ostp

Wir betrachten nun die Auswirkung dieser Transformation auf die Eigenschaften von Allpol-
filtern. Die TP-UTF ist von folgender Form:

K
Ap S+ Ap1 SV 4 A1 S+ Ao

Itp(S) =

Mit der Transformation (14.19) ist die Hochpass-UTF:

1 K kS
IHP(S):ITP(J= =
§) An At AL Ayt dpr S+ AL ST 40 S

Die HP-UTF zeigt gegeniiber der TP-UTF folgende Verédnderungen:
® Der Zihler hat eine n-fache Nullstelle bei S = 0.

® Die Ordnung des Nennerpolynoms bleibt erhalten. Die Konstanten A, ... Ao werden in ihrer
Reihenfolge umgekehrt.

Durch diese Transformation erfahren die Singularititen folgende Verdanderung:

1
(S—-P11P) (S—P21P) ... (S — Pu1P)

Ttp(S) =
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] Kup S
Tur(S)= = HP

1 1 1 1 1 1
—~—-P ——P .| 5P — =S| —-S8|...| 5¥—-8
[s —m’j(g —m’) (5 —”ij (L)ITP —M&Tp —j (J_Dm —]

Die Singularititen werden mit der TP-HP-Transformation wie folgt transformiert:

1
Pitp

Pinp =

Bei dieser Transformation bleibt die Polgiite O erhalten.

_ op _ Qp
2|op|  2[op |

Figur 15.3 zeigt als Beispiel die TP-HP-Transformation der Pole eines Tschebyscheff-Filters 4.
Ordnung.

| jQ )io

Figur 15.3 TP-HP-Transformation der Pole eines Tschebyscheff-Filters 4. Ordnung.

15.2 Die Bandpass-Tiefpass-Transformation

S2

BS °

Der Ersatz der Variablen S in der Tiefpassiibertragungsfunktion durch

mit normierter Bandbreite B fiihrt zu einer Bandpassiibertragungsfunktion:

2
2. (15.2)
BS

Ip(S) = ITP[



- 165 -

Figur 15.4 zeigt die BP-TP-Transformation des Toleranzschemas durch (15.2) .

TP BP
4 g Al
——— L/ > 7 s
%
G /
/ y

} g ~Q + } + 9

—00 _Qg — -H +Qs 400 0 Qg D11 QD2 Qgy  +0O

\\ WAL

Figur 15.4 BP-TP-Transformation des Toleranzschemas.

WD2 — WD1
©r

mit B: normierte Bandbreite B=

oDp1: untere Durchlassgrenzfrequenz

®D2: obere Durchlassgrenzfrequenz

®s1: untere Sperrgrenzfrequenz

ws2: obere Sperrgrenzfrequenz

or:  Bandmittenfrequenz = Referenzfrequenz

Mit dieser Transformation ist das Toleranzschema des Bandpasses geometrisch-symmetrisch:

Qp1-Qp2 = Qs1-Qs2 =1

Die Bandbreiten zwischen den Durchlassgrenzfrequenzen und den Sperrgrenzfrequenzen sind
daher nicht gleich:

Qp1 —Qs1 # Q52— Qp2

Die normierten Frequenzen Qtp=wTp/0OD und QBp=0Bp/® des Tiefpasses und des
Bandpasses haben die folgenden Beziehungen:

Qrp: positives und negatives Vorzeichen, d.h. 2 Werte (15.3)

BQ BQ
Qpp=""-10 4 ( T ! (15.4)

2
2 Pj = [ 2
—B?TP . (BQTPJ 1

2
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Die Auswirkungen der TP-BP-Transformation auf die Pole und Nullstellen der Ubertragungs-
funktion betrachten wir anhand der in Faktoren zerlegten UTF des Allpoltiefpasses.
Die Faktoren 1. Ordnung der Tiefpassfunktion sind von der Form

1
S+a

Itp(S) =

Diese Faktoren werden mit

§2+1j BS

IBP(E):ITP( =
BS §2+aB§+1

in Faktoren 2. Ordnung transformiert. Die Faktoren 2. Ordnung

1

ITP(£)=2—
S“+aS+b

werden zu Faktoren 4. Ordnung transformiert.

2 B i B2
BS

Isp(S)=Trp [ =
S*+aBS® + (bB*+2) S*+ aBS+1  (S*+a1S+1) (S +aS+1)

mit a1,2:aB(—li 1—4b]

2 a*

Durch die TP-BP-Transformation erhoht sich der Filtergrad » um den Faktor 2 und das
Zihlerpolynom hat eine n-fache Nullstelle bei §=0.

15.3 Die Bandsperre-Tiefpass-Transformation

241

Durch Ersatz der Variablen S in der Tiefpassiibertragungsfunktion durch erhalten wir

eine Bandsperre:

BS (15.5)
IBs(S) = ITP( J

§2+1

Die normierten Frequenzen Qt1p = Tp/®D und QBS=®BS/®r sind miteinander wie folgt
verkniipft:

B QBs (15.6)
B O
— QBg
15.7
Qpg=——2 B 2+1— 1 e
BS 2 Qtp 2 Qrp 3
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WD2 — D1
Or

mit B: normierte Bandbreite B=

Figur 15.5 zeigt die Transformation des Toleranzschemas.

TP 1) . 4 . BS

|

g1o

Q
} t -— — t LN
-0 _Qg — 0 +1 +Qg +0o —o00 0 QD1 Qs 1 Qs2 Qpy +

ue\f\a\«\t » /}/Hy//j

Figur 15.5 BS-TP-Transformation des Toleranzschemas.

Die TP-BS-Transformation ist zur TP-BP-Transformation reziprok. Daher ist hier die Trans-
formation des Toleranzschemas auch geometrisch-symmetrisch:

Qp1-Qp2 = Qs1-Qsp =1

Damit sind die Filtertypen Hochpass, Bandpass und Bandsperre auf den Tiefpassprototyp zu-
rickgefiihrt. Die notige Vorarbeit fir die Realisierung der Filtergrundtypen TP, HP, BP und

BS ist damit geleistet und im néichsten Kapitel wird die Dimensionierung von LC-Filtern
vervollstidndigt.
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16. Der Entwurf von LC-Filtern mit Filtertabellen

Mit den in den Kapiteln 13 ... 15 dargestellten Approximationen und Transformationen kann,
ausgehend von den Spezifikationen der Filtertypen TP, HP, BP, BS, eine Tiefpassfunktion
(Butterworth, Tschebyscheff und Bessel) gefunden werden, die die gewiinschte Filterfunktion
erfullt. In diesem Kapitel wird die Aufgabe gelost, Filternetzwerke zu finden, die die bespro-
chenen Ubertragungsfunktionen (Approximationen nach Butterworth, Tschebyscheff und
Bessel) aufweisen. Die gesuchten Tiefpassnetzwerke weisen eine Topologie auf, wie in Figur
16.1 dargestellt: ein LC-Leiternetzwerk.

reelle Quellenimpedanz: Rq

l o J_ ? reelle Last:
Uy 184} l T T T IQ2 [:]RL
o N . § . g o

LC — Leiternetzwerk (ladder network)

Figur 16.1 Topologie der gesuchten normierten Tiefpdsse nach Butterworth,
Tschebyscheff und Bessel.

16.1 Die Bestimmung eines verlustfreien Filternetzwerkes ausgehend von der
Spezifikation des Eingangsreflexionsfaktors

In Abschnitt 13.1.2 wurde bereits die Betriebsiibertragungsfunktion 78 (S) als zweckmaéssige
Ubertragungsfunktion fiir Zweitore mit (reellen) endlichen Quellen- und Lastimpedanzen ein-
gefiihrt. In diesem Abschnitt wird fiir den Fall mit identischen Quellen- und Lastwiderstinden
gezeigt, wie aus der Filterspezifikation 4 (f) die Spezifikation fiir den Filtereingangs-
reflexionsfaktor » und daraus die Elemente eines LC-Netzwerkes bestimmt werden.

In den Betrachtungen der Leitungstheorie wurden Reflexionsfaktoren immer beziiglich einer
Leitungswellenimpedanz definiert. Die Definition eines Reflexionsfaktors beziiglich einem
Widerstand, beispielsweise des Innenwiderstandes einer Quelle, kann ebenfalls sehr zweck-
missig sein. In Figur 16.2 ist ein mit Quelle und Last beschaltetes verlustfreies Zweitor
gezeigt. Um den Reflexionsfaktor » auf der Quellenseite einzufiihren, fiigen wir ein Leitungs-
stiick von verschwindender Linge mit der Wellenimpedanz Zw = Rq (= Quellenwiderstand)
ein. Auf dieser Leitung betrachten wir die vorwirts- und riickwértslaufenden Wellen U, und
Up. Der Reflexionsfaktor » am Eingang des LC-Zweitors ist

Z1 - Rq
Z1+Rq

Ub
L7 U
mit Z1: Eingangsimpedanz des mit Zw = Rq belasteten Zweitors.

Mit der Welle U, ist ein nach rechts laufender Leistungsfluss Pa1 verbunden:

Qa_l]:l _ |Qq |2 (16'1)
Ry  4Rq

Pa1 = P1+Pp1 =
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Rq Zw=Rq LC-Zweitor
L O——
™ —
I P R
_O—
Ub
Sl 7

Figur 16.2 Definition des Reflexionsfaktors » und der Leistungen Pa1, Pb1, P1 und P2

Pa1 ist die maximal mogliche Leistung, die die Quelle mit Uq als Quellenspannung und mit
Rq als Innenwiderstand abzugeben vermag. Mit dem Eingangsreflexionsfaktor » wird ein Teil
der Leistung Pa1 reflektiert. Die reflektierte, nach links laufende Leistung Py ist

Up U (16.2)

Wir kénnen nun einen Leistungsreflexionsfaktor definieren:

Py Wb 5 (16.3)
D =r-r =|r|

Pal Ua (_fka -

Die in das LC-Zweitor transmittierte Leistung P1 ist
P1 = Pal — Pol1 (16.4)
und der Leistungstransmissionsfaktor P1/Pa] ist

P _ Pa1 — Pbi1
Pa1 Pai

16.5
— 1P (16.5)

Da das Zweitor als verlustfrei angenommen wird, wird die Leistung P1 ohne Reduktion an den
Lastwiderstand R, abgegeben: P2 = P1.

Die in Abschnitt 13.1.2 definierte Betriebsddmpfungsfunktion HB steht nun mit dem Reflexions-
faktor r in folgender Verbindung:

Pa1 _ Pal 2 24 1 (16.6)
P P> ’_B(_)’ © 1_’£‘2
oder, mit (13.21):
P 2 16.7
r(SHP=1-2h oL ki) (167

4R
mit k = R—Lq und 7' (S): Spannungsiibertragungsfunktion.
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Nach Abschnitt 13.1.1 ist 7( S ) von der Form

Pu(S)
L8 = On(S)

wobei On( ) ein Hurwitz-Polynom ist.

Fiir die betrachteten Allpolfilter nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel ist

I($)= 55
Damit gilt fiir den Reflexionsfaktor 7 nach (16.7)
|7 (S) [ ist also von der Form:
7P = On(S) On(=S) =k Pm(S) Pm(=S) _ An(S) An(=S) (16.9)
On(S) On(=S) On(S) On(=S)

Diese Beziehung wird fiir verschiedene Ansitze von r ( §) erfiillt. Da r ( §) als Reflexionsfak-
tor eines passiven Netzwerks im Nenner ein Hurwitzpolynom aufweisen muss, kommen
folgende Ansitze in Frage:

(16.10)
()= 20 (9)=2) 0 =T (=2
n(S) On(S) On(S) n(S)
In der Realisierung zeigt es sich, dass nur zwei Moglichkeiten ausfithrbar sind:
entweder £(§)=An(+§); £(§)=—An(_§) (o4h
On(S) On(S)

An(+S An(=S 16.12
oder 2= G5 H9=55) -
Mit dem gewéhlten Reflexionsfaktor » wird die Eingangsimpedanz Z1( S ) bestimmt:

1+r(S) (16.13)

Z1(S) = Rq 1= (S)

Aus Z1(§) kann tiber eine Kettenbruchzerlegung das gesuchte LC-Netzwerk gefunden wer-
den. Dieser letzte Schritt ist fiir grossere Filtergrade aufwendig. Fiir eine Vielzahl von Filtern
sind die entsprechenden Netzwerke tabelliert, wie z.B. in [1], aus dem die Angaben im Appen-
dix stammen.

Das oben skizzierte Vorgehen soll anhand eines einfachen Beispiels erldutert werden:
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16. 1.1 Beispiel: Synthetisierung eines Butterworth-Tiefpasses 2. Ordnung

Ein Butterworth-Tiefpasses 2. Ordnung soll fiir eine Grenzfrequenz f3dB =20 kHz mit den
Abschlusswiderstidnden Rq = RL = 500 Q als LC-Filter entworfen werden.

Die Betriebsiibertragungsfunktion 7B fiir Rq=RL des Butterworth-Tiefpasses ist gleich der
normierte Ubertragungsfunktion 7N. Somit gilt fiir Filter 2. Ordnung gemiss Appendix Tabel-
le A2

1 (16.14)
Is(§S) =IN(S) =5 —
S*+\285+1
Mit (13.21) ist die Ubertragungsfunktion 7' ( S)
1 0.5
I(S)=—"F7=IB(S)="—"FH—
Vk S?+\28+1
Es sind also:
Qn(g):§2+\[2‘§+l; Pu(S) =05

Nach (16.9) finden wir fiir |  |*:
On(S) On(=S) = 145"

S A(8) An=S)
T ast T Od(8)0u-S)

Nach (16.11) und (16.12) existieren zwei realisierbare Reflexionsfaktoren  (S) :

) £
r(8)=—>—"—
52 +\28+1
Nach (16.13) sind die entsprechenden, normierten Eingangsimpedanzen ZN1(S) und £, (S) :
20 §) Z1(8) VpS+1
LNI(Q) = =
Rq 28 +\25+1
NP AT 28* +\p 8 +1
L (8) = Rqg  2S8+1

Die in Figur 16.3 dargestellten Schaltungen zeigen diese normierten Eingangsimpedanzen.
Die Induktivitit LN =2 und die Kapazitit CN =2 sind auf die Grenzkreisfrequenz ®3dB
normiert. Die realen Werte sind fiir /3dB =20 kHz und Rp =500 Q:

INR C
L =" semH: c=—N_ _25qF
M3dB m3dB RL
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RNq =1 IN

ZN1 T CN RnL =1

O
A%

Figur 16.3 Die zwei Synthetisierungen der Eingangsimpedanzen ZN1 und Zy;.

Damit haben wir ein einfaches Filter als LC-Filter entworfen.

16.2 Entwurf von LC-Filtern mit Filtertabellen

Die eingefiihrten Filtertypen nach Butterworth, Tschebyscheff und Bessel sind in Tabellenwer-
ken und in Filterentwurfsprogrammen gut dokumentiert und fiir den Entwurf bequem darge-
stellt. Die im Appendix angefiihrten Tabellen nach Zwerev sind auf die

- Grenzfrequenz ®3dB und auf den

- Abschlusswiderstand R1, normiert.(Figur 16.4 )

AQ) ) .
[dB]
DB

3dB+t

O

SB + RNL=1

O

] - - =

0 QID Qs
Q3gp =1
Figur 16.4 Normierung der Filtertabellen im Appendix nach Zwerev auf die Grenz-
frequenz m3dB und den Abschlusswiderstand R[..
Ausgehend vom Toleranzschema wird das LC-Filter mit den folgenden Teilschritten entwor-
fen:
1. Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum Tiefpass
2. Bestimmung des Filtergrades und Frequenzumnormierung
3. Riicktransformation des Standardtiefpasses zu Hochpass, Bandpass oder Bandsperre

4. Entnormierung der Frequenz und der Impedanz

1. Schritt: Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum Tiefpass.
Gemiss Kapitel 15 werden die Filtertypen Hochpass, Bandpass und Bandsperre nach den in
Figur 16.5 zusammengestellten Beziechungen zum Tiefpass transformiert.
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Al HP 4 BP 4 BS
/| /
DB DB ; ; DB DB
| SB (Lipiys SB SB SB L
0 0s1 o O /wpg ‘ op2 \ ogp O ws1 ‘ ®S2 \_ MBS
WD1= Or ws1 Wo=0r  MS2 D1 Wo=0Wr D2
®S] WS2 = ®OD] OD2 ®S] WS2 = ®D] WD2
= o= 0F = 02 = @F
®D2 — WD ®D2 — WDI
D1= Or ~ ~
e
BP ®BS
®DI @ ) -1 B Mo

Qrp = onp QTp = ©Bp Qrp = 5

B | _|@Bs

Mo 0o
N J N\ J N\ J

Y Y~ Y
\ Al TP /
s/
Amin DB ,
Amax SB
= QTp
0 Qs

Qp=1

Figur 16.5 Transformation der Filtertypen Hochpass, Bandpass, Bandsperre zum

Tiefpass.

2. Schritt: Bestimmung des Filtergrades » und Frequenzumnormierung

Butterworth-Filter

==

100 lAmax _ 1

\Y

2logg]i

n kann auch aus dem Nomogramm A6 im Anhang entnommen werden.
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Tschebyscheft-Filter

arcosh 100 Amax _ 1

rcosh 28
arcos b

n kann auch aus dem Nomogramm B1 im Appendix entnommen werden.
Bessel-Filter: n wird aus der Dampfungscharakteristik Figur 14.14 bestimmt.

Aus den Tabellen entnehmen wir den entsprechenden Tiefpass, der so normiert ist, dass die
3dB-Bandgrenze bei Q34B =1 liegt. Fiir die weiteren Schritte miissen die Standard-Tiefpésse
gemiss Figur 16.6 auf die Durchlassgrenzfrequenz Q2p normiert werden.

Die Umnormierung der Frequenz auf Qp =1 erfolgt nach den folgenden Beziehungen.

1. Umnormierung

4) / ; 4) ;
DB Qb DB —

4 C - C—— 1
5d8 SB Q3dB 598 SB
0 / 1 ?2 L = L & 0 1 \ Z)
QD O3 =1 {3dB Qp=1 $23dB
Figur 16.6 Umnormierung der Frequenz.
Butterworth
Q3B 2{/ 1
Tschebyscheff
Q
223dB cosh 1arcosh\/1 = cosh larcos}g
QD n IOO-IAmax -1 n e

(Siehe Anhang Tabelle B.12)

Q3dB

Bessel: b

wird aus der Figur C.1 im Anhang ermittelt.

Q
Scmtliche LN-s und CN-s des Standardtiefpasses werden mit ?]d)B multipliziert.
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3. Schritt: Riicktransformation des Standardtiefpasses zu Hochpass, Bandpass oder Bandsperre

Aus Schritt 2 liegt der auf die Durchlassgrenzfrequenz Qp normierte Tiefpass vor. Ist das zu
entwerfende Filter ein Tiefpass, dann kann direkt zum 4. Schritt vorgeriickt werden.

Andernfalls:
® Ticfpass-Hochpass-Transformation

Fiir die TP-HP-Transformation wird S durch 1/ ersetzt, d.h. Induktivititen werden durch
Kapazititen und Kapazitdten durch Induktivitdten gemiss Figur 16.7 ersetzt:

| |
Lt — Cup =7 Ctp — ¢ Lup=~—
Tomo T

Figur 16.7 Tiefpass-Hochpass-Transformation.

® Tiefpass-Bandpass-Transformation

2
S7 +1
Mit der Transformation STp = l}ngP wird eine Induktivitit durch einen Serieschwingkreis
und eine Kapazitit durch einen Parallelschwingkreis geméss Figur 16.8 ersetzt:
= _L Lp=B/CTpP
Ltp — LBp =Ltp/B Crp —
= CBp=B/LtP T Cpp=CTP/B

Figur 16.8 Tiefpass-Bandpass-Transformation.

® Ticfpass-Bandsperre-Transformation

BSBs

St + |

kreis und eine Kapazitét durch einen Serieschwingkreis gemadss Figur 16.9 ersetzt:

Mit der Transformation STp = wird eine Induktivitidt durch einen Parallelschwing-

Ls =B Ltp _L g- Lps =1/BCtp

Ltp — T Ctp —

CBs = 1/BLtp = CBs=BCTp

Figur 16.9 Tiefpass-Bandpass-Transformation.

Die ermittelten Filterschaltungen enthalten nun die frequenz- und impedanznormierten
Elemente

RNq (Quellenwiderstand)
RNL =1 (Lastwiderstand)
LNi

CNi
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4. Schritt: Entnormierung der Frequenz und der Impedanz
Die in Schritt 3 ermittelten LN-s und CN-s sind, geméss Schritt 1, auf @ normiert.

o  ist fir TP: Or = OD
HP: ®r = WD
BP: ©r = Wo
BS: Or = Mo

Alle Impedanzen sind auf den Abschlusswiderstand Rr, = Ry normiert.

Entnormierung:
LNi- R CNi
Li = Ni r; Ci = Ni
O r - Ry

Damit ist das Filter vollkommen entworfen!

16. 2.1 Beispiel: Entwurf eines Tschebyscheff-Bandpasses
Es sei ein Tschebyscheff-BP mit folgenden Spezifikationen zu entwerfen:
Rq=RL=300Q Amax=0.1dB  Amin=35dB
/S1 =380 kHz fs2=180kHz f1=100kHz fb2=144kHz
Die gegebenen Grenzfrequenzen erfiillen die Bedingung  fS1 /S2 = /D1 /D2
Die Referenzfrequenz: fi=fo="f51/52 = 120 kHz

Das entsprechende Toleranzschema zeigt Figur 16.10.

A b
[dB] 44
DB 35dB
3548
SB 0.1dB SB
0 80 1001120 144 180 " f [ kHz]

| | | | I
fs1 M1 fo /d2 Jfs2

Figur 16.10 Gegebenes Bandpass-Toleranzschema.
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1. Schritt: Transformation des Bandpasses zum Tiefpass

2
(fsz
_ fo) 1
B =022/ _ 3467 Qs = =227
Jo g 32
Jo
Figur 16.11 zeigt das Tolaranzschema des Tiefpasses
AQ)
[dB]
DB
35dB
0.1dB
SB
} = ()
0 1 2.27

|
Qs

Figur 16.11 Transformation des Toleranzschemas nach Figur 16.10 zum Tiefpass

2. Schritt: Bestimmung des Filtergrades » und Frequenzumnormierung

Nach dem Nomogramm Appendix B.1 resultiert der Filtergrad »=5. Die beiden moglichen
Standardtiefpédsse (Figur 16.12 ), die auf die 3dB-Grenzfrequenz €234B normiert sind, kénnen

aus der Tabelle B.14 entnommen werden. Wir verfolgen den Prototyp b) (2 Induktivititen; 3
Kapazititen) weiter.

1 L1=1.3013 L3=2.2411 L5=1.3013

a) —}—o N + N *+
1 1 1
=159 T c4=1.5559T

1 L7=1.5559 L4=1.5559

—}—o + M * o *
I 1 1 j}
Clil'3013-l- @:2.2411'1' 05=1.3013T

Figur 16.12 Standardtiefpdsse des Tschebyscheff-Filters mit » = 5 und Amax = 0.1 dB.

b)

Frequenzumnormierung:
Q
Nach Tabelle B.12 ist fiir 77 = 5 und Amax = 0.1dB: - é—f ~1.135
T : , - IN _ CONi
Damit sind die umnormierten L- und C-Elemente: LN = 1135 CNi = 1135
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3. Schritt: Riicktransformation des Standardtiefpasses zum Bandpass

Figur 16.13 zeigt den nach der Transformationsvorschrift (Figur 16.8) zum Bandpass transfor-
mierten Tiefpass mit den Elementen

Lp1 =LBps=0.3198 CBp1 = CBp5 =3.1265
LBp2 =LBp4=3.7382 CBp2=CBp4=0.2675
Lp3z =0.1857 CBp3 =5.345

Lp2 CBP2 LBp4 CBp4

LBp1 TCBPI LBp3 T CBP3 LBps TCBPS
o s — “— o

Figur 16.13 Zum Bandpass riicktransformierter Tiefpass.

4. Schritt: Entnormierung der Frequenz und der Impedanz

Nach Spezifikation ist der Referenzwiderstand Ry = Lastwiderstand R =300 Q.
Die Referenzkreisfrequenz mr des Bandpasses ist die Bandmittenkreisfrequenz o:
Or = Wo =27 - 120 kHz =753.9 - 10° ™!
_ LNi . Rr. CNi

Damit sind die entnormierten L- und C-Elemente: L; . Ci=
Or Or - Ry

Figur 16.14 zeigt das vollstindige Tschebyscheff-Bandpassfilter

300 Q 1488 mH 1.182nF  1.488 mH 1.182 nF

13.82

73.90 23.81 0.1273

uHT nF

Figur 16.14 Vollstindiges Tschebyscheff-Bandpassfilter

Als kurzer "Sanity-Check" kann nun noch tiberpriift werden, ob die Resonanzfrequenzen aller
Resonanzkreise wirklich der Referenzfrequenz @y entsprechen.
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17. Aktive Filter

Zum Schluss dieses Kapitels zum Entwurf von analogen Filtern wird in diesem Abschnitt eine
Einfiihrung in den Entwurf von Filtern gegeben, die aktive Elemente, ndmlich Operationsver-
stirker (Opamps) enthalten. Bei der Realisierung der im vorhergehenden Abschnitt behandel-
ten LC-Filter stossen wir, namentlich bei Filtern bei tiefen Frequenzen, auf das Problem, dass
grosse und damit teure und volumindse Induktivititen verlangt werden. Mit dem Einsatz von
Operationsverstiarkern kann dieses Problem gelost werden. Der Einsatz von Operationsverstér-
kern zur Realisierung von Filtern kann auf verschiedene Arten erfolgen:

® Im Kaskadenfilter werden mit Operationsverstirkern Ubertragungsfunktionen 1. und 2. Ord-
nung dargestellt und gemiss Figur 17.1 kaskadiert.

1 1 1
S+1 S2+\28+1

§2+§+2

Figur 17.1 Das aus Blocken von Ubertragungsfunktionen 1. und 2. Ordnung aufgebaute
Kaskadenfilter.

® Bei der Simulation von LC-Filtern mit Opamps wird die Struktur der LC-Filter {ibernommen
und die Induktivitidten werden mit Kapazititen und als Impedanzinverter geschaltete
Opamps simuliert.

® Mittels Transformationen von LC-Filterstrukturen kénnen diese mit einer weiteren Klasse
von Opampschaltungen, den allgemeinen Impedanzinverterschaltungen (GIC: general impe-
dance converter) realisiert werden.

Das Kaskadenfilter ist das einfachste aktive Filter. Es ist zweckmadssig fiir wenig kritische
Anwendungen. Die LC-Filtersimulation ist aufwendiger, aber beziiglich der Empfindlichkeit
gegeniiber den Toleranzen der Bauelemente vorteilhafter.

In dieser einfithrenden Behandlung bleiben wir beim einfachen Kaskadenfilter.

17.1 Das Kaskadenfilter

Wie bereits erwihnt, werden mit dem Kaskadenfilter Filter beliebiger Ordnung aus einzelnen
Sektionen mit Ubertragungsfunktionen 1. oder 2. Ordnung aufgebaut. Als einziger Grundbau-
stein einer solchen Sektion wire dazu ein Element mit einer allgemeinen Ubertragungsfunk-
tion 2. Ordnung

Bo+B1S+5? (17.1)

T(S) = ;
Ao+ A1 S+S

mit einstellbaren Koeffizienten Ao, A1, Bo und B1 erforderlich.
Diese Sektion muss zudem, wenn das Signal mit einer Spannung dargestellt werden soll, einen
hochohmigen Eingang und einen niederohmigen Ausgang aufweisen.
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Es existiert eine Vielzahl von Opamp-Schaltungen mit der allgemeinen UTF (17.1) und mit den

einfacheren UTFs:
TP, HP 1. Ordnung
TP, HP, BP, BS, AP 2. Ordnung

Dabei ist die Eingangsimpedanz >> Ausgangsimpedanz.
Im folgenden Abschnitt werden einige dieser Schaltungen vorgestellt.

17.1.1 Sektionen 1. Ordnung
Figur 17.2 zeigt eine TP-Sektion 1. Ordnung

R2
Ri 11 "c '
o— 1 -
l_] [e) —O0
Ul l )2 + lgz
o~ A0

Figur 17.2  Schaltung einer Tiefpasssektion 1. Ordnung.

Wir analysieren diese Schaltung unter der Annahme, dass die Spannungsverstirkung V' des
Opamps sehr gross sei (V' — oo ) und daher die Eingangsspannung U und der Eingangsstrom /

des Verstirkers verschwindend seien:

Ui 1
—=-U|sC++—-

R R>
U 1 (17.2)
<2 Ri1C
I(s)= u - L
- RoC
Die allgemeine TP-UTF ist von der Form
K pi1 (17.3)
Itp(s)= s+pl
mit K: Spannungsverstirkung des aktiven Filters fir =0 (K<0).
p1: 3 dB -Grenzkreisfrequenz
Der Koeffizientenvergleich liefert:
Ri= K—CIQ1 (17.4)
(17.5)
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Dabei ist C frei wéhlbar.
Es ist zu beachten, dass diese Sektion invertierend ist, d.h. fiir @ =0 ist die Verstiarkung:

= 0
—— S
Ul <

In Figur 17.3 ist eine HP-Sektion 1. Ordnung dargestellt.

R>
R C 1

= Z:—IH jﬂz

Figur 17.3 Hochpasssektion 1. Ordnung

Mit den gleichen Annahmen wie beim vorhergehenden Tiefpass (V' — e und / — 0 ) finden
wir

R (17.6)
v TR
- RiC

Die Standarddarstellung des Hochpasses 1. Ordnung ist
Ks (17.7)

IHP(£)=S+QI

K ist dabei die Spannungsverstirkung fiir @ =co .

Der Koeffizientenvergleich liefert

1 (17.8)
Ri=—
1 Coi

-K (17.9)
Ry=——
2 Cpi1

und wiederum ist C frei wihlbar.

Figur 17.4 zeigt eine Zusammenstellung der wichtigsten Realisierungen von Ubertragungs-
funktionen 1. Ordnung.

Es existieren zwei hdufig eingesetzte Schaltungen, die mit nur einem Opamp UTFs 2. Ord-
nung aufweisen: die Sallen + Key-Schaltung und die Delyiannis-Friend-Schaltung.
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Pole ® Nullstellen ®
K

I(S)__S
I(S)=-KS§

I(S)=-K(E+2)

I~
%]
Il

IS = 5P S+

1/K
O [ ]
Ul
1/K
Ul

Ui /P

Figur 17.4 Realisierungen von UTFs 1.0rdnung mit einem Opamp.
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17.1.2 Die Sallen + Key-Schaltung: eine TP-Sektion 2.0rdnung
Die in Figur 17.5 dargestellte Sallen + Key-Schaltung ist eine TP-Sektion 2.0rdnung.

Figur 17.5 Die Sallen + Key-Schaltung, eine Tiefpasssektion 2. Ordnung

Eine (etwas ldngere) Analyse liefert

B (17.10)
2 2
R°C
£ e
R 17.11

Der Vergleich mit der allgemeinen TP-Ubertragungsfunktion 2. Ordnung

K(x)% (17.12)

Ttp(s) = op

s +s f+0)%
dp
liefert die Konstanten
1 O  3-B (17.13)
= — _— = K =
= Re’ 4  RC’ P

P (17.14)
(l)pc

R 17.15

7B — B_l — _i ( )

RA dp

Die Spannungsverstidrkung K bei =0 ist dabei bereits durch die geforderte Giite gp festge-
legt:

K=p-= ;oL (17.16)

dp
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Eine DC-Verstirkung K < B kann nach Figur 17.6 mit einem Spannungsteiler am Eingang
der Sallen + Key - Schaltung erreicht werden.

Figur 17.6 Reduzierung der Spannungsverstarkung der Sallen + Key-Schaltung durch
einen Spannungsteiler am Eingang.

Beim Ersatz des Eingangswiderstandes R durch den Spannungsteiler R11, R12 muss die Impe-
danz Z=R erhalten bleiben. Der mit dem Spannungsteiler versehene Schaltungseingang ver-
hélt sich somit wie eine Spannungsquelle mit dem Innenwiderstand R und mit der Quellen-
spannung Ug :

_ Rt Ri2
Ri1 +R12’

K .. K R12
Uq = B(_Jl mit B = R+ Rz

Der Spannungsteiler R11, R12 wird somit wie folgt dimensioniert:

_RB_R(,_1 (17.17)
fn="g _K( C]Pj
Riy = R11R (17.18)
12 = Ri1-R

In der Wahl von RA und RB sind bisher keine absoluten Werte angegeben worden. Nur das
Verhiltnis RB/RA ist mit (17.15) festgelegt. Es ist aber eine bekannte Tatsache, dass Opera-
tionsverstarker minimalen DC-Offset aufweisen, wenn sie mit gleichen Eingangswiderstdnden
betrieben werden. Damit gilt die Bedingung:

(_1] (17.19)
RARE RA qp

RA||RB:RA+RB: 1 = 2R

Daraus erhalten wir mit (17.15)

s 1 (17.20)
Ra = 2R ﬁ?
2_7
ap

Figur 17.7 zeigt eine Zusammenfassung der Dimensionierung der Sallen + Key - Schaltung.
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2
K ap
Ttp(s)=
@p 5
S+s —+op
dp
: — _ 1 _ R 1) _ RuRr
C 1ist frei wihlbar; R = op C R11 = K[3—qu, Rip = Ril—Riy
3.1 1
RA = 2R qp, RB = RA|2——|; fir gp>>1 ist RaA=3R
L qp
dp

Figur 17.7 Die Dimensionierung der Sallen + Key-Schaltung

17.1.3 Die Delyiannis-Friend-Schaltung: eine Bandpass-Schaltung 2. Ordnung
In Figur 17.8 ist die Delyiannis-Friend-Schaltung, eine Bandpass-Schaltung 2. Ordnung,

dargestellt.
C
R
R1 I :

C
U
o~ A0

Figur 17.8 Die Delyiannis-Friend-Schaltung.

Die Analyse der Schaltung liefert eine Ubertragungsfunktion

S (17.21)
W _R1C
I(i) = — =
T R§C+ : >
RiIR2C

Die Standardform der Ubertragungsfunktion der BP 2. Ordnung ist

17.22
k@ (17.22)
qp
(O
S +s —p+m1%
dp

~
—~
[er
~
Il
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Bei vorgewidhltem C finden wir fiir die Widerstdnde R1 und R2:

2qp 1 (17.23)

Ry = ; Ry =
0pC R (DpC2

Dabei 1st die Verstirkung K bei der Resonanzfrequenz @ = wp mit
K =2qp

festgelegt. Es wird hier daran erinnert, dass die Ubertragungsfunktion der Schaltung unverin-
dert bleibt, wenn alle Impedanzen mit dem gleichen Faktor K5 skaliert werden:

R%KsR C%C/Ks

17.1.4 Realisierung einer UTF 2. Ordnung mit drei Operationsverstiirkern

Wir gehen von der allgemeinen invertierenden TP-UTF 2. Ordnung

Ko} (17.24)

I'(s)= op
sS+s —+ o
ap

aus und realisieren diese, indem wir vorerst einige Umformungen vornehmen.
Mit der Normierung S=s/wp ist

U _ 17.25
I(s)=—=-——K (1729

U S
= §2+7+1
qp

Dies ist identisch mit den folgenden Umformungen:

2 S 1 -K Ql
S“+—+1|U» = K Ui; 1+71 szil
v S|S+— S|S+—
dp dp

Diese letzte Darstellung kann so dargestellt werden, dass sie mit elementaren Opamp-Schal-
tungen realiserbar ist:

U = (+KUy) - _11 . _Sl ) (17.26)

P

Summierung TP 1. Ordnung Integrator Inverter

Die entsprechenden Opamp-Schaltungen sind in Figur 17.9 dargestellt.
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Uy o114

Uy o—1—1

Figur 17.9 Grundschaltungen zur Realisierung der Faktoren von (17.26):
a) Summierer mit TP 1. Ordnung, b) Integrator und c) Inverter

Die in Figur 17.9 dargestellten Elemente werden nach Figur 17.10 zusammengeschaltet.

R1

U T
R3

Figur 17.10 Vollstandiger Tiefpass 2. Ordnung

Die Teilschaltung bestehend aus TP 1. Ordnung und dem Integrator hat dabei die folgende
Ubertragungsfunktion zu liefern:

1 L (17.27)
v | TRC RC| (_qy - = op
(L+KU) 1 s 9 ©p
S+ S4+s —
R2C ap
Der Koeffizientenvergleich liefert
1 R2 Ri (17.28)
=3 gp = ; K=—-
"Rk C " VR R R3

Die Parametereinstellung dieser Schaltung ist besonders einfach: zuerst wird eine "verniinfti-
ge" Wahl fiir R und C getroffen. "Verniinftig" heisst in diesem Fall, dass R in der Grossenord-
nung der realisierbaren Werte: k€2 ...100 k€ und die Zeitkonstante RC = 1/wp gewihlt wird.
Mit diesen Annahmen wird R1 von ®p, R2 von gp und R3 von K bestimmt.

Mit den in Figur 17.10 angegebenen Abgriffen fiir U5 und U5 werden gleichzeitig die folgen-

den UTFs realisert:

U Ko o 1729
— = (nicht invertierender Tiefpass)
U 2 Wp -

SS+s —+0p

dp

U2” —sKR C(DI% (17.30)
—= = (Bandpass)
Ui 2
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Als Beispiel soll nun mit dieser Schaltung ein Butterworth-Tiefpass 4. Ordnung mit der

3 dB-Grenzfrequenz f3dB = 1 kHz entworfen werden.

Gemiss Appendix A2 hat die normierte Tiefpassiibertragungsfunktion 7 (S)=1/0n(S)
folgende zwei quadratische Terme im Nenner:

Ou(S) = (1 +0.765 §+§2) (1 + 1.848§+§2)
Nach Spezifikation ist die Polkreisfrequenz fiir beide Terme
Wp = W3dB = 6283 5|

Die frei wihlbaren Elemente R und C werden fiir die beiden quadratischen Terme wie folgt
festgelegt:

R = 10kQ 10 kQ
= 18 nF 18 nF
Nach (17.28) sind
R1= 21 5= 7.82kQ 7.82 kQ
WpRC
Ry=gpVRIR = 11.6kQ 4.78 kQ
R3=RI/K=  7.82kQ 7.82kQ (K=1)

Damit ist der Butterworth-Tiefpass vollstdndig entworfen.

Mit der in Figur 17.10 dargestellten Schaltung wurde ein einfacher Baublock fiir aktive Filter
besprochen. Kommerziell erhiltlich sind weitere fertige Baublocke bestehend aus vier
Opamps, sog. Biquads, die mit externer Beschaltung als TP, BP, BS, HP und AP konfiguriert
werden konnen. Eine Einfithrung zu diesen Schaltungen findet sich in [5].
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Anhang
1 Normierte Tiefpassiibertragungsfunktionen

A. Butterworth - Filter

Ansatz fiir die auf die 3dB-Durchlassgrenzfrequenz normierte Ubertragungsfunktion
(A]na)( =3dB, fir Q[) =3dp =1 )nlit ‘IN ( §)111&1X = ‘IN (0 )‘ =1:

]
1+ O

. 2
| In ()| =
Polynomdarstellung der normierten Ubertragungsfunktion:

1
Q(3)

mit  Q(S8) =8+ 41 ST+ .+ A28+ 418+ Ao

N(S) =

Die Koeffizienten der Polynome der Ubertragungsfunktionen konnen aus den Tabellen A.1 und
A.2 entnommen werden.

Fiir eine Filterspezifikation mit beliebiger Durchlassddmpfung Amax und Durchlassgrenzfre-
quenz fp kann die 3dB-Grenzfrequenz f;4z mit der folgenden Beziehung bestimmt werden:

P 2{/ 1 )
f3dB = — /D
100 L4 max _ 1
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n Ao Al A2 A3 Ag As Ae A7
1 1.00000
2 1.00000 1.41421
3 1.00000 2.00000 | 2.00000
4 1.00000 2.61313 | 3.41421 | 2.61313
5 1.00000 3.23607 | 5.23607 | 5.23607 | 3.23607
6 1.00000 3.86370 | 7.46410 | 9.14162 | 7.46410 | 3.86370
7 1.00000 | 4.49396 | 10.09783 | 14.59179 | 14.59179 | 10.09783 | 4.49396
8 1.00000 5.12583 [ 13.13707 | 21.84615 | 25.68836 | 21.84615 [13.13707 | 5.12583
Tabelle A.1:  Koeffizienten des Nennerpolynoms Q(S)
n
1 (1+5)
2 (1+14145+5)
3 (1+8)(1+5+8%)
40 (1+07655+57)(1+1.8485+5%)
50 (1+8)(1+06185+87)(1+1.6185+5%)
61 (1+05185+8)(1+14145+87)(1+1.9325+S)
71 (1+8)(1+04458+57)(1+1.247S+57)(1+1.8025+5%)
8 | (1+0390S+S)(1+1.1118S+87)(1+1.6635+8)(1+1.9625+5>)
Tabelle A.2:  Faktorenzerlegung von Q(S)
Die konjugiert komplexen Polpaare weisen folgende Polgiiten auf:
n 2 3 4 5 7 8
0.71 1.00 1.31 1.62 1.93 2.25 2.57
p 0.54 0.62 0.71 0.80 0.90
1p 0.52 0.55 0.60
0.51
Tabelle A.3: Polgiiten der konjugiert komplexen Polpaare
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verade n ungerade n
g

L LNn

RNg N2 p 1 LNn-1
UNg CN 1T CN3T N CNn fov =1
Amax =3 dB
n
RNg CNI N2 CN3 LN4
1.0000 1.4142 1.4142
1.1111 1.0333 1.8352
1.2500 0.8485 2.1213
1.4286 0.6971 2.4387
1.6667 0.5657 2.8284
2 | 2.0000 0.4483 3.3461
2.5000 0.3419 4.0951
3.3333 0.2447 5.3126
5.0000 0.1557 7.7067
10.0000 | 0.0743 14.8138
inf. 1.4142 0.7071
1.0000 1.0000 2.0000 1.0000
0.9000 0.8082 1.6332 1.5994
0.8000 0.8442 1.3840 1.9259
0.7000 0.9152 1.1652 2.2774
0.6000 1.0225 0.9650 2.7024
3 | 0.5000 1.1811 07789 3.2612
0.4000 1.4254 0.6042 4.0642
0.3000 1.8380 0.4396 5.3634
0.2000 2.6687 0.2842 7.9102
0.1000 5.1672 0.1377 | 15.4554
inf. 1.5000 1.3333 0.5000
1.0000 0.7634 1.8478 1.8478 0.7634
1.1111 0.4657 1.5924 1.7439 1.4690
1.2500 0.3882 1.6946 1.5110 1.8109
1.4286 0.3251 1.8618 1.2913 2.1752
1.6667 0.2690 2.1029 1.0824 2.6131
4 1 2.0000 0.2175 2.4524 0.8826 3.1868
2.5000 0.1692 2.9838 0.6911 4.0094
3.3333 0.1237 3.8826 0.5072 5.3381
5.0000 0.0804 5.6835 0.3307 7.9397
10.0000 | 0.0392 | 11.0942 | 0.1616 | 15.6421
inf. 1.5307 1.5772 1.0824 0.3827
n | 1/RNg LNI CN2 LN3 CN4
gerade n ungerade n
LNn
T R = l =
DNq CNzT CNn NE CN]]“I RNL !

Tabelle A.4: Normierte Elemente fiir Butterworth - Filter (frequenznormiert auf die

3dB-Grenzfrequenz ) n=2...4.
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gerade n ungerade n
Py YY1 Py —_—— —_——
RNg -L IN2 -L LNn . | LNn-1
UNg CN 1T CN3T N CNn Ane=1
Amax = 3dB
n
RNg CN1 LN2 CN3 LN4 CNs LN6 CN7
1.0000 0.6180 1.6180 2.0000 1.6180 0.6180
0.9000 0.4416 1.0265 1.9095 1.7562 1.3887
0.8000 0.4698 0.8660 2.0605 1.5443 1.7380
0.7000 0.5173 0.7313 2.2849 1.3326 2.1083
0.6000 0.5860 0.6094 2.599% 1.1255 2.5524
5 0.5000 0.6857 0.4955 3.0510 0.9237 3.1331
0.4000 0.8378 0.3877 3.7357 0.7274 3.9648
0.3000 1.0937 0.2848 4.8835 0.5367 5.3073
0.2000 1.6077 0.1861 7.1849 0.3518 7.9345
0.1000 3.1522 0.0912 | 14.0945 | 0.1727 | 15.7103
inf. 1.5451 1.6944 1.3820 0.8944 0.3090
1.0000 0.5176 1.4142 1.9319 1.9319 1.4142 0.5176
1.1111 0.2890 1.0403 1.3217 2.0539 1.7443 | 1.33347
1.2500 0.2445 1.1163 1.1257 2.2389 1.5498 1.6881
1.4286 0.2072 1.2363 0.9567 2.4991 1.3464 | 2.0618
1.6667 0.1732 1.4071 0.8011 2.8580 1.1431 2.5092
6 | 2.0000 0.1412 1.6531 0.6542 3.3687 0.9423 3.0038
2.5000 0.1108 2.0275 0.5139 4.1408 0.7450 3.9305
3.3333 0.0816 2.6559 0.3788 5.4325 0.5517 5.2804
5.0000 0.0535 3.9170 0.2484 8.0201 0.3628 7.9216
10.0000 0.0263 7.7053 0.1222 15.7855 0.1788 15.7375
inf. 1.5529 1.7593 1.5529 1.2016 0.7579 0.2588
1.0000 0.4450 1.2470 1.8019 2.0000 1.8019 1.2470 0.4450
0.9000 0.2985 07111 1.4043 1.4891 2.1249 1.7268 1.2961
0.8000 0.3215 0.6057 1.5174 1.2777 2.3338 1.5461 1.6520
0.7000 0.3571 0.5154 1.6883 1.0910 2.6177 1.3498 2.0277
0.6000 0.4075 0.4322 1.9284 09170 3.0050 1.1503 24771
7 |1 0.5000 0.4799 0.3536 | 2.2726 0.7512 3.5532 0.9513 3.0640
0.4000 0.5899 0.2782 2.7950 0.5917 4.3799 0.7542 3.9037
0.3000 0.7745 0.2055 3.6706 0.4373 5.7612 0.5600 5.2583
0.2000 1.1448 0.1350 5.4267 0.2874 8.5263 0.3692 7.9079
0.1000 2.2571 0.0665 | 10.7004 | 0.1417 | 16.8222 | 0.1823 15.7480
inf. 1.5576 1.7988 1.6588 1.3972 1.0550 0.6560 0.2225
n | 1/Ryq LN1 CN2 LN3 CN4 LNs CN6 LN7

gerade n ungerade n

LNn
NL=1
CNn-1

Normierte Elemente fiir Butterworth - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) n=35 7.

Rnp =1
i

DTN q C N1

0T

FaY
- -

Tabelle A.5:
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B. Tschebyscheff - Filter

Ansatz fiir die auf die Durchlassgrenzfrequenz normierte Ubertragungsfunktion (Qp =1) mit
T6 ()] =1

max

1

2 2

2
Ansatz: iIN (jQ )i =
l+e Ch( Q)

Die Tschebyscheff - Polynome C,(€2) konnen aus der Tabelle B.1 entnommen werden.

Polynomdarstellung der normierten Ubertragungsfunktion:

Die Koeffizienten der Nennerpolynome Q(S) der Ubertragungsfunktionen  konnen

den Tabellen B.2 bis B.11 entnommen werden.

Die 3dB-Grenzfrequenz f;45 eines Tschebyscheff - Filters kann mit der Beziehung:

f3dB = cosh & arcosh ( é)} )

aus den Grossen A4, und fp bestimmt oder der Tabelle B.12 entnommen werden.

X
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Figur B.1 Nomogramm fiir die Bestimmung des Filtergrades » des Tschebyscheff-
Filters
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0 1
1 Q
2| 201
30 40°-30
41 gat-s8Q’+1
5 1662 — 200° + 50
6 | 320°-480%+180°% -1
7| 64Q7 - 112Q° + 560° - 7Q
8 | 1280° — 2560° + 160Q% - 3207 + 1
Tabelle B.1: Tschebyscheff - Polynome C,(€2)
n Ao Al A2 A3 Aa As Ag A7 K
1| 655222 6.552
2 | 3.31329 | 2.37209 3.275
3 | 1.63809 |2.62953 | 1.93883 1.638
4 | 0.82851 | 2.02550 | 2.62680 | 1.80377 0.8195
5 1 0.40951 | 1.43556 | 2.39696 | 2.77071 | 1.74396 0.410
6 | 0.20713 | 0.90176 | 2.04784 | 2.77908 | 2.96575 | 1.71217 0.2046
7 1 0.10238 | 0.56179 | 1.48293 | 2.70514 | 3.16925 | 3.18350 | 1.69322 0.102
8 | 0.05179 | 0.32645 | 1.06667 | 2.15932 | 3.41855 | 3.56485 | 3.41297 | 1.68104 | 0.0514
Tabelle B.2:  Koeffizienten von Q(S) fiir 0.1dB-Rippel (e = 0.153)
i? 14@ 141 142 143 144 145 146 147 K
1| 2.86278 2.863
2| 1.51620 | 1.42562 1.431
31 0.71569 | 1.53490 | 1.25291 0.716
4| 0.37905 | 1.02546 | 1.71687 | 1.19739 0.3578
51 0.17892 | 0.75252 | 1.30957 | 1.93737 | 1.17249 0.179
6 | 0.09476 | 0.43237 | 1.17186 | 1.58976 | 2.17184 | 1.15918 0.0894
7 1 0.04473 | 0.28207 | 0.75565 | 1.64790 | 1.86941 | 2.41265 | 1.15122 0.0447
8 | 0.02369 | 0.15254 | 0.57356 | 1.14859 | 2.18402 | 2.14922 | 2.65675 | 1.14608 | 0.0227

Tabelle B.3:  Koeffizienten von Q(S) fiir 0.5dB-Rippel (e = 0.349)
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n Ao Al A2 A3 Aq As Ae A7 K

1 | 1.96523 1.965
2 | 1.10251 | 1.09773 0.983
3 1 049131 | 1.23841 | 0.98834 0.491
4 | 0.27563 | 0.74262 | 1.45392 | 0.95281 0.246
51 0.12283 | 0.58053 | 0.97440 | 1.68882 | 0.93682 0.123
6 | 0.06891 | 0.30708 [ 0.93935 | 1.20214 | 1.93083 | 0.92825 0.0614
7 1 0.03071 | 0.21367 | 0.54862 | 1.35754 | 1.42879 | 2.17608 | 0.92312 0.0307
8 | 0.01723 | 0.10734 | 0.44783 | 0.84682 | 1.83690 | 1.65516 | 2.42303 | 0.91981 | 0.0152

Tabelle B.4:  Koeffizienten von Q(S) fiir IdB-Rippel (e = 0.509)

n Ao Al A2 A3 A4 As Ae A7 K

1 | 1.30756 1.3076
2 | 0.82302 | 0.80382 0.6537
3 | 0.32689 | 1.02219 | 0.73782 0.3269
4 | 0.20577 [ 0.51680 | 1.25648 | 0.71622 0.1636
51 0.08172 | 0.45935 | 0.69348 | 1.49954 | 0.70646 0.0817
6 | 0.05144 | 0.21027 | 0.77146 | 0.86701 | 1.74586 | 0.70123 0.0405
7 | 0.02042 | 0.16609 | 0.38251 | 1.14444 | 1.03922 | 1.99353 | 0.69789 0.0204
8 | 0.01286 | 0.07294 | 0.35870 | 0.59822 | 1.57958 | 1.21171 | 2.24225 | 0.69606 | 0.0103

Tabelle B.5:  Koeffizienten von Q(S) fiir 2dB-Rippel (e = 0.765)

n Ao Al Az A3 Ay As Ae A7 K

1 | 1.00238 1.0024
2 | 0.70795 | 0.64490 0.5006
3 | 0.25059 | 0.92835 | 0.59724 0.2506
4 1 0.17699 | 0.40477 | 1.16912 | 0.58158 0.1252
51 0.06264 | 0.40794 | 0.54886 | 1.41498 | 0.57443 0.0626
6 | 0.04425 | 0.16343 | 0.69910 | 0.69061 | 1.66285 | 0.57070 0.0311
7 | 0.01566 | 0.14615 [ 0.30002 | 1.05184 [ 0.83144 | 1.91155 | 0.56842 0.0156
8 | 0.01106 | 0.05648 | 0.32076 | 0.47190 | 1.46670 | 0.97195 | 2.16071 | 0.56695 | 0.00778

Tabelle B.6:  Koeffizienten von Q(S) fiir 3dB-Rippel (e=1)
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1| (6552+8)

2| (3314+23725+5)

31 (0969 +8)(1.690+0.969 S+ 57 )

41 (133040528 5+5°)(0.623+1.2755+5%)

501 (0539+8)(1.195+0.333S+5%) (0.636+0.872 S+5%)

6| (1.129+0.229S+5)(0.696+0.627S+5)(0.263+0.8568 + 5 )

71 (0377+5)(1.092+0.168 S+ 5%) (0.753 +0.470 S+ 5% ) (0.330 + 0.679 S + 5% )

8 | (1.069+0.1285+5%)(0.799 +0.364 5+ 5% ) (0.416+0.5455 + 8 ) (0.146 +
0.643 S +5°)

Tabelle B.7:  Faktorenzerlegung von Q(S) fiir 0.1dB-Rippel (e=0.153.)

n

Ll (2.863+8)

2| (1516+1.4265+5)

30 (0.626+5)(1.142+0.626 S+5%)

4 (1.064+03518S+5)(0356+0.847S5+S%)

S| (0362+45)(1.036+0224 S+5%)(0.477+0.586 S+ 5%)

6 | (1023+0.1555+5%)(0.590 +0.4245+5%)(0.157 +0.580 5+ 7 )

70 (0256+45)(1.016+0.114 S+52)(0.677+ 0319 S+5%) (0.254+0.462 S+ S°)

8 | (1.012+0.087S+5)(0.741 +0.248 5+ 5% ) (0.359 + 0.3725 + 57 ) ( 0.088 +

0.439 S+ S%)

Tabelle B.8:  Faktorenzerlegung von Q(S) fiir 0.5dB-Rippel (e = 0.349).
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1l (1.965+8)

2| (1103 + 1.098 S+ 57)

30 (0.494+S5)(0.994+0.494 S+ 5°)

41 (098740279 S+5)(0279+0.6745+5%)

S| (0287+5)(0.988+0.179 S+5%) (0.429 +0.468 S+ 5%)

6| (0.991+0.1245+5)(0.558+03405+5%)(0.125+ 04645+ 57 )

71 (0.205+S5)(0.993+0.091 S+57)(0.653+0.2565+5%)(0.230 +0.370 S+ 5 )

8 | (0.994+0.0705+5)(0.724+0.1995+5%) (0.341 +0.298 S+ 5% ) (0.070 +

0.352 S+ 5%)

Tabelle B.9:  Faktorenzerlegung von Q(S) fiir ldB-Rippel (e =0.509).

n

11 (1.308+5)

2| (0.823+08045+5)

3| (0369+S5)(0.886+0.369 S+5°)

41 (0924+021085+57)(0.222+0.5065+5)

51 (0218+5)(0.952+0.1355+8%) (0.393+0.353 S+5%)

6 | (0.966+0.0045+5)(0.533+02575+5%)(0.100+0.3515+5%)

71 (0.155+8)(0.97540.069 S+ 5%) (0.635+0.1945+5° ) (0.212+0.280 S+ 5%)

8 | (0.980+0.0535+5)(0.710+0.1515+5%)(0.327 +0.226S+ 5> ) (0.057 +

0.266 S+5° )

Tabelle B.10: Faktorenzerlegung von Q(S) fiir 2dB-Rippel (e = 0.765).
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n

Ll (1.002+8)

2| (0.708+0.6455+5)

31 (0.299+5)(0.839+0.299 S+5%)

41 (0903+0.170 S+5%)(0.196+0411S+5%)

S| (0178 +5)(0.936+0.110S+S>) (0.377 +0.287 S+5°)

6| (0.955+0.0765+5)(0.522+0.2095+5%)(0.089+0.2855+ 5 )

71 (0.126+S8)(0.966+0.056S+5>) (0.627+0.158 S+5%) (0.204 +0.228 S+ 57 )

8 | (0.974+0.0435+5)(0.704+0.1235+5)(0.321 +0.184 5+ 5 ) ( 0.050 +
0217 S+5%)

Tabelle B.11: Faktorenzerlegung von Q(S) fiir 3dB-Rippel (e=1).

Amax 4/ Qp

[dB] .
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=0 n="7 n==,
0.1 6.552 1.943 1.389 1.213 1.135 1.093 1.068 1.052
0.5 2.863 1.390 1.167 1.093 1.059 1.041 1.030 1.023
1 1.965 1.218 1.095 1.053 1.034 1.023 1.017 1.013
1.308 1.074 1.033 1.018 1.012 1.008 1.006 1.005

3 1.002 1.001 1 1 1 1 1 1

Tabelle B.12: Verhiltnis von 3dB-Grenzfrequenz 2,45 zur Durchlassgrenzfrequenz
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gerade n ungerade n
- Y™ Py —_—
RNg J_ IN2 _I_ INn
A]nax = 01 dB
n
RNg CN1 IN2 CN3 IN4

1.3554 1.2087 1.6382
1.4286 0.9771 1.9824
1.6667 0.7326 2.4885
2.0000 0.5597 3.0538
2 | 2.5000 0.4169 3.8265
3.3333 0.2933 5.0502
5.0000 0.1841 7.4257
10.0000 | 0.0868 | 14.4332

inf. 1.3911 0.8191

1.0000 1.4328 1.5937 1.4328
0.9000 1.4258 1.4935 1.6219
0.8000 1.4511 1.3557 1.8711
0.7000 1.5210 1.1927 2.1901
0.6000 1.6475 1.0174 | 2.6026
3| 0.5000 1.8530 0.8383 3.1594
0.4000 2.1857 0.6603 3.9675
0.3000 2.7630 0.4860 5.2788
0.2000 3.9418 0.3172 7.8503
0.1000 7.5121 0.1549 | 15.4656

inf. 1.5133 1.5090 0.7164

1.3554 0.9924 2.1476 1.5845 1.3451
1.4286 0.7789 2.3480 1.4292 1.7001
1.6667 0.5764 2.7304 1.1851 2.2425
2.0000 0.4398 3.2269 0.9672 2.8563
4 | 2.5000 0.3288 3.9605 0.7599 3.6976
3.3333 0.2329 5.1777 0.5602 5.0301
5.0000 0.1475 7.6072 0.3670 7.6143
10.0000 | 0.0704 | 14.8873 | 0.1802 | 15.2297

inf. 1.5107 1.7682 1.4550 | 0.6725
n| 1/Ryq LN1 CN2 IN3 CN4
gerade n ungerade n

LNn
RnpL=1 RNL =
CNH C‘Nn_]

Tabelle B.13: Normierte Elemente fiir Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.1dB-Rippel n=2...4.
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gerade n

LNn

Alnax - 01 dB

ungerade n

n
RNg CN1 IN2 CN3 Lng CNs LNe CN7
1.0000 1.3013 1.5559 2.2411 1.5559 1.3013
0.9000 1.2845 1.4329 2.3794 1.4878 1.4883
0.8000 1.2998 1.2824 2.5819 1.3815 1.7384
0.7000 1.3580 1.1170 2.8679 1.2437 2.0621
0.6000 1.4694 0.9469 3.2688 1.0846 2.4835
5 1 0.5000 1.6535 0.7777 3.8446 0.9126 3.0548
0.4000 1.9538 0.6119 4.7193 0.7333 3.8861
0.3000 | 2.4765 | 0.4509 | 6.1861 | 0.5503 | 5.2373
0.2000 3.5457 0.2950 9.1272 0.3659 7.8890
0.1000 6.7870 0.1447 | 17.9569 | 0.1820 | 15.7447
inf. 1.5613 1.8069 | 1.7659 | 1.4173 | 0.6507
1.3554 0.9419 2.0797 1.6581 2.2473 1.5344 1.2767
1.4286 0.7347 2.2492 1.4537 2.5437 1.4051 1.6293
1.6667 0.5422 2.6003 1.1830 3.0641 1.1850 2.1739
2.0000 0.4137 3.0679 0.9575 3.7119 0.9794 2.7936
6 | 2.5000 0.3095 3.7652 0.7492 4.6512 0.7781 3.6453
3.3333 0.2195 4.9266 0.5514 6.1947 0.5795 4.9962
5.0000 0.1393 7.2500 0.3613 9.2605 0.3835 7.6184
10.0000 | 0.0666 | 14.2200 | 0.1777 | 18.4267 | 0.1901 15.3495
inf. 1.5339 1.8838 1.8306 1.7485 1.3937 0.6383
1.0000 1.2615 1.5196 2.2392 1.6804 2.2392 1.5196 1.2615
0.9000 1.2422 1.3946 2.3613 1.5784 2.3966 1.4593 1.4472
0.8000 1.2550 | 1.2449 | 2.5481 1.4430 | 2.6242 1.3619 | 1.6967
0.7000 1.3100 1.0826 2.8192 1.2833 2.9422 1.2326 2.0207
0.6000 1.4170 0.9169 3.2052 1.1092 3.3841 1.0807 2.4437
7 1 0.5000 1.5948 0.7529 3.7642 0.9276 4.0150 0.9142 3.0182
0.4000 1.8853 0.5926 4.6179 0.7423 4.9702 0.7384 3.8552
0.3000 2.3917 0.4369 6.0535 0.5557 6.5685 0.5569 5.2167
0.2000 3.4278 0.2862 8.9371 0.3692 9.7697 0.3723 7.8901
0.1000 | 6.5695 | 0.1405 | 17.6031 | 0.1838 | 19.3760 | 0.1862 | 15.8127
inf. 1.5748 1.8577 1.9210 1.8270 1.7340 1.3786 0.6307
n | I/RNg LN CN2 LN3 CN4 LNs CN6 LN7
gerade n ungerade 7
LNn
‘ RnL=1 RNL =
CNn CNp—1

Tabelle B.14: Normierte Elemente fiir Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.1dB-Rippel n=15...7.
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gerade n

ungerade n

—rrrvnm
RNg J_ IN2 _L LNn e
UNg ON 1-|- CNST NL = =
A]nax = 05 dB
n
RNg CN1 LNz CN3 LNg
1.9841 0.9827 1.9497
2.0000 | 0.9086 | 2.1030
2.5000 | 0.5635 3.1647
2| 3.3333 0.3754 | 44111
5.0000 | 0.2282 6.6995
10.0000 | 0.1052 | 13.3221
inf. 1.3067 0.9748
1.0000 1.8636 1.2804 1.8636
0.9000 1.9175 1.2086 | 2.0255
0.8000 1.9965 1.1203 | 2.2368
0.7000 | 2.1135 1.0149 | 2.5172
0.6000 | 2.2889 0.8937 | 2.8984
3 | 0.5000 | 2.5571 0.7592 | 3.4360
0.4000 | 2.9854 | 0.6146 | 4.240l
0.3000 | 3.7292 0.4633 5.5762
0.2000 | 5.2543 0.3087 8.2251
0.1000 | 9.8899 0.1534 | 16.1177
inf. 1.5720 1.5179 | 0.9318
1.9841 0.9202 | 2.5864 1.3036 1.8258
2.0000 | 0.8452 | 2.7198 1.2383 1.9849
2.5000 | 0.5162 3.3759 | 0.8693 3.1205
4 | 3.3333 0.3440 5.1196 | 0.6208 | 4.4790
5.0000 | 0.2100 7.7076 | 0.3996 | 6.9874
10.0000 | 0.0975 | 15.3520 | 0.1940 | 14.2016
inf. 1.4361 1.8888 1.5211 0.9129
n | V/Ryg | INi N2 Lns CN4
gerade n ungerade n
LNn
RnL=1 — RNL=1
CNn—]_‘

Tabelle B.15: Normierte Elemente fiir Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel n=2...4.
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gerade n

LNn

RNL =1

A]nax = 05 dB

ungerade n

n
RNg CN1 LN2 CN3 LN4 CN5 LNe ON7
1.0000 1.8068 1.3025 2.6914 1.3025 1.8068
0.9000 1.8540 1.2220 2.8478 1.2379 1.9701
0.8000 1.9257 1.1261 3.0599 1.1569 2.1845
0.7000 2.0347 1.0150 3.3525 1.0582 2.4704
0.6000 2.2006 0.8901 3.7651 0.9420 2.8609
51 0.5000 2.4571 0.7537 4.3672 0.8098 3.4137
0.4000 2.8692 0.6091 5.2960 0.6640 4.2447
0.3000 3.5877 0.4590 6.8714 0.5075 5.6245
0.2000 5.0639 0.3060 | 10.0537 | 0.3430 8.3674
0.1000 9.5560 0.1525 | 19.6465 | 0.1731 | 16.5474
inf. 1.6299 1.7400 1.9217 1.5138 0.9034
1.9841 0.9053 2.5774 1.3675 2.7133 1.2991 1.7961
2.0000 0.8303 2.7042 1.2912 2.8721 1.2372 1.9557
2.5000 0.5056 3.7219 0.8900 4.1092 0.8808 3.1025
6 | 3.3333 0.3370 5.0554 0.6323 5.6994 0.6348 4.4810
5.0000 0.2059 7.6145 0.4063 8.7319 0.4121 7.0310
10.0000 | 0.0958 | 15.1862 | 0.1974 | 17.6806 | 0.2017 | 14.4328
inf. 1.4618 1.9799 1.7803 1.9253 1.5077 0.8981
1.0000 1.7896 1.2961 2.1777 1.3848 2.7177 1.2961 1.7896
0.9000 1.8348 1.2146 2.8691 1.3080 2.8829 1.2335 1.9531
0.8000 1.9045 1.1182 3.0761 1.2149 3.1071 1.1546 | 2.1681
0.7000 2.0112 1.0070 3.3638 1.1050 3.4163 1.0582 2.4554
0.6000 2.1744 0.8824 3.7717 0.9786 3.8524 0.9441 2.8481
7 1 0.5000 2.4275 0.7470 4.3695 0.8377 4.4886 0.8137 3.4050
0.4000 2.8348 0.6035 5.2947 0.6846 5.4698 0.6690 4.2428
0.3000 3.5456 0.4548 6.8674 0.5221 7.1341 0.5129 5.6350
0.2000 5.0070 0.3034 | 10.0491 | 0.3524 | 10.4959 | 0.3478 8.4041
0.1000 9.4555 0.1513 | 19.6486 | 0.1778 | 20.6314 | 0.1761 | 16.6654
inf. 1.6464 1.7772 2.0306 1.7892 1.9239 1.5034 0.8948
7 l/RNq LN CN2 LN3 CN4 LNs CNo LN7
gerade n ungerade n
LNn
, RNL RNL =
CNn CNn-1

Tabelle B.16: Normierte Elemente fiir Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel »n=5...7.
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gerade n ungerade n
* 7YY Py —_— —_—
RNg J_ LN2 _L LNn LNn-1
. } RNL = RNL =
[/Nq CN lT (N}T CNn N

A]nax = 05 dB
n
RNg | NI In2 | ON3 | IN4 | ON5 | INe | ON7 | LNg | CNo | LN10O

1.9841]0.8998 |12.5670 | 1.3697 | 2.7585 | 1.3903 | 2.7175 | 1.2938 | 1.7852
2.0000 [ 0.8249 [2.6916 | 1.2919 29134 | 1.3160 | 2.8800 | 1.2331| 1.9449
2.50000.5017|3.6988 | 0.8878 | 4.1404 | 0.9184 [4.1470 | 0.8815|3.0953
813.3333(0.3344|5.0234|0.6304 | 5.7323 | 0.6577 | 5.7761 | 0.6370 | 4.4807
5.0000]0.2044 | 7.5682 | 0.4052 | 8.7771 | 0.4257 | 8.8833 | 0.4146 | 7.0453
10.0000] 0.0951 |15.1014| 0.1969 (17.7747] 0.2081 |18.0544| 0.2035 |14.4924

inf. | 1.47102.0022 | 1.8248|2.0440 | 1.7911 | 1.9218 | 1.5003 | 0.8926

1.0000 | 1.7822 | 1.2921 | 2.7162 | 1.3922 | 2.7734 | 1.3922 | 2.7162 | 1.2921 | 1.7822
0.9000 | 1.8267 | 1.2103 | 2.8658 | 1.3135]2.9353 | 1.3165|2.8834| 1.2302 | 1.9458
0.8000 | 1.8955| 1.11393.0709 | 1.2189 | 3.1565 | 1.2246 | 3.1102 | 1.1523 | 2.1611
0.7000]2.0013 | 1.0028 |1 3.3565 | 1.1075 | 3.4635 | 1.1157 | 3.4232| 1.0568 | 2.4489
0.6000|2.16340.87863.7621 | 0.9801 | 3.8985]0.9900 | 3.8647 | 0.9436  2.8426
910.5000 |2.4150]0.7436 | 4.3573 | 0.8385 | 4.5355|0.8493 | 4.5087 | 0.8140 | 3.4010
0.4000 | 2.8203 [ 0.6008 | 5.2792] 0.6850 | 5.5207 | 0.6957 | 5.5023 | 0.6700 | 4.2416
0.3000 | 3.5279 [ 0.4528 | 6.8474 1 0.5223 | 7.1951 | 0.5318 | 7.1876 | 0.5142 | 5.6390
0.2000 [ 4.9830 {0.3021 [10.0212] 0.3526 10.5818| 0.3600 {10.5925 0.3491 | 8.4189
0.100019.4131 {0.1507 (19.5995| 0.1779 20.8006| 0.1822 |20.8588[ 0.1770 |16.7140
inf. | 1.6533 | 1.7890 [ 2.0570 | 1.8383 | 2.0481 | 1.7910 | 1.9199 | 1.4981 | 0.8911

1.9841(0.897212.5610| 1.3683|2.7631 | 1.4009 [ 2.7795 | 1.3927 [ 2.7148 | 1.2908 | 1.7801
2.0000 [ 0.8223 [ 2.6845(1.2901|2.9166 | 1.3246 (2.9390 | 1.3191 | 2.8783 | 1.2306 | 1.9398
2.50000.4999 | 3.6868 | 0.8858 [ 4.1383 [ 0.9216 [4.2020 | 0.9238 | 4.1540 | 0.8812 | 3.0919
3.33330.3332|5.0071 | 0.6289 | 5.7274 1 0.6594 | 5.8399 | 0.6631| 5.7948 | 0.6376 | 4.4804
5.0000 1 0.2037 [ 7.5446 | 0.4042 | 8.7695 | 0.4266 | 8.9727 | 0.4300 | 8.9249 | 0.4154 | 7.0518
10.0000| 0.0948 |15.0578| 0.1965 |17.7624| 0.2086 {18.2313 0.2107 [18.1644 0.2041 [14.5199
inf. | 1.475312.0107 | 1.8386(2.0733 | 1.84322.0494 | 1.7904 | 1.9183 | 1.4965 | 0.8900

10

n l/Rf\Jq LN1 CN2 LN3 CNg LNs CN6 LN7 CNg LNo CNI10

gerade n ungerade n

LNn
: RnL =1 RNL =
CNn CNnp-1

Tabelle B.17: Normierte Elemente fiir Tschebyscheff - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) mit 0.5dB-Rippel » = 8...10.
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C. Bessel - Filter

Ansatz fiir die auf die 3dB-Durchlassgrenzfrequenz normierte Ubertragungsfunktion
(Amax =3 dB, Qp=Q3ds = 1) mit ‘IN (S)|max = |IN (0 )‘ =1

, — ST, 1
IN(S)=¢ 7% = ———
) Bn(S)

Polynomdarstellung der normierten fjbertragungsfunktion:

Ao
Q(s)

mit Q(S) = S+ A4,-1 S1M] + ... +442§2+,41§+A0

IN(S) =

Die Koeffizienten und Faktorenzerlegung des Nennerpolynoms Q(S), kénnen den Tabellen

C.1 und C.2 entnommen werden.

Das Verhiltnis von Durchlassgrenzfrequenz Q, zur 3dB-Grenzfrequenz, ;5 des Bessel-
Filters kann aus folgender Dampfungscharakteristik bestimmt werden:

Amax “

[dB] 4

%
(\/’\r/" :{D
AJI
1 /
//
0 &
0.1 0.2 6.3 0.4 0.5 0.6 0.8 1  Qp/QaB

Figur C.1 Dampfungscharakteristik des Bessel-Filters im Durchlassbereich
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n Ao Al A2 A3 Ag As A A7

2 1.624 2.208

30 2.748 4.881 3.423

4| 5287 11.16 1010 | 4.737

5 11.29 27.37 29.49 17.87 6.188

6| 2689 72.58 89.04 64.09 28.83 7.781

7 1 70.00 206.3 280.6 | 2297 123.1 43.52 9.501

8 196.8 624.6 | 9252 839.0 512.1 216.7 62.54 11.34
Tabelle C.1: Koeffizienten des Nennerpolynoms Q(§)_

n

2 (1.624+22085+5%)

30 (1.325+8)(2.102+2.098 S+ 5%)

41 (2051 +2.7445+5)(2.578 +1.9935+ 5%)

51 (1.505+5) (2429 +2.766 S+ 5% ) (3.090 + 1.918 S+ 5 )

O | (2581 +3.1485+5) (2.863+2.7685+S5)(3.640 + 1.864 S5+ 5 )

71 (1687 +S8)(2.955+3.2295+5°)(3332+2.762S+5)(4214+1.823 S+ %)

8

(317443521 S+5°) (3368 +32808+52)(3.828+2.7538+ 5 ) (4.807 +

Tabelle C.2:  Faktorenzerlegung von Q(S),

1.789 S+ 5%)
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gerade n ungerade n
— YY" o ——
RNg 1 e | o LNn-1
UNg CN 1T CN3T N CNn Ane=1
Amax = 3dB
n
RNg CN1 N2 N3 LN4
1.0000 0.5755 2.1478
1.1111 0.5084 2.3097
1.2500 0.4433 2.5096
1.4286 0.3801 2.7638
1.6667 0.3191 3.0993
2| 2.0000 0.2601 3.5649
2.5000 0.2032 4.2577
3.3333 0.1486 5.4050
5.0000 0.0965 7.6876
10.0000 | 0.0469 14.5097
inf. 1.3617 0.4539
1.0000 0.3374 0.9705 2.2034
0.9000 0.3708 0.8650 2.3745
0.8000 0.4124 0.7609 2.5867
0.7000 0.4657 0.6584 2.8575
0.6000 0.5365 0.5576 3.2159
3 0.5000 0.6353 0.4587 3.7144
0.4000 0.7829 0.3618 4.4573
0.3000 1.0283 0.2673 5.6888
0.2000 1.5176 0.1752 8.1403
0.1000 2.9825 0.0860 | 15.4697
inf. 1.4631 0.8427 0.2926
1.0000 0.2334 0.6725 1.0815 2.2404
1.1111 0.2085 0.7423 0.9670 2.4143
1.2500 0.1839 0.8292 0.8534 2.6304
1.4286 0.1596 0.9406 0.7410 2.9066
1.6667 0.1356 1.0886 0.6299 3.2727
4 1 2.0000 0.1120 1.2952 0.5202 3.7824
2.5000 0.0887 1.6040 0.4120 4.5430
3.3333 0.0658 2.1174 0.3036 5.8048
5.0000 0.0434 3.1416 0.2013 8.3185
10.0000 | 0.0214 6.2086 0.0993 15.8372
inf. 1.5012 0.9781 0.6127 0.2114
n | 1/Rng LN CN2 N3 CNd
gerade n ungerade #
LNn
RN =1 RNL =1
CNH CYNn-]

Tabelle C.3:

Normierte Elemente fiir Bessel - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) n=2 4.
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gerade n

ungerade n

- £YYYY Py —_——
RNg J_ IN2 _L LNn
UNg ON 1T C ’NsT
Amax =3 dB
n
RNg CN1 LNz CN3 Lng CNs LN6 CN7
1.0000 0.1743 0.5072 0.8040 1.1110 2.2582
0.9000 0.1926 0.4542 0.8894 0.9945 2.4328
0.8000 0.2154 0.4016 0.9959 0.8789 2.6497
0.7000 0.2447 0.3494 1.1323 0.7642 2.9272
0.6000 0.2836 0.2977 1.3138 0.6506 3.2952
5 0.5000 0.3380 0.2465 1.5672 0.5382 3.8077
0.4000 0.4194 0.1958 1.9464 0.4270 4.5731
0.3000 0.5548 0.1457 2.5768 0.3174 5.8433
0.2000 0.8251 0.0964 3.8352 0.2095 8.3747
0.1000 1.6349 0.0478 7.6043 0.1036 15.9487
inf. 1.5125 | 1.0232 | 0.7531 | 0.4729 | 0.1618
1.0000 0.1365 0.4002 0.6392 0.8538 1.1126 2.2645
L1111 0.1223 0.4429 0.5732 0.9456 0.9964 2.4388
1.2500 0.1082 0.4961 0.5076 1.0600 0.8810 2.6554
1.4286 (0.0943 0.5644 0.4424 1.2069 0.7665 2.9325
1.6667 0.0804 0.6553 0.3775 1.4022 0.6530 3.3001
6 | 2.0000 0.06606 0.7824 0.3131 1.6752 0.5405 3.8122
2.5000 0.0530 0.9725 0.2492 2.0837 0.4292 4.5770
3.3333 0.0395 1.2890 0.1859 2.7633 0.3193 5.8467
5.0000 0.0261 1.9209 0.1232 4.1204 0.2110 8.3775
10.0000 0.0130 3.8146 0.0612 8.1860 0.1045 15.95006
inf. 1.5124 1.0329 0.8125 0.6072 0.3785 0.1287
1.0000 0.1100 0.3259 0.5249 0.7020 0.8690 1.1052 2.2659
0.9000 0.1224 0.2923 0.5815 0.6302 0.9630 0.9899 2.4396
0.8000 0.1372 0.2589 0.6521 0.5586 1.0803 0.8754 2.6556
0.7000 0.1562 0.2257 0.7428 0.4873 1.2308 0.7618 2.9319
0.6000 0.1815 0.1927 0.8634 0.4163 1.4312 0.6491 3.2084
7 0.5000 0.2168 0.1599 1.0321 0.3457 1.7111 0.5374 3.8090
0.4000 0.2698 0.1274 1.2847 0.2755 2.1304 0.4269 4.5718
0.3000 0.3579 0.0951 1.7051 0.2058 2.8280 0.3177 5.8380
0.2000 0.5338 0.0630 2.5448 0.1365 4.2214 0.2100 8.3623
0.1000 1.0612 0.0313 5.0610 0.0679 8.3967 0.1040 15.9166
inf. 1.5087 1.0293 0.8345 0.6752 0.5031 03113 0.1054
n | 1/Ryq LN N2 LN3 CN4 LN5s CNeé LN7
gerade n ungerade 7
LNn
Rnp=1 RNnL=1
CNn-1

Tabelle C.4: Normierte Elemente fiir Bessel - Filter (frequenznormiert auf die
3dB-Grenzfrequenz ) n=75...7.
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2 Herleitung des Skin-Effektes

Wir betrachten eine ausgedehnte ebene metallische Oberfliche mit einer magnetischen Feld-
stitke H (x = 0) an der Oberfldache (Figur 2.1). Diese Feldstirke sei parallel zur Metallober-
flache.

H(x=0) = e; H; (x=0) (2.1)

Figur 2.1 Verteilung der magnetischen Feldstirke H (x) und der Stromdichte J (x)
in einem metallischen Leiter

In einem Leiter gilt die Maxwellsche Gleichung 2:

rot H = Vx H = 88_?_'_] (2.2)

In Metallen gilt bis zu Frequenzen im Terahertzbereich

oD e J (2.3)
dt
. . : . : oD ; .
Wir vernachléssigen daher die elektrische Verschiebung o gegeniiber der Stromdichte J.
Weiter gilt die Materialbeziehung
mit c=1/p : elektrische Leitfdhigkeit.
Mit der Maxwellschen Gleichung 1
JB (2.5)

rotE = VXE = —
Jdf
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zusammen mit der Materialbeziehung B =p H erhalten wir fiir den eindimensionalen Fall mit
einer einzigen Feldabhingigkeit in x-Richtung:

oH, (2.6)
-5 = Jy= ok

OE,  0H, (2.7)
ax - Moy

Mit Ableiten von (2.6) nach x und Einsetzen in (2.7) erhalten wir eine Differentialgleichung
in Hz

2, o 21 (2.8)
J ¥ Jdt

Fiir eine harmonische Zeitabhﬁngigkeit
Hy (x,t) = Re[ﬂz(x) ej“”]
vereinfacht sich (2.8):

d2ﬂz (2.9)

5 = JOoUC Hy

dx
Die allgemeine Losung von (2.9) ist

Hy(x) = Hyoe*™ (2.10)

Y=Vjo o = s 1l @11

S

Fiir das Leiterinnere gilt die abklingende Losung:

ESH (2.12)
Hz (x) = Hpoe &

mit der Skin-Eindringtiefe

2 ] (2.13)

63 = \j = .
[ 31le] T/ U

Diese Losung des eindimensionalen Falles ist auch eine gute Ndherung, wenn die Eindring-tiefe
9, viel kleiner ist als die Dicken und Oberfldchenkriimmungsradien der Leiter.

Berechnung der Stromdichte J, (x) und der Oberflichenstromdichte [ 'y :
Nach (2.6) und (2.12) gilt fiir die Stromdichte J, (x)

d H; 14+ _L1+i A+ (2.14)
Jy(x) = === Hoog e 8% = o 5
1 +j

mit l}-'o = —Lf_{zo
Os
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Die Oberflachenstromdichte /. ; ist die Uiber x integrierte Stromdichte J, (x):

L= | 4(x)d T Hy(0) = H 12
iy = O_}’(X) X = O_ dx X =-Hz( =)+Hz(0) = Hypo
Die elektrische Feldstérke an der Leiteroberfliche E,, in y-Richtung ist:
Eyo = J}O/G (2 16)
Damit kann eine Oberflichenimpedanz Z5 bestimmt werden
E\I() 1+ ] (2. ].7)
Z 1, o O a(l+j)
mit dem Oberflichenwiderstand Ro= (518 (2.18)
S

Es ist dabei bemerkenswert, dass der induktive Anteil von Zg immer gleich dem resistiven
Anteil ist. Nach (2.14) nimmt die Stromdichte J, (x) mit zunehmender Tiefe x exponentiell ab.
Dabei ist zu beachten, dass die Phase von J(x) proportional zu x abnimmt. Dies fiithrt dazu,

dass der Momentanwert der Stromdichte Nullstellen und eine Vorzeichenumkehr auf-weist, wie
dies in Figur 2.2 dargestellt ist. _

| Jy/ Jyo |
Re [ Jy/Jyo |
1
0.8
0.6 \\
0.4 N
0.2 \
N o |

o Re [ Jy/Jyo ]

—02L - : . : -/,
0 1 2 3 4 5

Figur 2.2 Verlauf der Stromdichte in einem metallischen Leiter.
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3 Streuparameterdarstellung von linearen Zwei- und Mehrtoren

3.1 Wellengrossen

In der Niederfrequenztechnik werden die linearen Eigenschaften von Zwei- und Mehrtoren
beschrieben, indem Beziehungen zwischen Spannungen und Strémen an den Toren angegeben
werden. Die Beschreibung linearer Zweitore mit den Z, Y und H-Matrizen ist bestens bekannt:

Qz}[Z]LZ_ (3.1

s

In der Hochfrequenztechnik ist diese Charakterisierung des Betriebszustandes nicht zweckmés-
sig und in vielen Fillen auch nicht moéglich. In allen Systemen mit Nicht-TEM-Wellen, wie bei
Hohlleitern und dielektrischen Wellenleitern, sind Spannung und Strom nicht definiert. Zudem
ist es in der Hochfrequenz-Messtechnik kaum moglich, an den Toren eines Messobjektes einen
Kurzschluss oder einen Leerlauf herzustellen. Ein Messobjekt kann aber mit einer gut definier-
ten Abschlussimpedanz, in koaxialen Messsystemen meist 50€2, gemessen werden.

Auch in Fillen, in denen Spannung und Strom nicht definiert sind, kdnnen leicht Leistungen,
Reflexionsfaktoren und Ubertragungsfaktoren gemessen werden. Es ist daher naheliegend, eine
lineare Beschreibung des Verhaltens von Mehrtoren so vorzunehmen, dass eine enge Beziehung
zu den direkt messbaren Grossen besteht. In der Leitungstheorie (Kapitel 1) wurden die Begrif-
fe der einfallenden und reflektierten Spannungs- und Stromwellen eingefiihrt, die sich fiir die
Beschreibung von Wellen auf Leitungen als sehr zweckmaéssig erwiesen haben. Die Kombinati-
on der Begriffe von einfallenden und reflektierten Strom- und Spannungswellen, /, und I,

bzw. U, und U, zusammen mit einer engen Beziehung zur Leistung fiihrt uns zur Definition
der Wellengréssen a und b In Figur 3.1 sind die Strom- und Spannungswellen /, und 7,

bzw. U, und U, an den Toren eines Zweitors dargestellt.

1

1
LJI‘ Zweitor \ U

I~

1Ly,

a

—a

I |
A : A
A~ : <R \ Zweitor \ : <A

%
N~
Bezugsebene: /

virtuelle kurze Leitung mit
der Wellenimpedanz Z

Figur 3.1 Definition der Strom- und Spannungswellen an den Toren eines Zweitors
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Dabei definieren wir an den Toren eine reelle Bezugsimpedanz Z, . Dies ist gleichbedeutend

mit der Vorstellung, dass an den Toren ein Leitungselement mit verschwindender Lénge einge-
fithrt wird.

|
a | |
/\Z>: 1 ‘ Ein-, Zwei-, Mehrtor
<\/\!
I A d

Lo

Figur 3.2 Zur Definition der Wellengrossen

Die Wellengrossen a und b eines Mehrtors nach Figur 3.2 werden wie folgt definiert:

v=U,+U, I=1,-1, Spitzenwerte 3.4
U 1{ U

a=Z2 =] 7 =| £ 11z, 3.5

Pz, Tz J w2l

lz=—?—zbﬁ =% %—LE } (3.6)

Die Wellengrossen a und b sind nach Betrag proportional zu den Betrdgen der Spannungs-
wellen U, und U, , und die Phasen von a und b sind identisch mit den Phasen von U, und

U, . Der Reflexionsfaktor an der Bezugsebene ist:

(3.7)

3.2 Leistungen, Momentanwert

Mit der Definition der Wellengrossen (3.5) und (3.6) ist die Leistung der nach rechts laufenden
Welle

1 « LU
b :EQala 25 Z. :—| I (3.8)
und der nach links laufenden Welle: Py, = %Vz‘z (3.9

Gelegentlich findet man auch die Definition der Wellenstirken tber die Effektivwerte, wobei
dann der obige Faktor 1/2 entfillt.

Die Dimension der Welle ist [g] =4/ VA (3.10)
und der Momentanwert ist a(t)=Re [g ej‘”’} (3.11)

3.3 Streumatrizen von Zweitoren
Die linearen Eigenschaften von Zwei- und Mehrtoren kénnen nun mit den Wellengrossen a

und b beschrieben werden. Die gebriuchliche Darstellung ist die Streuparameterdarstellung,
wobei die vom Zwei- oder Mehrtor weglaufenden Wellen b5 in Funktion der zulaufenden
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Wellen g ausgedriickt werden. Im Fall des Zweitors nach Figur 3.3 ist die Streumatrix wie folgt
definiert:
by=8,a,+S8,a,
(3.12)
by=85a+S85a,

oder in Vektorform:

NTE
[6]=[S][4] mit [S]: Streumatrix, [S]= [—11 —12}
§21 *522
(3.13)
o— ——o
a,—> “—a,
by« 1 18] 2 — b,
o— —O
Figur 3.3 Definition der Streuparameter

Die Bedeutung der S-Parameter eines Zweitors sind folgende:

Eingangs-, Ausgangsreflexionsfaktoren S, und §,,

Wenn das Zweitor nach Figur 3.4 mit der Bezugsimpedanz Z, abgeschlossen ist, dann ist die

Welle a,=0.
ED

Figur 3.4 Bedeutung des Eingangsreflexionsfaktors S,

(e,

oO—

Nach (3.12) gilt fur den Eingangsreflexionsfaktor: S, 12@ (3.14)
g, =0

S,, ist der Eingangsreflexionsfaktor, wenn der Ausgang mit der Referenzimpedanz Z, abge-

schlossen ist. Analog dazu ist S,, der Ausgangsreflexionsfaktor, wenn der Eingang mit der

Referenzimpedanz Z, abgeschlossen ist.

Ubertragungsfaktoren S, und §,,

Wird die Signalquelle mit dem Innenwiderstand Z,, direkt mit der Bezugsimpedanz Z,, be-

lastet nach Figur 3.5 links, dann ist die Spannung tiber der Last U; =U,,, was der auf das
Zweitor zulaufenden Spannungswelle entspricht. Wird das Zweitor am Eingang mit einer Quel-

le mit dem Innenwiderstand = Bezugsimpedanz Z, beschaltet und ausgangsseitig mit Z,,
belastet, dann erscheint iiber der Ausgangslast Z, die Spannung U,,, also die vom Zweitor
weglaufende Spannungswelle. Der Parameter S,, ist nun

U U
§21=& —=b2 _,=b2 (3.15)
4 a, =0 Ual Uql
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Der Ubertragungsfaktor vorwirts, S »1> kann also als Verhiltnis der Spannungen am Lastwider-

stand Z,, nach der Schaltung Figur 3.5 rechts, mit und ohne eingefiigtes Zweitor interpretiert

werden.
W
S5y
Un Ui Un Ui~ | Su Zy Yr2

Figur 3.5 Bedeutung des Ubertragungsfaktors § 21

=

Betriebsiibertragungsfaktor vorwirts S ,,:

Spannung an der ausgangsseitigen Lastimpedanz Z,,
0.5xQuellenspannung am Eingang

Betriebsiibertragungsfaktor riickwirts S, :

Spannung an der eingangsseitigen Lastimpedanz Z,

0.5xQuellenspannung am Ausgang

3.4 Messung von Streuparametern

Streuparameter werden mit Netzwerkanalysatoren (NWA) gemessen. Es stehen heute Gerite
mit koaxialen Messtoren, meist mit einer Bezugsimpedanz von 50Q fiir den Frequenzbereich

bis tiber 100GHz zur Verfiigung. Das Messprinzip zur Bestimmung der Parameter S,, und
S, ist in Figur 3.6 dargestellt. Mit den Richtkopplern wird ein Anteil k£ der Wellen a,, b, und
b, ausgekoppelt und es werden elektronisch die Quotienten §,,=b,/a, und S,,=b,/aq,

gebildet.
Z,=50Q a,— Z,=50Q
Rlchtkoppler b« 1 2| B> I;l v
0 —o0—

Figur 3.6 Prinzip des Netzwerkanalysators (NWA) zur Messung der Streuparameter
Sy und Sy,

3.5 Wichtige Eigenschaften der Streumatrix

Fir reziproke Zweitore ist die S-Matrix (wie die Z und Y- Matrix) symmetrisch: § i =S i
Bekanntlich zeigen die Impedanzortskurven von passiven und aktiven reaktiven Netzwerken in
Funktion der Frequenz immer eine Rechtsdrehung. Figur 3.7 zeigt als Beispiel eine einfache

halbkreisformige Ortskurve mit der typischen Rechtsdrehung.



Figur 3.7 Ortskurve der Impedanz eines reaktiven Netzwerkes mit der typischen
Rechtsdrehung.

Ebenso zeigen die Ortskurven aller Streuparameter (Reflexionsfaktoren S,,, §,, und Trans-
missionsfaktoren §,,, S,,) Rechtsdrehungen.

3.6 Beispiele von Streuparameter-Ortskurven
Figur 3.8 zeigt ein passives reziprokes Netzwerk.

R=200
o 1 o}
R~ 2oog|j -{: C=10pF
O O

90° 1

270°

Figur 3.8 Frequenzverlauf der S-Parameter eines passiven reziproken Netzwerkes.

Figur 3.9 zeigt ein nichtreziprokes Netzwerk anhand des Kleinsignalmodells eines FETs.
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C2=I(:.15 pF .R3= 1kQ

0
J‘ C,=0.2pF

I

90°

270°
Kleinsignalverhalten der S-Parameter eines Feldeffekttransistors

Figur 3.9

3.7 Umrechnungen von Wellen- und Strom/Spannungsmatrizen

Uber die Definition der Wellengrossen kénnen die Z und Y-Parameter in Streuparameter und
umgekehrt umgewandelt werden. Diese Beziehungen sind nachfolgend gegeben. Dabei sind die
Impedanzen und Admittanzen auf die Bezugsimpedanz Z,, normiert:

2=Zj/Z,  Yy=YyZ, (3.16)
ll 12
o— —o o> -—<-0
Ql—) <—Q2 [g]
1 [S] 2 Y 1 2 b
e pwe sk e e )
o— —o0 o— —o0

Ny=(1+z)) (14 20) ~ 2122

8= [(511_1)(”222)_212221]/N1
S1,=2zp,/N,

§21:2£21/N1

Sp= [(1 +211)(222-1) _512521]/N1

N,= (1_§11)<1_§22)_§12§21

= [(1“‘51 1)(1_§22)+§12§21}/Jl’2
Z127 2§12/N2

25=28,/N,

Zp= [(1 =S)(1+85)+ §12§21]/N2

Ny= (1+Z11)(1+222)_Z12221

Sp= [(I_Zn)(l+Zzz)+212221}/]y3
S ==22,/N;

Sy ==2y,,/N;

Sp= [(1 +le) (1 _Zzz) + 212221]/5[3

Ny=(1+8,,)(1+82) - 51,55,

In= [(1_511)(1+§2z)+§12§21]/]l’4
Vi, ="28,/N,

Yy =—28,/N,

Y2y = [(1+§11)(1_§22)+§12§21}/Jy4
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