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STATISTISCHE MECHANIK

KONSTANTEN

Statistischer Mittelwert: von A? (Ampl. einer Gitterschwing.)

—HGD)
“?) = NA} 4+ N A2 TiNAP [ A%e BT diqd’p

N+ +N, N

—H®.9)
fe kpT d3qd3p
Zeitlicher Mittelwert: von A%(t)
— 17
A? = lim —f A%(t)dt
T30 T 0
Die Schwingungenergie ist: (E) = %mwz(Az)
Ergodenhypothese: A2 = (A2)
Temperatur:
(E) = 3kgT, kp =1.38- 10-23%, [T] =
mit (E'): mittlere Schwingungsenergie eines Teilchens
Volumen V, Teilchenzahl N, Warme-Reservoir R, Temperatur T

Gesamtenergie: fir ein System (V, N, T) im Grundzustand
2

3N
L p}
H(4,p) = Zﬁ +U(qy, -, q3n)
=1

wobei G: Ortskoord., f: Impulse Py, D1y, Piz, - Pnxs Pys PNz

W’keit, dass das System die Energie E,annimmt ist wy,:

_Ln
Qne keT

_En
ZnQne &7

Gibbs—Verteilung

wy, = Q, = geom. Vielfachheit

P . . N,
W-keit einen Zustand mit Energle E, anzunehmen: w, == —=

N
annQ € kb_T Zann ZW f
Zn Qne T

mit N,, = #Bausteine mit Energie E,, und N = En
Anwendungen:

(Ey=E(V,T,N) = kBTZ%ln(Z(T,V,N))

f=r=

_En
Zou(T,V,N) = Znﬂ e kst

ZenTVN) = o I - SR @)
P(q,p)=m

Ein Theorem:

Annahme: H(G,p) = 2iHo(Gu, 1)

Gesamtenergie  Summe der Einteilchen-Energien

Es gilt: Z(T,V,N) = Z(T,V,N = 1)”%
Zustandssumme freier Atome:

KT 3/2 N
wn0- (@)

Wichtige Gauss-Integrale:

) —ax? 1-3-..-(2i-1)VT R
f x"e ™ dx = W ( = 21)
f xMe=ax’ dx— (n=2i+1)

Mittlere Energie emes |dea|en Gases:

E 3
- In(Z(T,V,1))) = =kgT
N ( n( T,v, ))) 2B )
Die mittlere kinet. E. pro Teilchen pro Freiheitsgrad ist EkBT‘

a
— 2 %
= kgT 7T

Mittlere Energie eines 1D Gases harmon. Oszillatoren
mw?q?

Hamilton des harm. Oszillators: H(q,p) = — +
2 N

p?_mw?q?
S B Tam 3
Zustandssumme: Z = w (Znhfexp( vy ) dp dq)

Mittlere Energie solcher 1D harmon. Oszillatoren:

E a
¥ kBTzﬁ(ln(Z(T, V,1))) = kgT

Die mittlere Schwingungsenergie in 3D ist entsprechend 3kgT,
weil die Bausteine in 3 Richtungen schwingen kénnen.

. . E
Zusammenfassung mittlere Energien ¥

3D kT

Ideales Gas 2
nbD ;nkBT
1D 1kgT
) 2D 2kpT
Harmon. Oszillator 3D 3ksT
nb nkgT

1D schwingende Kette in der QM:
1
E, = nhw + Ehw, n=123,..

3, hwne hon/ksT 1 1
(E)r _W-'—Ehw = hwm+ihw
Maxwell-Geschwindigkeits-Verteilung (3D):
fur die Geschwindigkeits-Verteilung in idealen Gasen:
—-mv?

m \3/2 )
= 2kgT
dw(v) = 4”(211]( T) e 2ksT p2 dy

Wahrscheinlichste Geschw.: U =.2kgT/m
Mittlere Geschwindigkeit: v = /8kgT/(mm)

— 2Ey;; 3kpT
/Uz — kin _ B
m m

Boltzmannverteilung (Besetzung-W’keit):

Quadratisch gemittelte Geschw.:

dN aw (@, 5)
N =dw(4,p
e~Ho@P)/(kpT,
AW (G, P) = [ g, 4 mitde =

Ideales Gas in einem dusseren Feld:

d3qd3p
(2mh)3

2
Hamilton-Operator: Hy = :—m +U(x,y,2)
e~V@y.2)/(kaT) gy [ o(-P*)/(@mkpT) g3y,
-U(x,y,z)/ (kpT) (=p?)/(2mkpT) 43
fe av fe d3p
N(T)

dN(P) =

Die Teilchendichte am Ort mit U(x,y,z) = 0 nennen wir:

<T) = n(P) = nge~Vy.D/(ksT)

— 1 d
Ny = fe—u(xyz)/(kBT) So dass
Mégliche Anwendung: im Grawtationsfeld: n, = noe‘mgz/(kBT)

Massenwirkungsgesetz:
blabla

THERMODYNAMIK

Herleitung

Entropie des Zustandes mit Energie E;:
S(En) = kplog(Q(E,)), S:=S(E)

blabla

Wirmekapazitit: Cy(T,N,V) (immer positiv)

28 -1
353 = YR
0F?|,_,.  T2Cy(T,V,N)

Mittlere Energie:
— — a
E=E, E= kBTzﬁlog(Z(T, V,N))
(Helmholtz) Freie Energie des Mediums:
F(T,V,N) = —kgTlog(Z(T,V,N))
F(T,V,N) = E(T,V,N) — TS(T,V,N)

(s) = oF Py = oF
ATl T WVl
Druck:
= oF
P= "0y
) .
Druck fiir freies Gas: pyye; = — % = %

WICHTIGE GL. THERMODYN. GEM. SKRIPT

Freie Energie eines idealen Gases:
F(T,V,N) = —kgT log(Z)

Mittlere Energie aus freier Energie:
F(T,V,N)

—kpT?—28T *BT =F(T,V,N) - T
Entropie (folgt mit dem Audruck F E—-TS):

aF
S(T,V,N) = =37l y

JF(T,V,N)

_ 20l0g(@) _
(E) = ksT ar ar

Tetrode-Sakur Formel:

5 s ) 30 1+ )

Druck:
oF

“ovi
Zustandsgleichung fur ideales Gas: P =
Mol & Avogadro:

Nayogadro = 6.02 10%3, R = Nyky = 8.31
Somit folgt mit der Zustandsgleichung: PV = nRT

TN
NkgT

blablaa

1. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

CV

~9°F
T ——dT + T—dV +

E =
d aT?

(=Pav)
N
Arbeit von aussen
=dWY=K‘dx=—PAdx

=Q¥ = zugefiigte Warme
Bsp: Andern des Volumens V: Wand mit Fliche A um dx
eindricken. Notwendige Kraft darauf: —PA, die dabei
geleistete Arbeit ist: —PAdx = —PdV.
dE = dQ* +dW*

4Q° = cydT +T 2 av _ 2P _0ETY)
e =a ar® T2 T T ar
Spezifische Warme: c,,, immer positiv

Adiabatisch: keine Warmezufuhr, also dQ¥ = 0

2. HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

P oF
- ooarly
Thermodynamische Deutung der Entropie:
a5 = 4 —C ar+ By =B ar By
T v aT v
Es gilt:
fdQ’=§TdS=deS
Kreisprozess:
w’ = fp av

Bild Kreisporzess
Bei einem Kreisprozess kann keine Arbeit gewonnen werden.
S ist eine Zustandsfunktion:

as=0

Es ist nicht moglich eine periodisch arbeitende Maschine zu
bauen, die Arbeit leistet, wenn nur ein Warmereservoir bei
fester Temperatur involviert ist.

Carnot-Prozess:

(BILD!!1)
I: isotherm (gleiche Temp.)
AT =0, AV V-V,
o MkB
=0 f pav = av = MkBTlog( )

11: adiabatisch (keln Warmeaustausch mit Aussenwelt, nur
Warmebad)

AV =V,>Vs, AT=T,>T,
Q“=0, W”=-AE, AE=Ncy(T,—T,)
IlI: isotherm, Kompression
AT =0, AV =V3 -V,

, Vy
= Q¥ = MkgT, log( )
IV: adiabatisch
AT =T, — Ty,
W’ = Mcy(T, = Ty),
Wirkungsgrad dieses Prozesses:

» v, V3
W7 = MkgTylog(— ) — MkgT, log|—
vy Vi

AV =V, >V,
Q=0

Vv
Qf = MkgT;log (_2)
"
n= % < 100%, hier:

Wirkungsgrad: n = % < 100%
Stirling-Formel: log(n!) ~ N log(N)

(Ivly =V {v?)
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SERIE 10

(5) = L1 Xk

n
X = lim,_,w%forx(t)dt

Statistischer Mittelwert:

Zeitlicher Mittelwert:
Gaussverteilung (normiert):

-B
dw (x) :\/ge7(x—xo)zdx

,Breite” der Gaussverteilung: \/1/8
Nehmen wir eine Gaussverteil. an, so ist der Erwartungswert:
(x) = [ xdW(x)
Mittleres Quadrat der Fluktuationen:
((Ax)?) = ((x — x0)?)
Anm.: ((Ax)?) = ("Breite der Gaussverteilung")?
Zustandsdichte: o(E) = ;—EN(E)
Zustandssumme: Anzahl méglicher Zustande mit Energie < E:
1
N(E) = h_foortskoord. dqldqz et fflmpulskoord. dpldpz
- . 1 (L L VZmE
Evtl. Méglichkeit: N(E) = o [ fy da:d4, - | ™ 2mp dp
wobei Integr. tiber Impulse in Polarkoord. und mit gegebener
2
Energie ist: E = %mvZ = %% - |p| =V2mE

SERIE 11

A1 Beispiel Zustandsdichte QM Freies Teilchen:
ey 52
H= p—, periodische Randbed.

2m

[
> 9@ = e’

1 _ _ Ny2mh _ ny2mh _ ng2mh
:)prL—nx2n=>px— T y_Trzz_ T

5= p(tx My Pz i wep =
=>p= h(L L L) ﬂ,,Dlskr.ethelt A, v
Zustandssumme: N (E) = XugelimImpulsraum,r=y2nk ':“;:Z:‘::’I‘:T:m
A2 Beispiel Zustandsdichte tight-binding Elektron:

2m
E(k) = Ey — 2A cos(k;a), ki = a_Ni' i=1..N

Gesucht: p(E) = %N(E)
Problem: N(E) ldsst sich nicht so einfach berechnen.

. d d . dk 1
Lésung (1D,Kettenregel): o(E) = wN=N-5= g(k)@
Elektronen-

Spin

_ (1D-KugelmitRadiusk)- 2 2k _ aNk
N(k) - Diskretheit - (Z—;) T
Diskretheit = 2=

aN

A3 Aquipartitionstheorem:

Bei einer Temp. T hat jeder Freiheitsgrad eine mittlere Energie
~ksT.

Bsp.: 1-atomiges Gas: f = 3, (H) = %kET = %m(vz)
Herleitung: E: Gesamtenergie, (H): Einteilchenenergie

-H =H
—H . S S
® _ [He¥sTagap _ J adape™sT(3[P awi+2ll, 6a3)

= (H) —H = =
N —H —H
J e*BTagap J e*6Tagap
—ap? —:ﬂ? )
T
Zf a_je kBT p2ap; +Zf ﬁ_fe BT qjdq;
i=171 —ap; j=1FJ —Bjaj

Je*BT ap;
A4 1D-Oszillator:
a) Vorlesung: (E) = %mwz(Az)
Aus A3: (E) = kgT (2 Freiheitsgrade)

RBT
Je kBT aq;

b) Vorlesung: o(4) = ZanA
E(4) = ;mw?4?
“E)
[ a2p(a)e *B
SA) =——Fm—
Jo ea)e KBT da

SERIE 12

Al Ideales Gas im Schwerefeld:
52
H =3, (5 + mgz)
Wabhrscheinlichkeits-Verteilig (Gibbs):
1

prop. zu e FPE, B = o E: Energie d. Zustands
B

2
2 _gp
_ ety
a) (Ekin> - Z
_pP2
e Pzmasp

Volumenint. Kugelkoord.: [ d3p = 4r fowpzdp

b) () =B L (0g([ emPmozayz))

- fowe’ﬂ"lgzdz - mgﬁ
) (Epor) = (mgz) = mg(z)
A2 Entropie eines idealen Gases:
a
S= kgﬁ(Tlog(Z(T, V,N)))

a) Z(T,V,N) =?,gegeben: N,m

Z(T,V,N) = %Z(T, V,N=1N

% wegen nicht-untershceidbarkeit der Teilchen

Z(T,V,1)N weil N unabhingige Einzeilteilchen

v . _pPt

2V, )= Pamd3p

Approximation fiir log(N!) =~ N log(N)
b) thermodynam. Gleichgew.: Temperatur und Druck gleich

AS = Shachher = Svorner
= S(T,V,Ny) + S(T,V,Np) = S(T, V3, Ny) — S(T, V3, Ny)
A3 Zweiatomige Molekiile:
1

- N
a) Z(T,V,N)= W(ﬂ e ﬂ"°d3p1d3p2d3r1d3r2)

Substitution fiir Ortsintegration:

Py Ty = R= %(Fl +7), T=7F—1

1 -1
9(rxRx)
= = |1 1
dTXde 0(r1xT2x) > Z
= d%r d®r, = d°R d°r
[}

b) (E)=ksT? (log(z(T,v,N)))

SERIE 14 / TEST 2

Mittelwerte der Energie (=Erwartungswert):
avi:  (4), = [ dy dE
falls Y = ¥; c;¥; und Ay; = a;;
(l‘i>¢ = Nileil?a;
SM: Wkeitsverterilung f(A), meist k8T 22???

(A) = fquf(zﬁq (falls £ (A) nicht normiert)
Bsp: Geg: 2-Level-System

H= (fgl E‘:), Losen: Hy = 1y

24 =E+4 1, =E,—A
Maéglichkeit Aufgabe 1:
- Einzelnes Molekil wird betrachtet

- Der Zustand 1 des Molekdls ist gegeben

drydryy

= Losung QM
Moglichkeit Aufgabe 2:
- Ein Ensemble wird betrachtet
- Die Temperatur gegeben
= Losung stat. Mechanik
Aufgabe 2:
- Mikrokanonisches Ensemble:
- Def. durch 3 feste Grossen N,V, E
- Zustandssumme N(N,V,E) = ,%Nf .. [ dpdg
Zustandsdichte: o(N,V,E) = ;—EN 2.B. Serie 10 A4
- Kanonisches Ensemble (Gibbs-Ensemble)
- Def. durch 3 feste Grossen N,V, T
- hat keine feste Energie im System
- Realisierung: System in dusserem unendl. Warmebad

-H
- Zustandssumme: Z(N,V,T) = hiwff eksTdpdq

—-H
- Zustandsdichte: o(N,V,T) = %e"? (Gibbs-Verteilung)
- Bsp.: Serie 12 A2, A3, Serie 13 A2
Allgemein:
k-Raum: § = hk

cos(2x) = 1 — cos?(x)
f_ze“"‘zdx =./n/a
I xe™ ™ dx = 0
5 x2e"dx = %ag—\/i

© 4 -ax? _ 3
[ xte ™ dx = m/a

o _ax? 13-.-i-1)Vr .
Jo xtem ™ dx = ——mm— L (n=20)
i!

fooox"e"”zdx = ﬁ w(m=2i+1)

KURZZUSAMMENFASSUNG

QM: POSTULATE

Postulat 1: Teilchen ldsst sich als Welle darstellen (%, t)
Postulat 2: Statistische Deutung:

Aufenthalts-W’keit:  [(%,t)|2d%

Wkeitsdichte: W&, t)|?

Wkeitsamplitude: (%, t)

Postulat 3: Vektorraum {y'}

Skalarprodukt: W, ) = [P @D e(x)dx
Postulat 4: Schrédingergleichung

C —h2
Schrédinger-Gl.: ih@ = AP D) + VEPE D)

- zeitunabhangig: (—%A + V()?)) =0y = Ep(@)

Stationdre Zusténde: Y(¥,t) = e%(p(a?)

Kontinuitats-Gl.: blabla 2.28

Korrespondenzpr.: blabla

Quadr. Integrabilitat: ffowlz/)(x)lzdx =1

Postulat 5: Observablen

Die hermiteschen Operatoren stellen die Observablen dar. Das
Resultat einer Messung ist einer der Eigenwerte des
dazugehorigen Operators.

Erwartungswert: (¥, AY) = T Anlun, Y12, Au, =2,

= Resultat einer Messung ist A, mit W’keit |(uy, ¥)|? mit
W’keits-Amplitude (uy,, )

QM: EINDIMENSIONALE PROBLEME
FREIES TEILCHEN IM KASTEN

=L . L . . -
Kasten von - bis 3 mit unendlichen Potentialwanden.

2 2
V() + ZE (@) = 0 E, = () i
bla
bla
bla

TUNNELEFFEKT:
HARMONISCHER OSZILLATOR:

2
Potential: V(x) = gxz +V, = %
. o 1
Losung: E,, = hw (n + 2) +V

blabla

) K
x% + Vo mit w? =—
m

QM: WASSERSTOFFATOM

(;—:’:A + V(r))¢(?) = Ey(?) mit A = % blala Lpl-Op in Kugel
Y@, 9,0) = fYW, 0)

Separationsansatz:
blabla
N
(Lop) V", @) = —R*£(£ + DY} (9, )
Drehimpulsquantenz.:EW: h2(£ + 1), £ =10,1,2, ...
LY (9, ) = hmY;" (9, 9)
Lt

Magnet. Quantenz.: EW: Am, m = —¢,.

radial....bla....

Hauptquantenzahl:

£, = ML =123 E, = —13.6eV
" 2(4mey)?h2n?’ NI LeS e e

QM: ATOME, MOLEKULE, FESTKORPER

Termschema...

Independent Particle Approx (Schalenmodell):
-> Spin up/down -> 2 Elektronen pro Zustand (Pauli-Prinzip)

ELEMENTARE THEORIE DER CHEM. BINDUNG

Matrizenmechanik:

YE) = Nichi (X)), HOP;(X) = Egpy(X)
Matrixelement: Hy = (lpj(f),H()?)d)i(f))
Schrédingergl.: EW-Prob. der Hamiltonmat. [H]¢ = EC
Molekiil H3:

Festkorper:

P (&) = (mad)V2e 1T/,

Y(x) = Z cpi(x)

l
mit Atomabstand a,

Born-von-Karmann:

Y@+ Na) =p(x)



Fermi-Niveau blabla
Tight-Binding-Approx: blabla

SM: POSTULATE

Stat. Mittelwert:
Zeitl. Mittelwert:
blabla

GIBBS’SCHES PRINZIP

2
. p; N .
H(q.p)=z —+ U@,  §=(qu - 9q5n)
- L
L

2m

1. Schritt:
2. Schritt:
3. Schritt:
In der KM:
In der QM:

- . . _ Qe En/kpT
- W’keit Energie E,, anzunehmen: w,, = Sy o EWTET
4. Schritt:

. = T fuQpe~En/kpT
Mittelwertvon f: f = (f) = W = YufuWn
Phasenraum:
3N

Y= [Conandits.  p@n=(3) m

n
Trick: meist in Polarkoordinaten einfacher

-5 o -5 o 3 =i -H ﬁa)
aw @, q) = p(p,§)dpdde *sT
blablabla
Zustandssumme: Zou(T,V,N) = ¥, Qe En/ksT
Zin(TV,N) = 0 [ e HOD ke g
2(T,V,N) == (2(T,V,N = D))"
Freie Energie: F(T,V,N) = —kgT In(Z(T,V,N))

Integral in Polarkoord.



	Statistische Mechanik
	Konstanten
	Thermodynamik
	Wichtige Gl. Thermodyn. gem. Skript
	1. Hauptsatz der Thermodynamik
	2. Hauptsatz der Thermodynamik

	Übungen
	Serie 10
	Serie 11
	Serie 12
	Serie 14 / Test 2
	Formeln


	Kurzzusammenfassung
	QM: Postulate
	QM: Eindimensionale Probleme
	Freies Teilchen im Kasten
	Tunneleffekt:
	Harmonischer Oszillator:

	QM: Wasserstoffatom
	QM: Atome, Moleküle, Festkörper
	Elementare Theorie der chem. Bindung

	SM: Postulate
	Gibbs’sches Prinzip


