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Heutige Themen

• Wärmeübertragung;
• Wärmeleitungsgleichung;
• Instationäre Wärmeleitung;
• Konvektion.
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Notation

Es wird folgende Notation benutzt:

Symbol Beschreibung Einheit

Q̇ Wärmestrom W
Q̇′ Wärmestrom pro Länge W/m

Q̇′′ Wärmestrom pro Fläche W/m2

Q̇′′′ Wärmestrom pro Volumen W/m3
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Wärmeübertragung

Es gibt drei Wege, Wärme zu übertragen:

• Wärmeleitung (conduction);
• Konvektion (convection);
• Strahlung (radiation).
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Wärmeleitung

Wärmeleitung wird von dem Fourier’sche Gesetzt beschrieben:

Q̇′′ = −λ · dT
dx , (1)

wobei λ der Wärmeleitfähigkeit/Wärmeleitungskoeffizient ist und
Einheit W/m·K hat. Je grösser λ ist, desto besser leitet das Material.
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Konvektion

Zwei Typen von Konvektion:
• Natürliche Konvektion;
• Erzwungene Konvektion.
Der Wärmestrom ist:

Q̇′′ = α · (Ts − T∞), (2)

wobei:
• α: Wärmeübertraugungskoeffizient, Einheit W/m2·K;
• Ts : Oberflächentemperatur;
• T∞: Fluidtemperatur im Unendlichen.
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Strahlung

Der Wärmestrom ist:

Q̇′′ = σ · (T 4
1 − T 4

2 ), (3)

wobei σ = 5.678 · 10−8 W/m2·K4.
Mehr dazu in Thermodynamik III.
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Kombination
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Wärmeleitungsgleichung

Energieerhaltung auf ein infinitesimales Kontrollvolumen und
Fourier’sche Gesetz

Q̇′′ = −λ · dT
dx (4)

liefern die Wärmeleitungsgleichung

ρ · c · ∂T
∂t = ∇ · (λ · ∇T ) + Q̇′′′Quellen, (5)

mit ∇ =
[
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

]ᵀ
.
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Wärmeleitungsgleichung
• Kartesische Koordinaten:

ρ·c·∂T
∂t =

∂

∂x

(
λ · ∂T

∂x

)
+
∂

∂y

(
λ · ∂T

∂y

)
+
∂

∂z

(
λ · ∂T

∂z

)
+Q̇′′′Quellen

• Zylindrische Koordinaten:

ρ · c · ∂T
∂t =

1
r ·

∂

∂r

(
λ · r · ∂T

∂r

)
+

1
r2 ·

∂

∂θ

(
λ · ∂T

∂θ

)
+

∂

∂z

(
λ · ∂T

∂z

)
+ Q̇′′′Quellen

• Kugelkoordinaten:

ρ · c · ∂T
∂t =

1
r2 ·

∂

∂r

(
λ · r2 · ∂T

∂r

)
+

1
r2 · sin2 φ

· ∂
∂θ

(
λ · ∂T

∂θ

)
+

1
r2 · sinφ ·

∂

∂φ

(
λ · sinφ · ∂T

∂φ

)
+ Q̇′′′Quellen
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Wärmeleitungsgleichung

Vereinfachungen:

• λ = konst.:

ρ · c · ∂T
∂t = λ ·∆T + Q̇′′′Quellen; (6)

• Stationär: ∂
∂t (·) = 0;

• 1-Dimensional: ∂
∂x (·) = ∂

∂y (·) = 0;
• Rotationssymmetrisch: ∂

∂φ(·) = ∂
∂θ (·) = 0;

• Unendlich lang: ∂
∂z (·) = 0;

• Keinen Quellen: Q̇′′′Quellen = 0.
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Wärmeleitungsgleichung
Das Lösen von der Wärmeleitungsgleichung braucht
Anfangsbedingungen/Randbedingungen. Hier vier Beispiele:
• Konstante Oberflächentemperatur:

T (x = 0) = Ts . (7)

• Konstanter Wärmestrom:

−λ · dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= Q̇′′s . (8)

• Adiabate oder isolierte Fläche:

−λ · dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= 0. (9)

• Konvektion bei der Oberfläche:

−λ · dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= ±α · (T (x = 0)− T∞). (10)
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Wärmeleitungsgleichung

Wie löst man die Wärmeleitungsgleichung wenn das Profil mehrere
Schichte hat?

• PDE für jeden Schicht lösen;
• Zusätzliche
Randbedingungen:
Bei x = {L1, L2, L3} gleiche
Temperatur und gleicher
Wärmestrom, z.B.

Tλ1(L1) = Tλ2(L1),

−λ1 ·
dTλ1

dx

∣∣∣∣
L1

= −λ2 ·
dTλ2

dx

∣∣∣∣
L1

.
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Wärmequelle

Thermische Energie die aus eine anderen Energiequelle umgewandelt
wird, z.B. elektrische Folie, die elektrische Energie in Wärme
umwandelt.
Für einen Leiter der Länge L mit Querschnittsfläche a und mit
spezifischen elektrische Widerstand ρe , der durch den Strom I
durchgestromt wird, gilt

P = Q̇ = I2 · Re = I2 · ρe · L
a , (11)

d.h.

Q̇′′′ =
Q̇
V =

I2 · ρe ·L
a

a · L =
I2 · ρe

a2 . (12)
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Beispiel
Ebene Wand der Länge 2L mit vernachlässigbarem Wärmestrom in
y Richtung und Wärmequelle Q̇′′′ > 0. Das Problem ist stationär.
Die Temperatur bei x = −L und x = L sei Ts . Das Material habe
eine konstante Wärmeleitfähigkeit λ.
Wärmeleitungsgleichung

ρ·c · ∂T
∂t =

∂

∂x

(
λ · ∂T

∂x

)
+
∂

∂y

(
λ · ∂T

∂y

)
+
∂

∂z

(
λ · ∂T

∂z

)
+Q̇′′′Quellen

vereinfacht sich zu
λ · ∂

2T
∂x2 = −Q̇′′′. (13)

Integration liefert:
dT
dx = −Q̇′′′

λ
· x + C1 (14)
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Beispiel

Da das Problem um x = 0 symmetrisch ist, muss gelten:

dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= 0 ⇒ −Q̇′′′
λ
· 0 + C1 = 0 ⇒ C1 = 0. (15)

Zweite Integration liefert:

T (x) = − Q̇′′′
2 · λ · x

2 + C2 (16)

Einsetzen der Randbedinung T (x = ±L) = Ts :

Ts = − Q̇′′′
2 · λ · L

2 + C2 ⇒ C2 = Ts +
Q̇′′′
2 · λ · L

2. (17)
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Beispiel

Der Temperaturprofil ist also

T (x) = Ts +
Q̇′′′
2 · λ · (L

2 − x2), (18)

d.h. ein parabolisches Profil mit Maximum in x = 0, d.h. genaum im
Zentrum der Wand. Der Wärmestrom ist

Q̇′′ = −λ · dT
dx = −λ · Q̇′′′

2 · λ · (−2x) = Q̇′′′ · x . (19)

Bemerkung: Alternativ zu der Überlegung mit der Symmetrie kann
man die zwei Integrationskonstanten mit den zwei Randbedinungen
T (−L) = Ts und T (L) = Ts bestimmen.
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Analogie zu der Elektrotechnik

Die stationäre eindimensionale Wärmeleitungsgleichung
(λ = const., Q̇′′′ = 0) lautet

d2T
dx2 = 0. (20)

Mit den Randbedingungen T (x = 0) = Thigh und T (x = L) = Tlow
folgt

T (x) = Thigh + (Tlow − Thigh) · x
L . (21)

Der Wärmestrom ist

Q̇′′ = −λ · Tlow − Thigh
L . (22)
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Analogie zu der Elektrotechnik

Somit folgt für den Wärmestrom

Q̇ = λ · A · Thigh − Tlow
L (23)

oder
Thigh − Tlow︸ ︷︷ ︸

∆T

= Q̇ · L
A · λ . (24)

Der Wärmewiderstand ist somit

RWand =
L

A · λ (25)

und hat Einheit K/W.
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Wärmewiderstände
Die Wärmewiderstande sind:
• ebene Wand:

Reben =
b

A · λ , (26)

mit b Dicke der Wand;
• zylindrische Wand:

Rzyl =
ln
(

r2
r1

)
2π · λ · L , (27)

mit L Länge des Zylinders.
• konvektiv:

Rkonv =
1

A · α , (28)

aus Q̇ = A · α · (Ts − T∞).
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Wärmewiderstände

Man darf die Wärmewiderstand nutzen, wenn das Problem folgende
Voraussetzungen erfüllt:
• stationär;
• eindimensional;
• keine Wärmequelle (dünne Heizfolie ist erlaubt).
Zusätzlich bekommt man mit diesem Verfahren kein
Temperaturprofil.
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Serie- und Parallelschaltung

Rtot = Rconv,1 + Rleit,1 +
Rleit,2 · Rleit,3
Rleit,2 + Rleit,3

+ Rleit,4 + Rconv,2

Q̇ =
T1 − T2

Rtot
.
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Beispiel

Der Wärmestrom ist

Q̇ =
T∞1 − T∞2

1
A·α + L

λ·A + 1
A·α

. (29)
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Beispiel
Für die Temperatur Tw1 gilt es:

T∞1 − Tw1 = Q̇ · R1 (30)

Daraus folgt

Tw1 = T∞1 −
L

λ · A ·
T∞1 − T∞2

1
A·α + L

λ·A + 1
A·α︸ ︷︷ ︸

Temperatursabfall über R1

. (31)

Das ist analog zu dem Spannungsteiler:

Vw1 = V1 −
R1

Rtot
· (V1 − V2)︸ ︷︷ ︸

Spannungsabfall über V1

. (32)

Nicolas Lanzetti 14.06.2016 24



Aufgabe (Prüfung Sommer 2007, Aufgabe 1)
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Aufgabe (Zwischenprüfung 2010, Aufgabe 1)
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Rippen - Notation
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Rippengleichung

Energieerhaltung auf ein Kontrollvolumen zylinderisches
Kontrollvolumen liefert

ρ · c · ∂
∂t

(dV
dx · T

)
= λ · ∂

∂x

(
S · ∂T

∂x

)
− ρ · c · ∂

∂x (S · u · T )

− dA
dx · α · (T − T∞) + Q̇′′′Quellen ·

dV
dx

− Q̇′′Strahlung ·
dA
dx .

(33)
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Vereinfachte Rippengleichung
• Querschnitt S ist constant;
• Kein Fliessen von Material in der Rippe;
• Stationär;
• Keine Wärmequelle;
• Keine Strahlung.

ρ · c · ∂
∂t

(dV
dx · T

)
= λ · ∂

∂x

(
S · ∂T

∂x

)
− ρ · c · ∂

∂x (S · u · T )

− dA
dx · α · (T − T∞) + Q̇′′′Quellen ·

dV
dx

− Q̇′′Strahlung ·
dA
dx

(34)
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Vereinfachte Rippengleichung
Daraus folgt (mit dA = P · dx)

λ · S · ∂
2T
∂x2 − P · α · (T − T∞) = 0 (35)

∂2T
∂x2 −

P · α
λ · S · (T − T∞) = 0 (36)

Mit θ = T − T∞ und m2 = P·α
λ·S :

∂2θ

∂x2 −m2 · θ = 0. (37)

Die Lösung ist gegeben durch

θ(x) = C1 · em·x + C2 · e−m·x . (38)
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Erste Randbedingungen
Mit bekannter Fusstemperatur TF folgt:

T (x = 0) = TF ⇒ θ(x = 0) = TF − T∞ = θF (39)

Einsertzen liefert:

θ(x = 0) = C1 + C2 = θF . (40)

Für die zweite Randbedingung gibt es mehrere Möglichkeiten:
• Adiabater Kopf;
• Konvektion am Kopf;
• Bekannte Temperatur am Kopf;
• Unendliche lange Rippe.
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Zweite Randbedingungen: Adiabater Kopf

Für eine Rippe mit Länge L mit adiabatem Kopf ist

dθ
dx

∣∣∣∣
x=L

= 0, (41)

d.h.
C1 ·m · em·L − C2 ·m · e−m·L = 0. (42)

Der Temperaturprofil ist dann

θ(x) = θF ·
cosh(m · (L− x))

cosh(m · L)
, (43)

wobei cosh(x) = (ex + e−x )/2 und sinh(x) = (ex − e−x )/2.
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Zweite Randbedingungen: Konvektion am Kopf
Für eine Rippe mit Länge L ist

−λ · dθdx

∣∣∣∣
x=L

= α · (T (x = L)− T∞)︸ ︷︷ ︸
θ(x=L)

= α · θ(x = L), (44)

d.h.

C1 ·m · em·L −C2 ·m · e−m·L = −α
λ
· (C1 · em·L + C2 · e−m·L). (45)

Der Temperaturprofil ist dann

θ(x) = θF ·
cosh(m · (L− x)) + α

m·λ · sinh(m · (L− x))

cosh(m · L) + α
m·λ · sinh(m · L)

. (46)
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Zweite Randbedingungen: Bekannte Temperatur am
Rippenkopf

Für eine Rippe mit Länge L ist

θ(x = L) = θK = TK − T∞, (47)

d.h.
C1 · em·x + C2 · e−m·L = θK . (48)

Der Temperaturprofil ist dann

θ(x) = θF ·
θK
θF
· sinh(m · x) + sinh(m · (L− x))

sinh(m · L)
. (49)
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Zweite Randbedingungen: Unendlich lange Rippe

Für eine Rippe mit Länge L→∞ ist

T (x →∞) = T∞. (50)

d.h.
C1 · em·∞ + C2 · e−m·∞ = 0. (51)

Somit ist C1 = 0 und C2 = θF − C1 = θF .
Der Temperaturprofil ist dann

θ(x) = θF · e−m·x . (52)
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Rippenwirkungsgrad

Der Rippenwirkungsgrad ist definiert als

ηR =
Übertragene Wärmemenge

Maximal übertragene Wärmemenge , (53)

wobei die maximale Wärmemenge, die die Rippe übertragen könnte,
wenn ihre gesamte Oberfläche die Temperatur des Rippenfusses
annehmen würde.
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Rippenwirkungsgrad

Für eine Rippe mit adiabatem Kopf gilt

θ(x) = θF ·
cosh(m · (L− x))

cosh(m · L)
, (54)

und somit

Q̇ = Q̇F = −λ · S · dT
dx

∣∣∣∣
x=0

= −λ · S · dθdx

∣∣∣∣
x=0

= −λ · S · (−m) · θF ·
sinh(m · L)

cosh(m · L)

= λ · S ·m · θF · tanh(m · L).

(55)
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Rippenwirkungsgrad
Die maximal übertragene Wärmemenge ist

Qmax = α · A · θF = α · P · L · θF . (56)

Der Wirkungsgrad ist dann

ηR =
λ · S ·m · θF · tanh(m · L)

α · P · L · θF

=
m · tanh(m · L)

α·P
λ·S · L

=
tanh(m · L)

m · L ,

(57)

wobei m2 = P·α
λ·S .
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Rippenwirkungsgrad

Q̇F = λ · S ·m · θF · tanh(m · L) (58)

L

Q̇
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Aufgabe (Prüfung Winter 2008, Aufgabe 1)
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Aufgabe (Zwischenprüfung 2015, Aufgabe 1)
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Aufgabe (Zwischenprüfung 2015, Aufgabe 1)
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Instationäre Wärmeleitungsgleichung - 0D
Für einen Körper mit

Bi =
α · L
λ
� 1 (59)

kann die Wärmeleitung im Körper vernachlässigt werden. Somit
folgt aus Energieerhaltung

Ė = Q̇, (60)

d.h.
m · c · dT

dt = −α · A · (T − T∞). (61)

oder umgeschrieben
dT
dt = −α · Am · c · (T − T∞), (62)

mit m Masse, c Wärmekapazität und A Oberfläche.
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Instationäre Wärmeleitungsgleichung - 0D

Die Lösung der Differentialgleichung

dT
dt = −α · Am · c · (T − T∞). (63)

lautet
T (t)− T∞

T (t = 0)− T∞
= exp

(
−α · Am · c · t

)
. (64)

Die Zeitkonstante des Systems ist also

τ =

(
α · A
m · c

)−1
=

m · c
α · A . (65)
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Instationäre Wärmeleitungsgleichung - 1D
Für den eindimensionalen Fall bekommt man

ρ · c · ∂T
∂t = λ · ∂

2T
∂x2 . (66)

Mit a = λ
ρ·c :

1
a ·

∂T
∂t =

∂2T
∂x2 . (67)

Die Randbedingungen (Spezialfall) lauten

t < 0 T = Ti , (68)
t = 0 T = Ts für x = 0, T = Ti für x > 0, (69)

t, x →∞ T = Ti . (70)
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Instationäre Wärmeleitungsgleichung - 1D
Die Lösung der partiellen Differentialgleichung lautet

T (x , t)− Ts
Ti − Ts

=
2√
π
·
∫ η

0
e−u2 du = erf(η), (71)

T (x , t)− Ti
Ts − Ti

= 1− erf(η) = erfc(η), (72)

mit
η =

x√
4 · a · t

. (73)

Die Diffusionslänge ist Stelle, bei der η = 0.5:

xD =
√

a · tD, (74)

wobei tD Diffusionszeit.
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Aufgabe (Prüfung Winter 2008, Aufgabe 2)
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Aufgabe (Zwischenprüfung 2015, Aufgabe 2)
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Aufgabe (Zwischenprüfung 2015, Aufgabe 2)
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Konvektion

• Bis jetzt:
Q̇′′ = α · (T − T∞), (75)

wobei α gegeben war.
• In der Realität hängt α sehr stark von der Strömung ab.
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Reynold-Zahl

Die Reynold-Zahl ist definiert als

Re =
u∞ · ρ · L

η
=

u∞ · L
ν

, (76)

mit:
• u∞: Strömungsgeschwindigkeit;
• L: Charakteristische Länge des Körpers;
• ρ: Dichte;
• η : Kinematische Viskosität;
• ν = ρ · η : Dynamische Viskosität.
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Prandtl-Zahl

Die Prandtl-Zahl ist definiert als

Pr =
η · cp
λ

, (77)

mit:
• η : Kinematische Viskosität;
• cp: Spezifische Wärme;
• λ: Wärmeleitfähigkeit (des Fluids).
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Nusselt-Zahl

Die Nusselt-Zahl ist definiert als

Nu =
α · L
λ

, (78)

mit:
• α : Wärmeübertragungskoeffizient;
• L: Charakteristische Länge;
• λ: Wärmeleitfähigkeit (des Fluids), d.h. Nu 6= Bi.
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Nusselt-Zahl Vorgehen

• Oft gegeben ist
Nux = f (Re,Pr, ...), (79)

z.B. Nux = C · Ren · Prm.
• Daraus folgt

Nux =
α(x) · x

λ
⇒ α(x) =

Nux · λ
x . (80)

• ᾱ kann mit
ᾱ =

1
L

∫ L

0
αx (x) dx (81)

berechnet werden.
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Mittlere Temperaturdifferenz

Die mittlere Temperaturdifferenz ist

∆T =
∆Ta −∆Te
ln(∆Ta/∆Te)

, (82)

mit ∆Ta = Ta − T∞ und ∆Te = Te − T∞.

Alternativ: Intergration für infinitesimale Dicke.
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Aufgabe (Prüfung Sommer 2009, Aufgabe 1)
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Aufgabe (Prüfung Sommer 2007, Aufgabe 2)

Nicolas Lanzetti 14.06.2016 57



Aufgabe (Prüfung Sommer 2007, Aufgabe 2)
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Tipps für die Prüfung

• Üben, üben, üben, üben, . . .
• Alte Prüfungen/Zwischenprüfungen (und Serien) lösen;
• Fragen?

lnicolas@student.ethz.ch
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Viel Erfolg!
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