
Operatorentabelle Roman Bosshard, 2. Februar 2008

Operatoren in Koordinatensystemen

Roman Bosshard, 2. Februar 2008

1 Kartesische Koordinaten

∇φ(x, y, z) =

 ∂xφ
∂yφ
∂zφ


div~V (x, y, z) =

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

rot~V (x, y, z) =

 ∂yVz − ∂zVy
∂zVx − ∂xVz
∂xVy − ∂yVx



∆φ(x, y, z) =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2

2 Polar- und Zylinderkoordinaten

∇φ(r, ϕ, z) =
∂φ

∂r
· ~er +

1
r
· ∂φ
∂ϕ
· ~eϕ +

∂φ

∂z
· ~ez

div~V (r, ϕ, z) =
1
r
· ∂(r · Vr)

∂r
+

1
r
· ∂Vϕ
∂ϕ

+
∂Vz
∂z

rot~V (r, ϕ, z) =
[1
r
· ∂Vz
∂ϕ
− ∂Vϕ

∂z

]
· ~er +

[∂Vr
∂z
− ∂Vz

∂r

]
· ~eϕ

+
1
r
·
[∂(r · Vϕ)

∂r
− ∂Vr

∂ϕ

]
· ~ez

∆φ(r, ϕ, z) =
1
r

∂φ

∂r
+
∂2φ

∂r2
+

1
r2
∂2φ

∂ϕ2
+
∂2φ

∂z2

3 Kugelkoordinaten

∇φ(r, θ, ϕ) =
1
r
· ∂φ
∂θ
· ~eθ +

1
r sin θ

· ∂φ
∂ϕ
· ~eϕ +

∂φ

∂r
· ~er

div~V (r, θ, ϕ) =
1

r sin θ
∂(Vθ sin θ)

∂θ
+

1
r sin θ

∂Vϕ
∂ϕ

+
1
r2
∂(r2 · Vr)

∂r

rot~V (r, θ, ϕ) =
[ 1
r sin θ

· ∂Vr
∂ϕ
− 1
r
· ∂(r · Vϕ)

∂r

]
· ~eθ

+
1
r
·
[∂(r · Vθ)

∂r
− ∂Vr

∂θ

]
· ~eϕ

+
1

r sin θ
·
[∂(Vϕ sin θ)

∂θ
− ∂Vθ

∂ϕ

]
· ~er

∆φ(r, θ, ϕ) =
2
r
· ∂φ
∂r

+
∂2φ

∂r2
+

1
r2 sin θ

· ∂
∂θ

[
sin θ

∂φ

∂θ

]
+

1
r2 sin2 θ

· ∂
2φ

∂ϕ2

4 Rechenregeln für Operatoren

• div(rot~V ) = 0

• div(φ · ~V ) = 〈∇φ, ~K〉+ φ · div ~K

• div(~V1 × ~V2) = 〈~V2, rot~V1〉 − 〈~V1, rot~V2〉

• rot(φ · ~V ) = ∇φ× ~V + φ · rot~V

• rot(∇φ) = 0

• ∆φ = ∇2φ = div(∇φ)

• rot(rot~V ) = div(div~V )−∆~V
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