1 Die z-Transformation

Faltung der zeitdiskreten und zeitkontinuierlichen Signale f[.] und g[.]

> flklgln — k]
kEZ
(o= [ © f@)lt - r)dr

Fiir graphische Faltung eines der Signale am Ursprung spiegeln und
schrittweise nach rechts verschieben. Bei jedem Schritt die Werte der
beiden Signale zu jedem Zeitpunkt multiplizieren und aufsummieren.

(f*9)lnl =

z-Transformation

> flklF

k=—oc0

eines reellen oder komplexen Signals f[.]

mit Definitionsbereich ROC(f) = {z € C: r1 < |z] < r2}, wobei ry der
Konvergenzradius der Relhe S o flk]z~* und ro der Konvergenzradius
der Reihe 372 ) f[—k]=—" ist.
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wobei A = |A]el¥ und p = |p|el®.

Stabilitit Ein rechtsseitiges Signal f[.] ist genau dann stabil (=abso-
lut summierbar), wenn alle Pole von F(z) im Inneren des Einheitskreises
liegen. Fiir ein beliebiges Signal gilt

e f].] ist stabil = Einheitskreis liegt in ROC(f) o. bildet dessen Rand
e ROC(f) enthélt Einheitskreis = f[.] ist stabil
e Falls F(z) rational: f[.] ist stabil & ROC(f) enthélt Einheitskreis

Anfangs-/Endwerteigenschaft Wenn f[] ein kausales (z.B.
Nennergrad > Zahlergrad) Signal ist, dann ist

fl0]= lim F(z)

|z] =00

Wenn f[.] ein rationales, rechtsseitiges Signal ist, so dass limg_, o f[k]
existiert, dann ist

lim f[k] =

k—oo

lim (= — 1)F(2)

Spektrum Die zeitdiskrete Fourier-Transformierte von f[.] ist
F(2)|.cein = fIk]e™72

kEZ

F(eI) =

Das Spektrum entspricht der z-Transformierten auf dem Einheitskreis und
ist daher periodisch mit Periode 27.

2 Zeitdiskret und zeitkontinuierlich

Laplace-Transformation

Fs) = /jo Flt)e—>tdt

eines zeitkontinuierlichen Signals f(.)

mit Definitionsbereich ROC(f) = {s € C: 71 < Re(s) < r2}.

Fourier-Transformation eines zeitkontinuierlichen Signals f(.)
entspricht der Laplace-Transformation auf der imagindren Achse.

e .
Fw) = F6)lamgu = [ f(e7at
— 00
mit Umkehrformel

f@) = / F(jw)e™tdw

Abtastung eines zeitdiskreten Signals x5[.] aus einem zeitkontinuier-
lichen Signal z(t)

zs|k] = Tx(kT — 1),

wobei T' die Abtastperiode ist. Das Spektrum des abgetasteten Signals
ist dann gleich der Summe aller um ganzzahlige Vielfache von 27 /T ver-
schobenen Kopien des Spektrums des kontinuierlichen Signals.

D/A-Wandlung des Signals f[.] mit Abtastrate T fiihrt auf

ft) = Z FIkIS(t — kTs)

k=—occ

mit dem Spektrum F(jw) = F(e7?) mit Q = wT.

Up-/Downsampling eines Signals g[.] mit Abtastrate T um Fak-
toren nyp und Myaown

o Upsampling: Einﬁillen von nup — 1 Nullen ergibt Gup(eﬂn) =
G(edmur), Q = < S we= 7o
s
e Downsampling: TP mit Q. = w, nT # = We = =
up own S M gown
nup

Nyquist-Bedingung Fiir verlustfreie Rekonstruktion des urspriing-
lichen Signals muss gelten

G(j2rf) = 0 fir [f| > fs/2
Butterworth-Filter der Ordnung N ist definiert durch

1 o
H(s) = ——— mit  pg = wcejw(QkJerl)
Hk:l(l — s/Pk)

Die Pole liegen symmetrisch verteilt auf einem Kreis mit Radius w, in der
negativen Halbebene. Der Amplitudengang ist gegeben durch

1

Hjw)|? = —
G =

und fiir sehr grosse Frequenzen vereinfacht durch |H (jw)| = (we/w)™Y

Bilineare Transformation
G(z) = H(S)‘S:g. 121

T 15.-1

zur Erzeugung von G(z) aus H(s)

oder ausgedriickt mit den Spektren der Signale

G(e'?) = H(jw)l— 2 tan(a/2)

Die bilineare Transformation bildet die ganze imaginare Achse umkehrbar
auf den Einheitskreis ab.

3 DFT und FFT

DFT Die diskrete Fourier-Transformation bildet aus einem Signalvek-
tor [f[0], f[1],.... [N — 1] einen Vektor [F[0], F[1],..., F[N — 1]]7
definiert durch

« = e]27‘r/N

N-1
Fln]=F(a™) = Y flkla="" mit

Die DFT berechnet Abtastwerte F'[n] = F(ejﬂ)\QZQWL/N des Sektrums
von f[.]. In Matrixdarstellung fiir N = 4

(0] f10]
Fl1] L 11
: 11 -1 1 = :
FIN —1] g b= fIN=1]

Die inverse DFT ist bis auf einen Faktor ebenfalls eine DFT und gegeben
durch

N—
fln] = F(a™) Z KBTF" mit f=a !

Zyklische Faltung zweier Signalvektoren h = g ® f

Z f[K]g[(n — k) mod N]

entspricht der komponentenweisen Multiplikation der DFTs der Signale.

4 \Wahrscheinlichkeitstheorie

Erwartungswert mx = E[X] = [*_zfx (z)dx

Varianz Var(X) = E[(X — mx)(X —mx)] = E[|X|?] — |mx|?

Korrelation/-matrix Corr(X,Y) = E[XY] / Rx = E[XX!]

Kovarianz /-matrix
Cov(X,Y) =
E[(X = mx)(X —mx)"] =

E[(X —mx)(Y —my)] = E[XY] — mxmy

Vx = EXXH] —myxymi



Autokorrelationsfunktion eines schwach stationiren Prozesses
(sowohl E[X[k]] als auch E[X[k + n] - X[k]] unabh&ngig von k) ist

Rx[n] = E[X[k +n] - X[k]
und deren z-Transformation ist Sx (z). Die mittlere Leistung des Prozes-
ses ist die Zahl Rx[0] = E[| X [k]|?].

Kreuzkorrelationsfunktion
narer Prozesse

zweier gemeinsam schwach statio-

Rxy[n] = E[X[k+n] YIk]

und deren z-Transformation ist Sxy (z).

Lineare Filterung Y[ = X[]«h[]mit H(z) = H(z~!) fir h[.] €R
my =mxH(1)
Syy(2) = Sx(2)H(z)
Sxvy(z) = Sx(Z)H(Z)
Sy (2) = Sx(2)H(2)H (=)
Weisses Rauschen Ein Prozess W[.] wird weisses Rauschen mit
Leistung o? genannt, falls W[.] schwach stationdr ist mit my = 0 und
R[] = 0231

(die z-Transformierte lautet Sy (2) = o2).

5 Entscheidungs- und Schatztheorie

Bayes’sche Schéitzung minimiert fiir jede Beobachtung Y =y
den Erwartungswert einer Kostenfunktion x(Z, X) gemass

Z = argminE[k(zZ, X)|Y = y]
T

Eine beliebte Kostenfunktion ist x(Z, X) = |& — X|?, welche auf die
Schatzung

& = BIX|Y =]

fiihrt und den mittleren Schitzfehler E[|¢ — X|?|Y = y] = B[|X —
mx (y)]?|Y = y]] = Var(X|Y = y) besitzt.

Maximum-Likelihood-Schatzung ist dasjenige x, welches die
Wahrscheinlichkeit der Beobachtung y maximiert

&= argmax fy|x(y|z)
z:fx (z)>0

MAP-Entscheidungsregel Falls X eine diskrete Zufallsgrésse ist,
welche Werte aus einer endlichen Menge annimmt, wird das Schatzpro-
blem zum Entscheidungsproblem . Die Bayes'sche Entscheidungsregel,
welche durch die Kostenfunktion

direkt die Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert, ist die maximum a posteriori
(MAP) Entscheidungsregel.

& = argminP (X # z|Y = y)
x

= argmaxP(X = z|Y = y)
xT

= arg;naxP(X = I)fY\X(ykc)

LMMSE-Schatzung Aus den Beobachtungen Y1, Ya, ..., s, soll X
durch eine lineare Funktion geschitzt werden, wobei E[|Z — X |?] mini-
miert werden soll, genannt linear minimum mean squared error (LMMSE)
Schatzung.

n
&= h(Y17Y27' . '7)/’”) = Z hy Y
k=1

wobei die Koeffizienten hy auf Grund des Orthogonalitatsprinzips durch
die n Gleichungen

> hE[Y;Yi] = B[XY]
j=1

mit k£ = 1,2,...,n bestimmt werden konnen. Falls das System mehrere
Losungen ist eine LMMSE-Schatzung und fiihrt auf den gleichen mittle-
ren quadratischen Fehler E[|Z — X|?].

Wiener-Filter Zeitinvariantes Filter mit Stossantwort h[.], so dass
die Schatzung X[.] = h[] * Y[] moglichst kleinen mittleren quadrati-
schen Fehler ergibt. Ausserdem sei h[n] = 0 fir n < —L und n > M
(=Ordnung des Filters) und N = L 4+ M. Die Stossantwort dieses Filters
kann fiir L < oo und M < oo bestimmt werden durch

Ry[0]  Ry[l] _Ry[N] h[0 — L]
Ry [1] Ry [0] Ry [N —1] [l — L]
Ry[N] Ry[N-1] Ry [0] h[N — L]

Rxy[0— L]

B Rxyl[l— L]

ny[N — 1]

Fir L = M = oo kann die z-Transformation zur Bestimmung von H(z)
herangezogen werden

_ Sxv(z)
H(z) = Sy ()

LMS-Algorithmus Statt eines explizit berechneten Wiener-Filters
wird in der Praxis oft ein adaptives Filter verwendet, welches zur Wiener-
Filterfunktion konvergieren soll. Das Adaptionsverfahren ist der least
mean square (error) (LMS) Algorithmus. Die Beobachtung Y'[k] wird
dazu mit einem zeitvarianten FIR-Filter gefiltert und liefert den Schatz-
wert

R N
X[k =Y hi[n]Y[k —n],

n=0

wobei die Filterkoeffizienten hy[n] im adaptierenden Betriebszustand
nach dem stochastischen Gradientenverfahren

MHMFﬂ%M+6CﬂH—XWOY%—M

aufdatiert werden. Nach einer Lernphase wird das Signal X entfernt und
das Filter lauft im eingefrorenen Betriebszustand ohne weitere Adaption.

6 Trellis Algorithmen

Min-Summe-Version d. Viterbi-Algorithmus
e Pfadmetrik = Summe der Zweigmetriken

e |[nitialisierung p(s) = 0 fiir alle Anfangszustande s

e Berechnung der Zustandsmetriken

uls) =, xoin_ u(lst(0)) + ()

b:

e Haupteigenschaft: p(s) = minimale Pfadmetrik von einem Anfangs-
zustand zum Zustand s

Max-Produkt-Version d. Viterbi-Algorithmus
e Pfadmetrik = Produkt der Zweigmetriken

e |[nitialisierung pu(s) = 1 fiir alle Anfangszustande s

e Berechnung der Zustandsmetriken

n(s) = b:r;{l(ilgzsu(lst(b)) - pu(b)

e Haupteigenschaft: u(s) = maximale Pfadmetrik von einem Anfangs-
zustand zum Zustand s

Pfadschitzung mittels Viterbi-Algorithmus
e ML-Entscheidung fiir einen Pfad: Zu bestimmen ist
warr = argmax fy w (ylw)
w

n

= argmax [ [ fv, jw, Wlws)
Yo k=1

Max-Produkte-Version: w(wg) = fy, jw,, (y&|ws)
Min-Summe-Version: pu(wy) = —log(fy, jw, (yx|wr))

e MAP-Entscheidung fiir einen Pfad: Zu bestimmen ist
wprap = argmaxP(W = w|Y = vy)
w

= argmaxP(W = w) fy, |w, (y&|wz)
w

Max-Produkte-Version: u(wy) = p(wy|Ist(wi)) fyy 1w, (Yx |lwk)
Min-Summe-Version: mit negativem Logarithmus, wie oben.
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