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Vorwort

Der Soll-Ist-Vergleich ist ein wichtiges Mittel bei der Uberwachung von Talsperren, das
erlaubt ein unregelméssiges Verhalten frihzeitig festzustellen. Er wird auch in der
Schwelz seit Jahren zu diesem Zweck angewandt. Eine haufig verwendete Methode ist
die statistische Methode, bei der empirische Einflussfunktionen benlitzt und die entspre-
chenden Koeffizienten aufgrund friherer Beobachtungen ermittelt werden.

Die Arbeitsgruppe Numerik des Schweizerischen Talsperrenkomitees hat eine um-
fassende Ubersicht (ber die verschiedenen Ansitze und Methoden des Soll-Ist-
Vergleichs erarbeitet und ist dabei auch auf einige offene Fragen, insbesondere im
Bezug auf die Statistik, gestossen. Um diese Llicke zu schliessen, hat das Bundesamt fir
Wasser und Geologie (BWG), Sektion Talsperren, diese Studie in Auftrag gegeben. Das
Ziel der Studie war, die neueren Erkenntnisse der Statistik in den Soll-Ist-Vergleich
einzubeziehen. Die Studie wurde von Seiten des BWG von den Herren Dr. G.R. Darbre
und A. Kobelt geleitet und begleitet. Der Verfasser dankt den beiden Herren fir die gute
Zusammenarbeit und die wertvollen Anregungen und Diskussionen.

Die vorliegende Studie bestétigt einerseits die Richtigkeit der bisherigen Praxis, gibt
aber auch einige wichtige Erweiterungen, die die Beurteilung eines Modells und eine
rationale Auswahl der Einflussfunktionen erlauben. Der Verfasser hofft mit dieser
theoretischen Studie auch fur die Praxis einen wichtigen Beitrag zu liefern.

Zumikon, im April 2002 B. Weber
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Ein wichtiges Mittel zur Uberwachung von Talsperren ist die laufende Erfassung von
Verschiebungen und anderen Messgrossen und deren Vergleich mit zu erwartenden
Werten. Damit kann eine Abweichung vom normalen Verhalten frihzeitig festgestellt
werden. Die Vorhersage erfolgt anhand von Modellen, die aus frilher erhobenen Mess-
daten und aus numerischen Berechnungen bestimmt werden. Die Arbeitsgruppe “Nume-
rik” des Schweizerischen Talsperrenkomitees hat in einem Bericht die wichtigsten
Methoden und Ansédtze beschrieben (Schweizerisches Talsperrenkomitee 2000). Alle
Modelle, ausser den rein deterministischen, beruhen auf einer linearen Regression mit
vorgewdhlten Einflussfunktionen. Die Wahl dieser Einflussfunktionen bleibt der Erfah-
rung und der Intuition des Ingenieurs Uberlassen. Hier kann die Statistik einen wesentli-
chen Beitrag leisten. Mit ihrer Hilfe kann der Ingenieur beurteilen, welche
Einflussfunktionen wichtig sind und welche nicht. So kdnnen Modelle aufgestellt wer-
den, die eine bessere Prognose erlauben und mit denen sich eine Abweichung vom
normalen Verhalten friiher feststellen |&sst.

In dieser Studie soll die lineare Regression mit ihren statistischen Methoden auf die
Uberwachung von Talsperren angewandt werden. Es soll festgestellt werden, welche
Standard-Methoden fir diese Aufgabe geeignet sind, und wie sie konkret angewendet
werden kdnnen. Das beinhaltet sowohl eine Beschreibung der relevanten Theorie, wie
auch das Berechnen von entsprechenden Beispielen. Die urspriingliche Idee, ein rezept-
artiges Vorgehen fur den praktischen Anwender zu geben, konnte nur fir die ganz
einfachen Félle realisiert werden. Fir die komplizierteren Falle gibt es meist mehrere
Strategien, die von Fall zu Fall verschieden gut funktionieren. Hier ist noch viel mehr
Erfahrung mit verschiedenen Talsperren nétig, um allgemeine Empfehlungen abgeben
zu kénnen.

Bei den Untersuchungen ist es wichtig, sich den Zweck der Berechnungen immer
vor Augen zu halten. Es geht nicht um eine moglichst genaue Regression, sondern um
eine Prognose. Aber es geht auch nicht um eine Prognose in dem Sinn, dass vorausge-
sagt werden soll, wie sich eine Talsperre verhalten wird, sondern wie sie sich unter
normalen Umsténden verhalten sollte. Durch den Vergleich mit dem tatséchlichen
Verhalten kénnen dann Abweichungen friihzeitig festgestellt werden.

1.2 Ubersicht tber statistische Methoden

Die klassische Methode zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten ist die Methode
der kleinsten Quadrate. Die Regressionskoeffizienten werden so bestimmt, dass die
Quadratsumme der Residuen minimal wird. In der statistischen Betrachtungsweise



werden die Regressionskoeffizienten aber nicht als feste Grossen, sondern als Zufallsva-
riablen angesehen. Der berechnete Wert ist nur eine Schétzung des Mittelwertes. Aus
der statistischen Verteilung der Eingabedaten kann die Varianz der Regressions-
koeffizienten berechnet werden, und mit der t-Testgrosse (mit einer Student-V erteilung)
kann bestimmt werden, ob die einzelnen Variablen statistisch signifikant sind. Die
t-Kenngrosse ist auch ein Mass dafr, wie stark die Quadratsumme der Residuen zu-
nimmt, wenn die entsprechende Variable aus dem Modell eliminiert wird. Damit ist die
t-Kenngrosse die wichtigste Grosse zur Bewertung der einzelnen Variablen in einem
Modell.

Eine weitere wichtige Grosse ist der VIF (Variance Inflation Factor). Er deckt auf,
wenn eine so genannte Multikollinearitét existiert, d.h. wenn zwei oder mehrere Variab-
len stark voneinander abhangig sind. Die Regressionskoeffizienten kénnen dann nicht
mehr individuell sondern nur noch als Kombination bestimmt werden. Die Multikolli-
nearitét verfalscht auch die t-Kenngréssen, was die Variablenauswahl erschwert.

Eine effiziente Methode zur Beseitigung der Multikollinearitét ist die Principal-
Component-Regression. Es handelt sich um eine Eigenwertzerlegung der Korrelations-
matrix. Durch Weglassen von Eigenvektoren mit kleinen Eigenwerten wird die Multi-
kollinearitét beseitigt. Fir die Variablenauswahl mit einer Multikollinearitét ist aber oft
die Ridge-Regression besser geeignet. Die Ridge-Regression ist eine einfache Modifika
tion der Korrelationsmatrix, sodass diese weniger stark singulér wird.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Uberpriifung der Annahmen der linearen Reg-
ression. Die wichtigsten Annahmen sind, dass die Fehler eine konstante Varianz haben
und dass sie voneinander unabhéngig sind. Die haufigste Verletzung der letzteren An-
nahme ist bei Zeitreihen die Autokorrelation der Fehler. Eine solche kann mit dem
Korrelogramm oder anhand des Durbin-Watson-Tests festgestellt werden. Eine Auto-
korrelation der Fehler hat zur Folge, dass zwar die Regressionskoeffizienten mit der
Methode der kleinsten Quadrate immer noch konsistent berechnet werden, dass aber die
Varianz der Regressionskoeffizienten unterschétzt und damit die t-Kenngrossen Uber-
schétzt wird. Praktisch heisst das, dass man die Methode der kleinsten Quadrate immer
noch anwenden kann, dass aber gewisse Variablen als statistisch signifikant ausgewie-
sen werden, obwohl sie es gar nicht sind. Die t-Kenngréssen sind also nicht mehr ein
absolutes Auswahlkriterium, sondern nur noch ein relatives, indem sie angeben welche
Variablen die Residuen am wenigsten beeinflussen.

Obwohl die Verletzung der Annahme der Unabhangigkeit der Fehler keine gravie-
renden Konsequenzen hat, ist es trotzdem winschenswert, die Theorie so zu erweitern,
dass sie eine Autokorrelation der Fehler berticksichtigt. Dies fuhrt zur verallgemeinerten
Methode der kleinsten Quadrate. Im Fall, dass die Fehler durch ein autoregressives
Modell erster Ordnung beschrieben werden kénnen, reduziert sich diese Methode dar-
auf, dass man die abhangige und die unabhangigen Variablen mit einem verallgemeiner-
ten Differenzenschema transformiert. Die transformierten Grossen erfillen dann die
Annahmen der klassischen Methode der kleinsten Quadrate, sodass diese angewandt
werden kann. Beispiele zeigen, dass mit dieser Methode die Regressionskoeffizienten
nur wenig andern und damit die Quadratsumme der Residuen nur leicht zunimmt, dass
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aber die t-Kenngrossen viel aussagekréftiger sind fur die Modellbildung. Zusétzlich
verringert sich auch die Multikollinearitét und die Prognosen werden in manchen Féllen
besser. Als Nachteill muss erwdhnt werden, dass manchmal numerische Probleme auf-
treten konnen.

1.3 Abgrenzung

Die Untersuchungen beschranken sich auf die lineare Regression, d.h. auf Ansétze bei
denen die Regressionskoeffizienten als lineare Unbekannte vorkommen. Wie Ublich
wurde dabel angenommen, dass die unabhangigen Variablen gegeben sind, und nur die
abhéngige Variable y eine Zufallsvariable ist. Fehler in den unabhangigen Variablen
wurden nicht berticksichtigt.

Die klassische Methode der kleinsten Quadrate setzt voraus, dass die Fehler unkor-
reliert sind. Da diese Annahme in der Anwendung haufig nicht erfillt ist, wurde zusétz-
lich die Autokorrelation der Fehler durch die verallgemeinerte Methode der kleinsten
Quadrate berticksichtigt. Hier wurde aber nur der einfachste Fall untersucht, némlich die
Autokorrelation erster Ordnung.

Nicht untersucht wurden statistische Modelle mit autoregressiven Ansédtzen, d.h.
solche, bei denen frilhere Werte der abhangigen Variablen als unabhéngige Variable
benutzt werden. Viele Grundsdtze der klassischen linearen Regression gelten flr solche
Modelle nicht mehr, da in diesem Falle auch unabhéngige Variablen als Zufallsvariab-
len betrachtet werden mussen.

Die Aufgabe dieser Studie war nicht die Entwicklung von neuen Einflussfunktionen,
sondern die Anwendung mit Hilfe der Statistik. Trotzdem wurden einige neuartige
Funktionen eingefihrt, wie z.B. die Tschebyscheff-Polynome oder die Warmeleitungs-
funktionen. Esist aber klar, dass hier noch ein weites Feld offen ist.

Die Beispiele beschréanken sich auf drei Mauern, wobei jeweils nur eine Messgrosse
als unabhangige Variable gewahit wurde. Hingegen wurden zahlreiche Modelle mit
verschiedenen unabhangigen Variablen berechnet. Trotzdem ist Anzahl der Beispiele zu
klein, um in allen Fallen allgemeine Empfehlungen abgeben zu kénnen. Dies trifft
insbesondere fur die weniger bekannten Methoden zu, wie die Principal-Component-
Regression oder die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate.

1.4 Berechnungen

Um die Berechnungen durchzuftihren, wurde ein Prototyp eines Computerprogramms
geschrieben. Obwohl es zahlreiche gute Statistikprogramme gibt, wurde dieser Weg als
sinnvoll erachtet. Einerseits muss man sich die einzelnen Schritte viel genauer Uberle-
gen, wenn man sie programmiert und andererseits kann man mit dem eigenen Pro-
gramm viel freier herumexperimentieren. Wichtig fir die Berechnungen war auch, dass
mit wenig Aufwand zahlreiche Varianten ausprobiert werden konnten. Dazu wurden die
Transformationen der Variablen, wie z.B. die einfache Warmeleitung, direkt ins Pro-
gramm eingebaut, so dass keine separate Vorberechnung nétig war.



2 Einfache lineare Regression

In diesem Kapitel wird eine kurze Einflhrung in die lineare Regression anhand der
einfachen Regression gegeben, d.h. der Regression mit einer einzigen unabhangigen
Variablen. Neben der tblichen Behandlung der Methode der kleinsten Quadrate wird
vor dlem auf die statistischen Aspekte eingegangen. Dieser EinfUhrungstext folgt im
Wesentlichen dem 2. Kapitel aus dem Buch Montgomery et al. (2001). Einige Aspekte
wurden auch aus dem Buch von Pindyck und Rubinfeld (1998) Ubernommen. Das
Hauptgewicht dieses Kapitels liegt auf Erklarungen und einer Zusammenfassung der
wichtigsten Resultate. Fir eine ausfuhrlichere Herleitung wird der Leser auf die beiden
Blicher verwiesen.

2.1 Methode der kleinsten Quadrate

2.1.1 Problemstellung

Eine Reihe von Beobachtungen (Messdaten) x, und y, soll durch eine lineare Funktion
approximiert werden. Die Messdaten x, werden dabei als unabhéngige Grosse, die
Daten y, als abhangige Grosse betrachtet. Die unabhéngige Grosse wird auch als
Regressor bezeichnet. Die beobachteten Messewerte y, liegen nicht genau auf einer
Geraden, sondern sind mit einem Fehler & behaftet. Somit kann die Beziehung ge-

schrieben werden als
Y ::Bo+161)(i+gi' (2'1)

Die bekannteste Methode zur Bestimmung der Koeffizienten ist die Methode der kleins-
ten Quadrate.

2.1.2 Berechnung der Koeffizienten

Bei der Methode der kleinsten Quadrate werden die Regressionskoeffizienten so be-
stimmt, dass die Quadratsumme der Abweichungen minimiert wird. Um

S:Zgiz =Y, =By - B )2 (2.2)

zu minimieren, werden die partiellen Ableitungen nach den Parametern 4, und A3, zu
Null gesetzt. Daraus resultieren die geschétzten K oeffizienten ,30 und ,Bl (Montgomery,
S. 15)

5 _u_ Ay 5 _ Sy
 =V-5 d f ==X, 2.3
B=y-pX und B Y (2.3

Dabei sind X und y die Mittelwerte der Beobachtungswerte, d.h.
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- 13 _ 13
X==>% und y==>y. (2.4)
n< n

i=1

Die weiteren verwendeten Grossen sind definiert als
Su=2.(%x=%X)? und S, => y(x-X). (2.5)
i=1 i=1

Aus Gleichung (2.3) ist ersichtlich, dass die Gerade y = ,BO+ ,le durch den Schwer-
punkt (X,y) der Beobachtungswerte geht.

Die Differenz zwischen den beobachteten Werten y, und den entsprechenden be-
rechneten Werten V. sind die Residuen

§=%-Y (2.6)

Eine wichtige Eigenschaft ist die, dass die Summe der Residuen verschwindet und
damit ihr Mittelwert gleich Null ist:

iq =0. (2.7)

Ebenfalls kann gezeigt werden, dass die Residuen orthogonal zu den Werten ¥, sind:
Z y.§ =0. (2.8)
i=1

Geometrisch betrachtet ist deshalb die Methode der kleinsten Quadrate eine Projektion
der beobachteten y. auf den Raum der unabhéngigen Variablen.

2.2 Statistische Betrachtung

2.2.1 Koeffizienten als Zufallsvariablen

In der bisherigen Betrachtung wurden die Beobachtungen als fixe gegebene Gréssen
betrachtet. Man kann sie aber auch als Stichprobe einer Grundgesamtmenge betrachten.
Die Gleichung

y=p08,+Bx+¢ (2.9)

beschreibt dann die Grundgesamtmenge, wobei y und ¢ jetzt Zufallsvariablen sind, die
eine gewisse statistische Verteilung aufweisen. Es wird vorausgesetzt, dass der Fehler
den Erwartungswert 0 und die noch unbekannte Varianz o hat. Uber die Verteilung
des Fehlers wird zundchst keine Annahme getroffen. Weiter wird vorausgesetzt, dass
die Fehler unkorreliert sind.

In diesem Modell wird x nicht als Zufallsvariable angesehen, sondern als gegebene
Grosse. Messfehler in der unabhangigen Variablen werden somit nicht berticksichtigt.
Die Streuung der abhéngigen Variablen y ist in dieser Betrachtung ebenfalls nicht in
erster Linie auf Messfehler zurtickzufiihren, sondern beschreibt die Streuung des physi-
kalischen Modells (z.B. Materialkennwerte) und anderer nicht berticksichtigter EinflUs-
.
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Der Erwartungswert (Mittelwert) von y bei gegebenem x ist damit
E(y|x) =4, + BX (2.10)
und die Varianz
var(y|x) = var(B,+ fx+&)=0>. (2.12)

Die Gerade y= f,+ [,x beschreibt also den Mittelwert der Zufallsvariablen y bei

gegebenem x, wahrend die statistische Verteilung durch £ beschrieben wird. Dieses
statistische Modell ist in Bild 2-1 illustriert.

y:ﬁ0+ﬁlx

v
X

Bild 2-1: Regressionsger ade mit Verteilung der y-Werte

Aus der Mdhodg der kleinsten Quadrate erhalt man die geschétzten Regressionskoeffi-
zienten S, und f,. Dadiese anhand einer Stichprobe berechnet werden, hdngen sie von

der Stichprobe ab und sind somit ebenfalls Zufallsvariablen mit einer gewissen Vertei-
lung. Die Annahme, dass die Regressionskoeffizienten Zufallsvariablen sind, mag
vorerst etwas ungewohnt erscheinen, ist aber wesentlich zum Versténdnis. Es kann
gezeigt werden (Montgomery, S.20), dass der Erwartungswert dieser Zufallsvariablen
gerade den wahren Regressionskoeffizienten entspricht. Die Werte ,BO und ,Bl sind un-

verzerrte Schatzwerte (unbiased estimate):
E(B)=5, ud E(B)=4. (212)

Ebenfalls kann die Varianz der Regressionskoeffizienten bestimmt werden:

Sk

Die Varianz o kann aus den Beobachtungsdaten geschétzt werden. Dazu bildet man
die Quadratsumme der Residuen (Residual Sum of Squares),

SSR%=i(yi -9)°. (2.14)

~ (1 X A0
var(f,) =o (EJFQJ und var(fB)=—. (2.13)

Eine Schétzung fiir die Varianz o ergibt sich aus (Montgomery, S.23)
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52 _ e _
G =—F= =M, (2.15)

Im Nenner steht dabei n—2, die Anzahl der Freiheitsgrade von SS, .. Zwei Freiheits-
grade werden abgezéhlt fur die beiden Bestimmungsgleichungen von ,30 undBl. An-
schaulich kann man sich Uberlegen, dass bel nur zwei Punkten (n=2) die
Regressionsgerade durch diese Punkte geht und daher keine Freiheitsgrade mehr vor-
handen sind. Mit der geschétzten Varianz 6° kann man die Standardfehler (standard
error) der Regressionskoeffizienten definieren:

%(,BO):\/MSRS(%+§j und  se(f,)= /% (2.16)

Ein wichtiges Resultat ist der Satz von Gauss-Markov. Nach diesem Satz sind die
Regressionskoeffizienten, berechnet mit der Methode der kleinsten Quadrate, nicht nur
unverzerrte Schatzwerte der wahren Regressionskoeffizienten, sondern sie sind auch
digjenigen mit der kleinsten Varianz aus allen unverzerrten Schéatzwerten, die als Line-
arkombination der y, gebildet werden kdnnen. Die Annahmen, unter denen dieser Satz
gilt, sind E(¢)=0 und var(¢) =o?, und die Fehler dirfen nicht korreliert sein. Ein
Schatzwert mit minimaler Varianz wird auch als effizient bezeichnet. Diese Eigenschaft
ist vor alem im Hinblick auf die Prognose wichtig. Unverzerrtheit und Effizienz sind
zwei wichtige Eigenschaften von statistischen Schéatzwerten (Pindyck, S.28). Zur Ilust-
ration der Begriffe dienen Bild 2-2 und Bild 2-3.

Vertellung von ,3 Vertellung von ,B
A ; A ;
B B
Verzerrter Schatzwert Unverzerrter Schatzwert

Bild 2-2: Verzerrteund unverzerrte Schatzwerte

Verteilung von ,3 Verteilung von ,B
/|\ . —J‘L .
B B
Ineffizienter Schatzwert Effizienter Schatzwert

Bild 2-3: Effizienz von Schatzwerten
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Oft wird die Regression nur nach den Residuen beurteilt und man macht sich keine
Gedanken Uber die Varianz der Regressionskoeffizienten. Selbst wenn die Annahmen
des Satzes von Gauss-Markov erfillt sind, ist die Varianz nur minimal beziglich aller
unverzerrten Schatzwerte. Bei einer Multikollinearitdt kann diese Varianz so gross sein,
dass man einen verzerrten Schétzwert mit einer kleineren Varianz vorzieht. Das ist
genau was man tut, wenn man mit der Principal-Component-Regression oder mit der
Ridge-Regression die Multikollinearitét beseitigt. Wenn die Annahmen der Methode der
kleinsten Quadrate verletzt sind, haben die Regressionskoeffizienten nicht mehr auto-
matisch eine minimale Varianz, wie spater im Abschnitt Uber die Autokorrelation der
Fehler erlautert wird.

2.2.2 Varianzanalyse (Analysis of Variance, ANOVA)

Eine einfache Ubersicht tiber die verschiedenen Abweichungen bietet die Varianzanaly-
se. Wie aus Bild 2-4 hervor geht, setzt sich die totale Abweichung aus der Regressions-
abweichung und dem Residuum zusammen.

y
A A -
/ y= ﬂo + ﬂlx

Y 4

. Residuum

¥ _ Total

Regression
y
/
> X

Bild 2-4: Varianzanalyse
Esist also

Y -V=(-¥%)+(-9). (2.17)

Von allen drei Differenzen in obiger Gleichung werden Quadratsummen definiert. Die
Quadratsumme der Residuen (Residual Sum of Squares) ist

SSee = (Y = 9% (2.18)
i=1
Die Quadratsumme der Regressionsabweichung (Regression Sum of Squares) ist
Sy = 2, (9 - V)° (2.19)
i=1

und die Quadratsumme der totalen Abweichung ist
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S, = (% - V). (2.20)

Analog den Abweichungen gilt auch fur die Quadratsummen
SSpo = SSkes + SSeeg- (2.21)
Die gemischten Terme aus der Quadrierung fallen weg, da die Residuen y. — y. und die
Regressionsabweichungen , — Y senkrecht aufeinander stehen (Satz des Pythagoras).
Eine weitere Betrachtung bezieht sich auf die Anzahl der Freiheitsgrade. Die Quad-
ratsumme der Residuen hat
Of e =N—k -1 (2.22)

Freiheitsgrade, wobei n die Anzahl der Beobachtungen ist, und k die Anzahl der unab-
hangigen Variablen, fur die einfache Regression also 1. Die Anzahl der Regressionsko-
effizienten k + 1 muss subtrahiert werden, da durch die Bestimmungsgleichungen fur die
Koeffizienten eine entsprechende Anzahl zusétzlicher Bedingungen eingefihrt wurde.
Die Quadratsumme der Regressionsabweichung hat

df e, =K (2.23)

Freiheitsgrade. Die Konstante wird nicht als Freiheitsgrad gezéhlt, da sie dadurch be-
stimmt werden kann, dass die Regressionsgerade durch den Schwerpunkt geht. Die
totale Anzahl Freiheitsgrade ist

df. . =n-1, (2.24)

Tot —

namlich gleich der Anzahl der Beobachtungen minus der Bedingung, dass die Regressi-
onsgerade durch den Schwerpunkt geht. Es gilt also auch fur die Freiheitsgrade

df = Of ey + Af e (2.25)
Weiter konnen die mittleren Quadratsummen
$R Peg
MS,.=—=— und MS, = 2.26
® n-k-1 0 k (220

definiert werden. MS, wurde bereits friiher als Schatzwert fir die Varianz der Fehler
6? benlitzt.

2.2.3 Korrelationskoeffizient

Eine wichtige Grosse zur Beurteilung der Regression ist der Korrelationskoeffizient R.
Haufig wird dessen Quadrat, das Bestimmtheitsmass verwendet (coefficient of determi-
nation):

Re= ke g S (2.27)
SS S

Das Bestimmtheitsmass ist das Verhédltnis der durch die Regression erklérten Variation
zur totalen Variation. Der Wert ist immer kleiner as Eins, wobei ein Wert in der Nahe
von Eins eine gute Ubereinstimung der Regression angibt.
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2.2.4 F-Test
Eine andere Grosse zur Beurteilung der Regression ist die F-Kenngrdsse

E :SSReg/deeg: S5 /1 :MSReg
° $?%/de% $R% /(n—2) MSR%
wobel MS,, und MS. bereits oben definiert wurden. Die F-Kenngrosse ist das Ver-

haltnis der erklérten Varianz zur unerklérten Varianz. Man erwartet ein grosses Verhalt-
nis bei einer guten Ubereinstimung der Regression. Die F-Kenngrdsse folgt einer
F-Verteilung mit 1 und n—2 Freiheitsgraden und kann fir den so genannten F-Test
verwendet werden. Die Hypothese, dass f, =0, dass also kein linearer Zusammenhang

zwischen den Variablen besteht, wird verworfen, wenn
Fo>F,ino (2.29)

(2.28)

Dabei kann der Wert F, | , fUr ein bestimmtes Signifikanzniveau « in einer Tabelle

nachgeschlagen werden. In Computerprogrammen wird meistens ein p-Wert berechnet,
sodass F, = F, , , ,. Die Hypothese wird dann verworfen, wenn p< .

Eine lineare Beziehung zwischen den Variablen kann also nur angenommen werden,
wenn F, >F,, , oder p<e.

Der Regressionskoeffizient und die F-Kenngrésse héngen eng zusammen:
R n-k-1

1-R* k
Die F-Kenngrdsse hat aber im Gegensatz zum Regressionskoeffizienten eine statistische
Bedeutung.

I:0

(2.30)

2.3 Signifikanz und Konfidenzintervalle

2.3.1 t-Verteilung

Wie weiter oben erlautert, werden die geschétzten Regressionskoeffizienten ,30 und ,31
als Zufallsgréssen betrachtet. Es wurde auch bereits der Erwartungswert und die Vari-
anz berechnet. Hier soll auch noch die Verteilung bestimmt werden. Aus den Formel fir
die Regressionskoeffizienten ist ersichtlich, dass ,31 eine Linearkombination aus den
Beobachtungsgréssen y. ist. Wenn man annimmt, dass die Fehler normal verteilt sind,
ist auch ,Bl normal verteilt, und zwar mit Mittelwert S, und Standardabeichung o /S,
[Gleichungen (2.12) und (2.13)]. Durch eine Normierung auf den Mittelwert Null und die
Varianz Eins erhélt man die Testgrosse (test statistic)

31_151 31_151
Z,= — = . 2.31
var(,Bl) Jo?IS, (230
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Diese ist definitionsgemass normal verteilt mit Mittelwert 0 und Varianz 1. Nun ist aber
o’ nicht bekannt, sondern muss geschétzt werden, namlich durch 6° = MS, .. Da diese

Grosse selbst wieder eine Zufallsvariable i, ist die Kenngrosse

A

— ﬁl _Aﬁl — ﬁl_ﬁl ’ 232
; e(f,) VMSw/S, (232

nicht normal verteilt, sondern gehorcht einer t-Verteilung (Student’s distribution) mit
n— p (hier n—2) Freiheitsgraden. Diese Verteilung ist dahnlich wie die Normalvertei-
lung, nur etwas breiter und abhangig von der Anzahl Freiheitsgraden. FUr eine grossere
Anzahl von Freiheitsgraden (ab etwa 50) ist der Unterschied praktisch vernachlassigbar.
Nur fir kleine Stichproben wirkt sich die Unsicherheit in der Schitzung von o aus,
indem die Verteilung etwas breiter ist. Den Vergleich sieht man in Bild 2-5, wo die
Dichten der Normalverteilung, sowie der t-Vertellungen mit 2 und 10 Freiheitsgraden
geplottet sind.

o
i
T

©
w
T

Probability
o
N
T

©
o
T

°
o
T

Bild 2-5: t-Verteilung und Nor malverteilung

2.3.2 t-Test

Die Frage, ob Uberhaupt eine lineare Beziehung zwischen den Variablen besteht, wurde
bereits im Zusammenhang mit dem F-Test aufgegriffen. Hier soll sie noch einmal aus
einer andern Perspektive untersucht werden. Die Frage ist, ob der wahre Koeffizient 3,
nicht Null sein kénnte, auch wenn der berechnete Schatzwert ,Bl von Null verschieden
ist. Die Verteilung von t, kann diese Frage nicht direkt beantworten, da sie ja noch vom
wahren Koeffizienten S, abhéngt. Die einzige Mdglichkeit ist die, fir A, einen Wert
anzunehmen und zu schauen mit welcher Wahrscheinlichkeit der berechnete Wert ,31
auftreten kann. Ist diese Wahrscheinlichkeit sehr klein, so ist der angenommene Wert
kaum richtig. Dies ist die Uberlegung eines Hypothesentests. Um also zu Uberpriifen, ob
der geschétzte Wert ,Bl signifikant von Null verschieden ist, wird die so genannte Null-
Hypothese aufgestellt, dass der wahre Regressionskoeffizient gleich Null ist:

H,:,=0. (2.33)

Trifft die Null-Hypothese zu, dann folgt die Testgrosse
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— ﬁl}\ — ﬁl 2.34
" w(4) WS.TS, (@3

einer t-Verteilung mit n-2 Freiheitsgraden. Fur ein bestimmtes Signifikanzniveau o
wird der Grenzwert t,,, . , bestimmt. Ist [t,|>t,,, ., wird die Hypothese verworfen.

Man beachte, dass t, positiv oder negativ sein kann und daher der zweiseitige Test

verwendet wird, wie das in Bild 2-6 dargestellt ist.
A

ol?2 ol?2

Bild 2-6: Verteilung und Grenzen fir t-Test

In Computerprogrammen wird oft ein p-Wert berechnet, sodass t ,, , , =t,. Die Hypo-
these wird dann verworfen, wennp < «.

Ein Regressionskoeffizient ist also signifikant von Null verschieden, wenn [t,|>t,,, .,
oder p<«.

Die Grosse eines Regressionskoeffizienten selber sagt noch nichts aus dartiber, ob er im
Modell wichtig ist oder nicht, da er dimensionsbehaftet ist. Die standardisierten Regres-
sionskoeffizienten sind zwar normiert, sagen aber nichts aus Uber die statistische Rele-
vanz. Ein statistisches Mass fur die Wichtigkeit eines Regressionskoeffizienten erhalt
man, wenn man ihn mit seinen Standardfehler (geschétzte Standardabweichung) nor-
miert. Das ist genau, was der t-Test macht. Die Testgrosse t, gibt an, wie viele Stan-

dardabeichungen der geschétzte Regressionskoeffizient von Null entfernt ist.

2.3.3 Zusammenhang mit F-Test

Der t-Test und der F-Test beantworten bei der einfachen linearen Regression die gleiche
Frage und es gilt der Zusammenhang

2= ,3123« _ BiSy - MSeeg =F,. (2.35)
MSQ% MS?% MS?%

Die t-Verteilung mit n—2 Freiheitsgraden und die F-Verteilung mit einem und n—2
Freiheitsgraden sind identisch. Der Unterschied zeigt sich erst bei der multiplen Regres-
sion mit mehreren Freiheitsgraden im Zahler. Der F-Test beantwortet dann die Frage,
ob mindestens ein Regressionskoeffizient signifikant von Null verschieden ist, wahrend
der t-Test die Signifikanz jedes einzelnen Koeffizienten beurteilt.




Kapitel 2: Einfache lineare Regression 13

2.3.4 Konfidenzintervall flir Regressionskoeffizienten

Eine &hnliche Uberlegung wie beim t-Test kann fur das Konfidenzintervall gemacht
werden. Wenn man den wahren Wert S, kennen wirde, konnte man die Verteilung der
geschéatzten Werte ,5’1 angeben. Hier kennt man aber den Schatzwert und will etwas Uber

den wahren Wert aussagen. Die Abweichung des Schatzwertes vom wahren Wert,
normiert mit dem Standardfehler,

M 2.36

folgt einer t-Vertellung mit n-2 Freiheitsgraden. Fir ein gewisses Konfidenzniveau
— o liegt diese Grosse im Intervall

A

161 - 181
- (31) <o (2.37)

Daraus ergibt sich das Konfidenzintervall

Bl_talz,n—zv MSQ%/S(X S ﬂl S Bl+ta/2,n—2\/ MSRes/S(x . (238)

Umfasst das Konfidenzintervall den Wert Null, so ist das Gleiche, wie wenn im ent-
sprechenden t-Test die Null-Hypothese akzeptiert wird (also S, nicht signifikant von
Null verschieden ist). Das Konfidenzintervall und der t-Test fihren formal zu gleichen
Ergebnissen, wenn auch aus verschiedenen Uberlegungen.

2.3.5 Konfidenzintervall fir Erwartungswert von y

Die Konfidenzintervalle fur die Regressionsparameter sind interessant, wenn man direkt
an diesen Parametern interessiert ist. Oft interessiert aber ein Konfidenzinterval fr
einen Erwartungswert y, = ,BO+ ,leo flr ein gegebenes x,, das nicht unbedingt fiir die
Regression verwendet wurde. Das Intervall ist durch folgende Formel gegeben:

%—tm\/ M%{#%} <E(yI%) < 90+ta,2\/ M%{%%} 239)

Wichtig zu sehen ist, dass das Intervall von x, abhangt. Am engsten ist esin der Nahe
von X, wahrend es bei den Extremwerten an weitesten ist. Dies ist schematisch durch
die inneren Grenzen in Bild 2-7 dargestellt. Die Regressionsgerade kann sich durch eine
vertikale Verschiebung und eine Anderung der Neigung in diesen Grenzen bewegen.

2.3.6 Vorhersageintervall (Prediction interval)

Bei Vorhersagen von einzelnen Werten kommt zur Unsicherheit im Mittelwert auch
noch die Streuung der Beobachtungswerte hinzu. Das Intervall ist durch folgende For-
mel gegeben:

90—ta,2\/MSR%(1+%+%j <y, < 90+ta,2\/MSR%(1+%+%j. (2.40)
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Dieses Intervall ist nicht konstant, sondern variiert mit x,. Es berticksichtigt ausser der

Streuung £ auch die Streuung der Regressionskoeffizienten. In Bild 2-7 ist das Intervall
schematisch durch die @usseren Grenzen angegeben.

y y:ﬂ0+ﬂlx

/
//

X

A

<l

v
X

Bild 2-7: Regressionsger ade mit K onfidenzintervallen fur Mittelwert und Prognose

2.4 Uberprifung der Annahmen

2.4.1 Normalverteilung der Residuen

Die Annahme der Normalverteilung der Residuen kann durch einen Normalverteilungs-
plot Uberprift werden. Die Residuen e, i =1,...,n werden der Grosse nach geordnet

und gegen die Funktion
x=@7((i-)/n) (2.41)

geplottet, wobei ®(x) die Normalverteilungsfunktion darstellt. Sind die Residuen nor-

mal vertellt, liegen diese Punkte auf einer Geraden. Das Prinzip ist in Bild 2-8 gezeigt.
Man geht von rechts mit der Wahrscheinlichkeit (i —1)/n ins Diagramm und findet den

Wert @*((i —4)/n) auf der x-Achse. Da ®(x) auf Mittelwert Null und Standardabwei-

chung Eins normiert ist, ist auch die x-Achse so normiert. Der Fehler selber wird auf der
y-Achse aufgetragen.

~

| ! | | | | > X

-3 -2 -1 0 1 2 3

Bild 2-8: Normalverteilung der Residuen
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Es ist zu beachten, dass die Annahme einer Noramalverteilung nur im Zusammen-
hang mit statistischen Interpretationen bentitzt wurde. Die Methode der kleinsten Quad-
rate kann auch ohne diese Annahme durchgefiihrt werden, aber die Regressions
koeffizienten sind dann statistisch gesehen nicht mehr unbedingt die besten
Schétzwerte. Die t-Testgrésse kann nicht mehr fur die Signifikanz bentzt werden, aber
als Mass des Fehlerzuwachses ist sie immer noch gultig. Daher ist eine geringe Abwei-
chung von der Normalverteilung in der Praxis nicht relevant.

2.4.2 Heteroskedastizitat und Autokorrelation

Eine wichtige Annahme bei der Methode der kleinsten Quadrate ist die, dass der Fehler
konstante Varianz hat und unkorreliert ist. Falle, wo diese Annahme verletzt ist, sind in
Bild 2-9 und Bild 2-10 gezeigt (Pindyck, S. 60).

y:ﬁ0+ﬁlx

Bild 2-9: Heter oskedastizitat

Bild 2-10: Autokorrelation (links negative Korrelation, rechts positive Korreation)

Eine variable Varianz der Fehler wird als Heteroskedastizitét bezeichnet. Obwohl es
auch formale Tests dafrr gibt, beschrénkt sich die vorliegende Studie auf die visuelle
Beurteilung der Residuen in Abhangigkeit von y.

Wichtiger bei Zeitreihen ist die Autokorrelation der Fehler (auch als serielle Korre-
lation bezeichnet). Diese kann visuell mit Hilfe des Korrelogramms beurteilt werden.
Das Korrelogramm ist die normierte Autokorrelationsfunktion der Residuen:

ft — Z:in:mQ G-
2

t=01,.... (2.42)
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Die Funktion wird hier in der diskreten Form verwendet, wobei vorausgesetzt wird, dass
die Werte mit einem konstanten Zeitschritt verteilt sind. Das Argument t ist die zeitli-
che Verschiebung (time lag). Fir t =0 wird der Wert der Funktion gleich Eins. Wenn
keine Korrelation vorliegt, sind die andern Werte zuféllig um die Nulllinie verteilt mit
einer Varianz von /n. Bei einer Normalverteilung liegen 95% der Punkte innerhalb der
Grenzen +2/+/n. Ublicherweise werden zwei horizontale Linien bei diesen Grenzen
eingezeichnet, die helfen, das Korrelogramm zu beurteilen (Harvey 1992, S.52). Eine
schematische Darstellung sieht man in Bild 2-11.

| » | »
0 >t 0 >t

Bild 2-11: Schematische Dar stellung K orrelogramm, links mit (positiver) Autokorrelation, rechts
ohne Autokorrelation

Formal kann die Autokorrelation mit dem Durbin-Watson-Test nachgewiesen werden.
Die Kenngrosse ist
_ Zinzz (q B Q—l)z
n 2 -
248
Der Durbin-Watson-Test kann allerdings nur eine bestimmte, haufig vorkommende Art

der Korrelation feststellen, namlich die Korrelation erster Ordnung. Das Modell fur den
Fehler ist

d (2.43)

E=pPE U, (2.44)

Der Fehler €, zur Zeit t setzt sich zusammen aus einem Anteil p des vorangehenden

Fehlers und einem neuen Fehler u, mit Mittelwert Null und Varianz o. Der Faktor p

(|p|<1) ist der Autokorrelationsparameter. Die Kenngrésse d kann einen Wert zwi-
schen 0 und 4 annehmen. Der Zusammenhang zum Autokorrelationsparameter ist

d=2(1-p). (2.45)

Null bedeutet eine positive Korrelation, 2 keine Korrelation und 4 eine negative Korre-
lation. Um den Test durchzufuhren, muss die Verteilung von d bekannt sein. Diese
hangt aber vom Regressionsmodell ab. Als praktische Lésung haben Durbin und Wat-
son (1950, 1951) untere und obere Grenzwerte d, und d,, in Abhangigkeit der Anzahl
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Beobachtungen n und der Anzahl Regressionsparameter angegeben (fur ein bestimmtes
Signifikanzniveau). Die Bereiche mit positiver, negativer und ohne Korrelation sind in
Bild 2-12 angegeben. In den Zwischenbereichen kann mit den Grenzwerten allein keine
Entscheidung getroffen werden. Fir diese Félle geben Durbin und Watson weitere
Verfahren an, die aber hier nicht weiter besprochen werden sollen. Die Werte d, und
d, konnen aus Tabellen herausgelesen werden. Um einen generellen Eindruck zu ver-
mitteln, sind in Tabelle 2-1 ein paar Werte angegeben. Fir grosse Stichproben folgen
die Kenngrossen ungefahr einer Beta-Vertellung. Formeln fur den Mittelwert und die
Varianz sind in Durbin und Watson (1950, S. 427) angegeben.

Pos. Korrelation Keine Korrelation Neg. Korrelation
e A N — e - N
| | | | | |
I I T T T T 1
0 d, d, 2 4-d, 4-d, 4

Bild 2-12: Bereiche der Durbin-Watson-K enngr dsse

Tabelle 2-1: Grenzwertefir die Durbin-Watson-Verteilung flr ausgewéahlte Parameter
(5% Singifikanzniveau)

5 Regressoren | 10 Regressoren
n d|_ du dL dU

50 | 1335 1771|1110 2044
100 | 1.571 1.780 | 1.462 1.898
150 | 1.665 1.802 | 1.593 1.877
200 | 1.718 1820|1665 1.874

Was die Autokorrelation fir Konsequenzen hat fir die Regression, und wie sie be-
handelt werden kann, ist in Kapitel 4 beschrieben.



3 Multiple Regression

Bei der multiplen Regression werden mehrere unabhangige Variablen betrachtet anstatt
nur einer einzelnen. Die unabhangigen Variablen werden oft auch als Regressoren
bezeichnet. Der Begriff ist etwas allgemeiner und schliesst transformierte Variablen mit
ein. Viele Herleitungen der einfachen Regression konnen fur die multiple Regression
verallgemeinert werden und werden hier nur als Resultate wiedergegeben. Einige Kon-
zepte wie der F-Test und der t-Test bekommen eine etwas andere Bedeutung als bei der
einfachen Regression. Ein neues Problem, das nur bei der multiplen Regression auftre-
ten kann, ist die Multikollinearitdt. Ein wichtiges Thema ist schliesslich die Modellbil-
dung und Variablenauswahl aufgrund der statistischen Kenngréssen.

3.1 Methode der kleinsten Quadrate

Fur die multiple Regression wird am besten die Darstellung mit Matrizen und Vektoren
verwendet, da sie eine kompakte und Ubersichtliche Darstellung erlaubt. Es werden
folgende Matrizen und Vektoren beniitzt:

1 X Xy Y1 :Bo &
X = 1 Xfl ka , Y= %2 , B= ’?1 und €= gf . (3.1)
1 an Xnk yn ﬂk gn

Die Matrix X hat die Dimension nx(k+1), wobei n die Anzahl der Beobachtungen

und k die Anzahl der Regressoren bezeichnet.
Wie bel der einfachen Regression wird y als Zufallsvariable betrachtet, wahrend die
Werte in X als gegeben (ohne Messfehler) angenommen werden. Die Zufallsvariable y

wird beschrieben durch
y=XB+e¢. (3.2
Dabei beschreibt die allgemeine lineare Funktion X/ den Mittelwert von y und die

Zufallsvariable £ die Verteilung der Fehler.
Fur die Methode der kleinsten Quadrate bildet man die Quadratsumme

S=¢e'e=(y - BX")y-XB). (3.3)
Diese Funktion wird minimiert wenn die Normalgleichungen
X™XB=X"y (3.9)

erflllt sind. Daraus erhélt man die Gleichung fur die Koeffizienten ﬁ

B=(X"X)XTy. (3.5)

18
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Der Schatzwert fur y ist
y=XB (3.6)
und die Residuen sind
e=y-XB=y-X(X"X)XTy = (I -H)y, (3.7)
mit der Matrix H = X(X X)X,

3.2 Varianzanalyse

Die Betrachtungen Uber die Varianzanalyse und den Korrelationskoeffizienten bei der
einfachen Regression sind auch fur die multiple Regression glltig, da sie nur die abhan-
gige Variable y betreffen.

3.2.1 Quadratsummen
Die Quadratsumme der Residuen (Residual Sum of Squares) ist

S =2 (Vi = 9. (3.8)
i=1
Die Quadratsumme der Regressionsabweichung (Regression Sum of Squares) ist
S =2 (¥ - Y)° (3.9)
i=1
und die Quadratsumme der totalen Abweichung ist
S =2 (Y - V). (3.10)
i=1
Auch hier gilt die Addition der Quadratsummen
SShes + Sy = Sra- (3.11)
Der Erwartungswert fur die Regressionskoeffizienten ist
E(B)=8. (3.12)

Angelle der Varianz eines einzelnen Regressionskoeffizienten tritt die Varianz-
Kovarianz-Matrix

var(fB) = o?(XTX)™ (3.13)
Die Varianz der Fehler o wird geschétzt durch
52 =M ke : 3.14

Dabei ist n—k —1 die Anzahl der Freiheitsgrade bei n Beobachtungen und k Regresso-
ren.
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3.2.2 Korrelationskoeffizient

Die Anpassung der Regression kann wie bei der einfachen Regression mit dem multip-
len Korrelationskoeffizienten oder mit dessen Quadrat, dem Bestimmtheitsmass (Coef-
ficient of multiple determination) beurteilt werden. Diese Grosse ist definiert als

Re = ke g e (3.15)
S S

Je besser die Anpassung bei der Regression ist, umso grosser wird R*. Der maximale
Wert von Eins wird nur erreicht, wenn die Residuen Null sind.

Der Korrelationskoeffizient wird oft verwendet, um verschiedene Modelle miteinan-
der zu vergleichen. Da jeder zusétzliche, auch unwesentliche Regressor eine Vergrosse-
rung des Korrelationskoeffizienten bringt, ist diese Beurteilung aber nicht ganz objektiv.
Daher wird oft der angepasste (adjusted) Korrelationskoeffizient beniitzt, der zusédtzlich
die Anzahl der Regressoren berticksichtigt. Die Definition lautet:

2 _q_ SSe/(n—k-1)
R, =1 - D (3.16)

Es hat sich jedoch gezeigt, dass der angepasste Korrelationskoeffizient gegentiber dem
gewohnlichen Korrelationskoeffizienten kaum einen Vorteil bringt, wenn die Anzahl
der Regressoren k gegentiber der Anzahl Beobachtungen n klein ist. Der Koeffizient Ry
kann auch geschrieben werden als

S T (3.17)
S, /(n-1)
AlsVergleichskriterium sind daher Ry und MSges quivalent, d.h. ein Modell mit einem
kleineren MSzes Wird automeatisch auch einen grosseren Wert furr R anzeigen.
Weitere Kriterien fur die Qualitdt der Regression, die hier nicht untersucht wurden,
sind Mallow’s Cy-Wert und PRESS (Montgomery, S. 299 und S. 301).

3.2.3 Globaler F-Test
Zusammen mit der Varianzanalyse wird oft der globale F-Test angegeben. Aus der
Testgrosse
E :SSReg/deeg: SSeo /K :MSReg
° %&lde% %m/(n_ k_l) MSR%

ist ersichtlich, ob Uberhaupt eine statistisch relevante lineare Beziehung vorhanden ist.
Wenn der Wert fur F, gross ist, kann eine lineare Beziehung angenommen werden.
Genauer gesagt wird die Null-Hypothese getestet, dass alle Regressionskoeffizienten
Null sind. Die Hypothese wird verworfen, wenn fir ein Signifikanzniveau o

Fo>Fina (3.19)

(3.18)

Der Wert F,, ., kann in einer Tabelle nachgeschlagen werden. In einem Computer-
programm wird meistens der zugehtrige p-Wert berechnet. Die Hypothese wird dann
verworfen, wenn p < . Die Verwerfung der Null-Hypothese bedeutet die Annahme der
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Gegenhypothese, dass mindestens ein Regressionskoeffizient von Null verschieden sein
muss. Die Signifikanz der einzelnen Regressionskoeffizienten wird dann mit dem t-Test
beurteilt.

Der globale F-Test beurteilt, ob mindestens ein Regressionskoeffizient signifikant von
Null verschieden ist. Diesist der Fall wenn Fy>F,, ., oder p<e.

Bei einigermassen verninftigen Modellen ist der globale F-Test praktisch immer erfillt.

3.3 Partieller F-Test, partieller Korrelationskoeffizient

3.3.1 Partieller F-Test bei Elimination

Die F-Kenngrésse kann auch noch anders interpretiert werden, namlich Gber die Zu-

nahme der Quadratsumme der Residuen, wenn man alle Regressoren weglassen wirde.
Es ist einfach zu sehen, dass dann §. =y wére. Die Zunahme der Quadratsumme der

Residuen ware dann gerade ASS, = S5, die Grosse, die im Zahler der Definition der

F-Testgrosse steht. Diese Definition lasst sich erweitern fir den Fall, wo nur ein Teil
der Regressoren weggelassen wird. Man spricht dann von einem partiellen F-Test.

Wenn durch das Weglassen von r Regressoren die Quadratsumme der Residuen um
ASS,.. zunimmt, lautet die entsprechende F-Testgrosse

F =25/l (3.20)
MSzes

Weglassen von r Regressoren bedeutet in diesem Fall eine neue Berechnung der Reg-
ressionskoeffizienten mit dem reduzierten Modell. Der Wert MSzes bezieht sich auf das
ursprungliche Modell.

Praktisch interessant ist der Fall, wenn man einen einzelnen Regressor weglasst. Es
kann gezeigt werden, dass das Weglassen des Regressors j im reduzierten Modell zu
einem Zuwachs der Quadratsumme der Residuen von

B
C.

1l

ASSee (3.21)

fuhrt, wobei C; den Diagonalterm (j, j) der Matrix (X'X)™ bezeichnet. Die Herlei-

tung kann elegant als Regressionsproblem mit der Nebenbedingung ,BJ. =0 formuliert

und mit einem Lagrange-Multiplikator gelost werden (siehe Anhang). Damit wird die
entsprechende partielle F-Kenngrésse fur einen einzelnen Regressionskoeffizienten

B
F=—t— (3.22)
MS..C;
Die partielle F-Kenngrésse gibt also an, wie gross der Zuwachs der Quadratsumme der
Residuen ist, wenn ein Regressor eliminiert wird. Die gleiche Information liefert auch
die t-Kenngrosse. Wie weiter unten gezeigt wird, ist die partielle F-Kenngrosse fir
einen Regressor gerade gleich dem Quadrat der t-Kenngrosse.
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3.3.2 Partieller F-Test bei Einfugen, partieller Korrelationskoeffizient

Mochte man zu einem bestehenden Modell einen neuen Regressor hinzuftigen und kann
man aus mehreren auswahlen, so stellt sich die Frage, welcher die Quadratsumme am
starksten reduzieren kann. Wie im Anhang gezeigt wird, ist die Abnahme der Quadrat-
summe der Residuen beim Einfligen eines neuen Regressors z
T 2 T 2
e ee
ASSR%:(y 3 :( ) : (3.23)

Z'e, ee

7z

Dabel ist
e, =y - X(X'X)"X"y (3.24)

der Vektor der Residuen und analog
e,=z—-X(X'X)*X"z (3.25)

der Vektor der Residuen, wenn man die Regression mit z anstatt mit y durchfihrt. Eine
entsprechende F-Kenngrisse bezogen auf das Modell mit den neuen Regressor ist dann

) ASS,.
T (S _ass.) (k-2 (3.26)

wobei sich SS, . und k auf das urspringliche Modell vor dem Einfligen des Regressors

beziehen.

Ein ahnliches Resultat folgt aus der Uberlegung mit dem so genannten partiellen
Korrelationskoeffizienten (Goldberger 1966, S. 198). Die ldee ist, die Residuen e,
durch den zusétzlichen Regressor zu modellieren. Man ist aber nur an dem Teil interes-
siert, der nicht schon durch die alten Regressoren modelliert werden kann. Daher zieht

man auch vom neuen Regressor den Anteil ab, der durch die alten Regressoren ausge-
driickt werden kann, d.h. man betrachtet die Residuen e,. Der partielle Korrelationsko-

effizient ist dann der gewohnliche Korrelationskoeffizient zwischen den Residuen e,
und e,. Das Quadrat des Korrelationskoeffizienten ist also

(€fe.)’
2 =L 3.2
" (Cle.)(efe) oo
Beachtet man dass SS, = e§ey, findet man durch Vergleich mit (3.23), dass die obige
Formel auch ausgedriickt werden kann als

R, =Sk (3.28)

SSees
wobei sich SS,, wieder auf das urspriingliche Modell vor dem Einfligen des Regressors
bezieht. Der partielle Korrelationskoeffizient Iésst sich mit Hilfe von (3.26) auch aus-
driicken als

2 _ Fo
Rye F,+(n—k-2)

(3.29)
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Der partielle Korrelationskoeffizient liefert also im Wesentlichen die gleiche Informati-
on wie die partielle F-Kenngrosse oder damit auch wie die t-Kenngrosse, die ein
Regressor nach dem Einfligen bekommen wirde.

3.4 Signifikanz und Konfidenzintervalle

3.4.1 t-Test

Wie bei der einfachen Regression kann auch bei der multiplen Regression ein t-Test fiir
einzelne Regressionskoeffizienten durchgefihrt werden. Der Standardfehler eines Reg-
ressionskoeffizienten wird aus dessen Varianz [Gleichung (3.13)] und dem Schétzwert
6° = MS,, bestimmt:

se(;) =6°C; . (3.30)

Diet-Kenngrosse ist damit

./ /S

Cos(f) JMSC,
Dieser Wert und der entsprechende t-Test gilt nur fur die aktuelle Kombination von
Regressoren. Wenn das Modell andert, &ndern sich auch die t-Kenngréssen.

Wie schon bei der einfachen Regression gibt es einen Zusammenhang zwischen der
t-Kenngrésse und der partiellen F-Kenngrosse fur einen einzelnen Regressor, namlich
t2 = F,. Die t-Kenngrosse (wie die F-Kenngrdsse) hat somit nicht nur die statistische
Bedeutung, die etwas Uber die Signifikanz der Regressionskoeffizienten aussagt, son-
dern ist auch ein direktes Mass daflr, wie stark die Quadratsumme der Residuen zu-

nimmt, wenn ein einzelner Regressor aus dem Model eliminiert wird. Er ist daher ein
wichtiges Mittel bei der Variablenauswahl und der Modellbildung.

(3.31)

Der t-Test und der partielle F-Test fir einen Regressor sind aquivalent. Fir die Test-
grossen gilt t; =F,. Ein einzelner Regressionskoeffizient ist signifikant, wenn die
Testgrosse Uber dem entsprechenden kritischen Wert liegt, oder wenn p< «. Der Tet
gilt nur fur die aktuelle Kombination von Regressoren, d.h. nur den néchsten Eliminati-
onsschritt.

3.4.2 Konfidenz- und Prognoseintervalle

Wie bei der einfachen Regression kénnen Konfidenzintervalle fur die Regressionspara-
meter und fur die Prognose angegeben werden. Das  00(1- )% Konfidenzintervall fir
einen Regressionsparameter f; ist

,Bj _ta/z,n—k—n/é-zcjj < ,Bj < :Bj +ta/2,n—k—1\/62CJ‘j- (3-32)

Das Konfidenzinterval fir einen einzelnen Wert y, in der Zukunft muss sowohl die
Streuung des Mittelwertes wie auch die Streuung der y-Werte um den Mittelwert be-
rucksichtigen. Das 00(1- )% Prognoseintervall fir y, an einem Punkt x, (der nicht
unbedingt bei der Regression benutzt wurde) ist
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Jo—tarzn oy 67 (14 X5 (XTX) X )

. (3.33)
< Yo S o+ lurzn oy 67 (X5 (XTX) %,

Dabei ist Y, :xgﬁ der Erwartungswert an der Stelle x,,. Dieses Intervall ist algemei-
ner als das oft in der Praxis verwendete Intervall von £+mé (Faktor mal Standardabwei-
chung), das den Einfluss der Streuung der Regressionsparameter vernachlassigt. Die
Streuung der Regressionsparameter wird durch den Ausdruck x| (X "X)™x, beriicksich-
tigt. Der Ausdruck x; (X "X)™x, wird vor allem wichtig, wenn der Punkt x, ausserhalb

des Regressionsbereichs liegt, wie das im néchsten Abschnitt beschrieben ist.

3.4.3 Extrapolation

Ein Regressionsmodell liefert nur dann eine zuverlassige Prognose, wenn die Regressi-
onsvariablen im urspriinglichen Regressionsbereich liegen. Bei der multiplen Regressi-
on ist dieser Bereich nicht einfach durch die Bereiche der einzelnen Regressoren
gegeben, sondern durch deren Kombination (Punkte in einem mehrdimensionalen
Raum). Der Interpolationsbereich ist dann ein Gebiet, das diese Kombinationspunkte
umfasst. FUr zwei Regressoren kann der Sachverhalt aus Bild 3-1 ersehen werden. Da
eine Extrapolation nicht ohne weiteres ersichtlich ist, spricht man auch von versteckter
Extrapolation.

X

A

Bereich x,

v
=<

Bereich x

Bild 3-1: Versteckte Extrapolation, Punkte mit: o Extrapolation, e Interpolation

Eine einfache Abschdtzung durch ein (mehrdimensionales) Ellipsoid kann Gber die
Matrix

H=X(X"X)"XT" (3.34)
erfolgen (Montgomery, S. 110). Ein Ellipsoid, das den Bereich der Interpolation um-
fasst, wird beschrieben durch

X"(X™X)*x < h, (3.35)

wobei x ein allgemeiner Punkt ist. Die Grenze h__, wird aus dem maximalen Diago-
nalwert h, der Matrix H bestimmt. Fir einen Prognosepunkt X, bestimmt man dann

hyo = X5 (XTX) 7%, (3.36)
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und vergleicht den Wert mit h,__ . Ist h,, > h,, ist der Punkt x,, ein Extrapolationspunkt

und man kann nicht unbedingt eine gute Prognose erwarten. Dieser Sachverhalt wird

sich auch dadurch zeigen, dass das Prognoseintervall [Gleichung (3.33)] vergrossert
wird, da dort der Ausdruck fur h,, erscheint.

max !

3.5 Multikollinearitat

Ein wichtiges Problem, das bel der multiplen Regression auftreten kann, ist die so ge-
nannte Multikollinearitét. Sind zwel oder mehrere Regressoren von einander linear
abhangig, so wird die Matrix X'X singuldr. Eine exakte lineare Abhangigkeit wird
kaum vorkommen, aber auch eine anndhernd lineare Abhangigkeit flhrt zu verschiede-
nen Problemen. Eine solche anndhernd lineare Abhangigkeit wird hier als Multikolli-
nearitat bezeichnet (Kollinearitat bei zwei Regressoren). Die Matrix X "X ist schlecht
konditioniert und damit kann die Ldsung je nach verwendeter Methode numerisch
ungenau werden. Eine schlecht konditionierte Matrix bedeutet auch, dass eine kleine
Anderung in den Eingabewerten einen grossen Einfluss auf die Losung hat, ein Verhal-
ten, dass insbesondere fir eine Prognose nicht erwinscht ist.

3.5.1 Variable Inflation Factor, VIF
Der wichtigste Parameter, der eine Multikollinearitét anzeigt, ist der Variance Inflation
Factor, VIF, definiert as

VIF=C,S,. (3.37)

Der VIF ist also im Wesentlichen der Diagonalterm der inversen Matrix C = (X"X)™.
Der Skalierungsfaktor S; ist gegeben durch

Ein grosser VIF-Wert und damit ein grosser Diagonalterm in (X"X)™ zeigt direkt, dass
eine kleine Variation in den Eingabegrdssen die Regressionskoeffizienten stark beein-
flusst. Eine andere Interpretation erfolgt Gber die Varianz der Regressionskoeffizienten:

A

var(s) S.. (3.39)

2
o 1l

VIF =

Ein grosser VIF-Wert bedeutet eine grosse Varianz des entsprechenden Regressionsko-
effizienten, daher auch der Name (Variance Inflation Factor). Eine weitere interessante
Interpretation beruht auf der Tatsache, dass

VIF :1_—1R2. (3.40)

J
Dabei ist Rf das Bestimmtheitsmass aus einer Regression von x; gegentber allen an-

dern Regressoren (siehe Anhang). Ein Wert nahe bei Eins ergibt eine hohe Korrelation
und zeigt, dass x; durch eine lineare Kombination der Ubrigen Regressoren approxi-

miert werden kann, dass also eine Multikollinearitét vorhanden ist. Fir ein RJ.2 nahe bei
Einswird der VIF-Wert entsprechend gross.
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3.5.2 Auswirkungen der Multikollinearitat

Regressionskoeffizienten, die an einer Multikollinearitét beteiligt sind, werden nur als
Kombination richtig berechnet. Wegen der gegenseitigen Abhangigkeit kann praktisch
die gleiche Regression mit verschiedenen Kombinationen erreicht werden. Die einzel-
nen Koeffizienten haben in dem Sinne keine Aussagekraft. st man an den Regressions-
koeffizienten direkt interessiert, so muss die Multikollinearitét zuerst beseitigt werden.
Methoden sind im nachsten Kapitel beschrieben.

Die t-Kenngréssen fir Regressoren, die an einer Multikollinearitét beteiligt sind,
gelten nur fUr den néchsten Eliminationsschritt, nicht aber fir das Gesamtmodell. Im
Allgemeinen sind die t- Kenngréssen zu klein und die Bedeutung der Regressoren wird
unterschétzt. Eine Multikollinearitdt wirkt sich bei der Variablen-Selektion ungiinstig
aus, dabei einer Auswahl aufgrund der t- Kenngréssen oft zuerst die falschen Regresso-
ren eliminiert werden. Auf jeden Fall sollte die Elimination schrittweise erfolgen, damit
sich die t-Kenngréssen nach jedem Schritt wieder neu einstellen kdnnen.

Fur die Prognose ist die Multikollinearitét nicht unbedingt nachteilig, solange ge-
wahrleistet ist, dass die gegenseitigen Abhangigkeiten der Regressoren auch in der
Zukunft gegeben sind. Ein solches Verhalten ist oft bei gemessenen Temperaturen zu
beobachten. Ein sehr unguinstiger Fall ist aber der, wenn zwei dhnliche Regressoren sich
gegenseitig fast aufheben. Die Differenz ist meist eher zufallig, und man kann nicht
damit rechnen, dass das Verhalten fur die Prognose gleich ist wie bei der Regression.

Die Bedeutung und der Einfluss der Multikollinearitét sind nicht immer klar zu er-
kennen. Grundsétzlich sollte man sie daher vermeiden, indem man versucht moglichst
unabhéngige Regressoren zu benltzen. Bel Transformationen von gemessenen Variab-
len sollte man nach Méglichkeit orthogonale Funktionen wahlen. Dieser Punkt wird
ausfihrlicher in Kapitel 5 erlautert. Im nachsten Kapitel werden Methoden beschrieben,
mit denen die Multikollinearitédt beseitigt werden kann.

3.6 Variablenauswahl

Die Statistik ist ein wichtiges Werkzeug beim Aufstellen eines geeigneten Regressi-
onsmodells. Obwohl man sich in erster Linie auf die Physik und die Ingenieurerfahrung
abstiitzen sollte, kommen doch meistens zu viele Regressoren als Kandidaten in Frage,
von denen man die wichtigsten auswahlen muss. Fir die Variablenauswahl gibt es
grundsétzlich zwei Strategien: Man kann von einem Modell mit vielen Regressoren
ausgehen und die unwichtigen eliminieren, oder man kann mit einem kleinen Modell
beginnen und die wichtigsten Regressoren einfligen.

3.6.1 Elimination

Die Auswahl der Regressoren aus einem grossen Modell erfolgt hauptsachlich auf
Grund der t-Testgrossen. Wie schon frither beschrieben, kann diese Grosse auf zwei
verschiedene Arten interpretiert werden. Statistisch gesehen sagt sie aus, ob ein Regres-
sionskoeffizient signifikant von Null verschieden ist. Dazu wird der aus der t-Verteilung
(Student-Verteilung) berechnete p-Wert verwendet. st dieser grosser als ein gewahlter
Wert (oft 5% oder 1%), ist der entsprechende Regressor nicht signifikant und kann
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eliminiert werden. Numerisch betrachtet, andererseits, ist die t-Kenngrosse ein direktes
Mass dafr, wie stark die Quadratsumme der Residuen zunimmt, wenn der entspre-
chende Regressor eliminiert wird. Dabei wird bertcksichtigt, dass nach der Elimination
die andern Regressionsparameter ihre Werte anpassen. |t eine t-Kenngrésse viel kleiner
als die Ubrigen, so kann der entsprechende Regressor eliminiert werden, ohne dass die
Quadratsumme der Residuen stark zunimmt.

Die beiden Interpretationen sind insofern konsistent, als dass eine kleine t-Kenngros-
se sowohl statistisch wie auch numerisch einen unwichtigen Regressor anzeigt. Aller-
dings kann es vorkommen, dass ein Regressor numerisch gesehen einen kleinen Beitrag
liefert, obwohl er statistisch signifikant erscheint. Dieser scheinbare Widerspruch, ist
meistens auf das Problem der Autokorrelation der Fehler zurtickzuftihren. Bei Zeitrei-
hen sind die Fehler typischerweise nicht voneinander unabhéngig, sondern unmittelbar
aufeinander folgende Fehler sind korreliert. In diesem Fall sind die Annahmen der
klassischen Methode der kleinsten Quadrate nicht mehr erflllt. Die t-Kenngrdssen
werden dann meistens Uberschétzt, und einige Regressoren erscheinen falschlicherweise
als satistisch signifikant. Die numerische Interpretation der t-Kenngréssen jedoch,
namlich als Mass fir das Anwachsen der Residuen, wenn ein  Regressor eliminiert
wird, gilt auch wenn die Fehler korréliert sind. Eine Verallgemeinerung der Methode
der kleinsten Quadrate, die auch bei einer Autokorrelation der Fehler funktioniert, ist im
nachsten Kapitel beschrieben.

Dass die t-Testgrossen nur jeweils fur den nachsten Eliminationsschritt gelten, wur-
de schon fruher erwahnt. Wird ein Regressor eiminiert, andern die tbrigen Koeffizien-
ten ihren Wert und passen sich neu an. Auch die t-Testgrossen andern sich, sodass
unwichtige Regressoren plétzlich wichtig werden kdénnen und wichtige unwichtig.
Dieses Phanomen tritt umso stérker auf, je mehr die Regressoren miteinander korreliert
sind. Waren alle Regressoren orthogonal, kdnnten sie unabhangig voneinander elimi-
niert werden. Die gegenseitige Abhangigkeit der Regressoren ist der Grund, dass man
bei der Elimination immer schrittweise vorgehen sollte, d.h. es sollte immer nur ein
einzelner Regressor aufs Mal eliminiert werden. Sonst kbnnen Regressoren, die am
Schluss wichtig sind, schon ganz am Anfang aus dem Rennen fallen. Auch so ist nicht
garantiert, dass man zur optimalen Lésung kommt. Diese kann nur gefunden werden,
wenn alle mdglichen Kombinationen (Untermengen) von Regressoren untersucht wer-
den. Es gibt zwar effiziente Algorithmen, die das tun (Furnival und Wilson 1974), aber
der Aufwand ist trotzdem betrachtlich, gibt es doch bei k Regressoren 2¢ Kombinatio-
nen (2'° =1024,2*° =10°). Auch wenn nicht garantiert ist, dass man zum optimalen
Resultat kommt, ist die schrittweise Elimination doch von grosser praktischer Bedeu-
tung.

3.6.2 Einfugen

Angtatt die Regressoren schrittweise zu eliminieren, kann man sie auch schrittweise
einfigen. Man fugt dem Modell schrittweise denjenigen Regressor dazu, der die Quad-
ratssumme der Residuen am meisten reduziert. Fir jeden Schritt kann die t-Testgrosse
berechnet werden, die der Regressor nach hinzufiigen im neuen Modell erhalten wirde.
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Wie bel der Elimination muss das neue Modell nicht berechnet werden, sondern die
t-Testgrosse kann aus dem alten Modell bestimmt werden, wie weiter oben gezeigt
wurde. Bei der Auswahl mit diesem Verfahren ergeben sich grundsétzlich die gleichen
Probleme wie bei der schrittweisen Elimination, namlich dass Regressoren, die einge-
fahrt wurden, weil sie wichtig sind, beim Einfligen von weiteren Regressoren plétzlich
unwichtig werden kénnen. Am besten verwendet man eine kombinierte Strategie, indem
man z.B. mit einem grossen Modell beginnt und schrittweise Regressoren eliminiert. In
das reduzierte Modell kann man dann wieder einzelne Regressoren einfligen und das
Modell wieder reduzieren. So bekommen Regressoren, die frihzeitig eliminiert wurden,
eine zweite Chance. In einem Computerprogramm kann man fir alle aktiven Regresso-
ren die t-Testgrosse angeben, fur die inaktiven Regressoren die t-Testgrosse, die sie
nach dem Einfligen bekommen wirden. Sortiert man alle Regressoren, die aktiven und
die inaktiven, nach diesen t-Testgréssen, sieht man bei einer schrittweisen Elimination
sofort, wenn ein Regressor, der bereits eliminiert wurde, wieder eingefligt werden sollte.
Allerdings konvergiert diese Strategie nicht immer, da der wieder eingefligte Regressor
die andern Regressoren beeinflusst.



4 Weitergehende Verfahren

In diesem Kapitel werden Verfahren behandelt, die angewendet werden kénnen, wenn
die gewohnliche Verfahren versagen, entweder bei einer starken Multikollinearitét oder
bei einer Autokorrelation der Fehler. Bei der Multikollinearitdt kommen die Principal-
Component-Regression und die Ridge-Regression zur Anwendung, bei der Autokorrela
tion der Fehler fuhrt die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate weiter.

4.1 Standardisierte Variablen

Oft wird die Regression mit standardisierten Variablen durchgefihrt. Fir die bisherigen
Betrachtungen war diese Form nicht nétig, aber fUr die folgende Principal-Component-
Regression und die Ridge-Regression ist sie die richtige Form. Die standardisierten
Variablen sind definiert als

~..:LYJ mit S. = y % )? 4.1
X; @g i 2;&1 )5 (4.1)
und
g =2 mit 5= (y,-V)’=SS.. (4.2)
'\[Syy i=1

Die Umformung umfasst sowohl eine Zentrierung wie auch eine Skalierung, sodass die
Vektoren Mittelwert Null und Lange Eins haben. Mit den Matrizen

Xy o Ry ¥ by &
g=f Tl g% po|®| ao| %, (4.3
Xy o X v, b, £,
kann die Regression geschrieben werden als
J=Xb+é&. (4.4)

Da die Regressionsfunktion (Hyperebene) wie in der einfachen Regression durch den
Schwerpunkt geht, verschwindet mit der Zentrierung der konstante Term. Die Matrix X
enthalt daher nur noch die Regressoren ohne die Einer fur die Konstante und hat damit
auch eine Spalte weniger als die urspringliche Matrix X (siehe Anhang). Die Normal-
gleichungen sind dann

XT(y—Xb) =0, (4.5)

und die standardisierten Regressionskoeffizienten werden

29
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b=(X"X)Xy. (4.6)
Die geschéatzten y sind
§=Yy1+./S, Xb, 4.7)

wobei 1 einen Vektor mit Einsen bezeichnet. Die Umformung von standardisierten
Regressionskoeffizienten zu gewdhnlichen Regressionskoeffizienten erfolgt Gber die
Skalierung

1/2
BJ:B{EJ Cj=12,...k. (4.8)
Der Koeffizient fir den konstanten Faktor wird
n k.
ﬁozy_ZIBij' (4.9
j=1
Die Varianz der standardisierten Regressionskoeffizienten ist
var(b) = o?(XTX)™* (4.10)
Im Folgenden wird der Diagonalterm (j, j) der inversen Matrix (X™X)™ mit C; be-
zeichnet und es wird die im Anhang hergeleitete Beziehung (f“. =S, C; benltzt. Der
VIF kann mit den standardisierten Gréssen wie folgt geschrieben werden:
VIF =C;S; = éu' (4.11)
Diet-Testgrosse kann ebenfalls in standardisierten Variablen ausgedriickt werden:
.= = _ = — :
\/MSR%CJJ \/MSR% Cy/S \/MSR%CJJ

Aus der letzten Beziehung wird auch ersichtlich, dass

5 by
ty = — = 413
=(5) =) e

Estritt also ein zusitzlicher Skalierungsfaktor ./ S,, auf.

4.2 Principal-Component-Regression

Eine Methode zur Beseitigung der Multikollinearitét ist die Principal-Component-
Regression. Multikollinearitdt bedeutet ja, dass mehrere Regressoren voneinander ab-
hangig sind. Dies bedeutet auch, dass die Matrix XX annahernd linear abhangige
Spalten hat und schlecht konditioniert ist. Da die Principal-Component-Regression
meistens mit standardisierten Variablen durchgefthrt wird, muss man hier anstelle von
XX die Korrelationsmatrix XX betrachten. Es ist nun méglich, durch eine Transfor-
mation die Korrelationsmatrix zu diagonalisieren und so das Problem zu orthogonalisie-
ren.
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4.2.1 Methode
Eine Eigenwertzerlegung von XX fiihrt zu
XX =VAV', (4.14)

wobeil die Matrix V die Eigenvektoren enthdlt und die Diagonalmatrix A die Eigenwer-
te 4. Die Eigenvektoren sind orthonormal, d.h. VVT =V'V =1 . Durch Einfiigen der

Einheitsmatrix kann man das Regressionsmodell neu schreiben als

J=Xb+e=XVV'b+e=Za+e, (4.15)
mit den neuen Variablen
Z=XV (4.16)
und den neuen Regressionskoeffizienten
a=V'b. (4.17)
Die (nicht normierte) Korrelationsmatrix der transformierten Regressoren
Z'Z=V'X'XV =A (4.18)

ist nun eine Diagonalmatrix, d.h. die transformierten Variablen z, sind orthogonal. Die
Koeffizienten fur die transformierten Regressoren Z werden

é&=(2"2)"Z"y
=A"Z'y. (4.19)
Die geschétzten y sind dann
§=yl+/S,Za=y1+,[S, ZA7ZTy. (4.20)

Die obigen Formeln werden etwas klarer, wenn man einzelne Eigenvektoren be-
trachtet. Ein Eigenvektor kann geschrieben werden als

vi=| 7 (4.21)

Die Spalten von Z sind die transformierten Variablen z, und werden auch Principal

Components genannt. Sie sind Linearkombinationen der urspriinglichen Regressoren
X;, namlich [aus (4.16)]

Z, = XV, = VX, +V, %, +++-V, X, . (4.22)

Da A diagonal ist, sind die Gleichungen fir die einzelnen Regressionskoeffizienten
entkoppelt [aus (4.19)]

=4y, 4.23
%= (4.23)
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Die neuen Regressionskoeffizienten konnen durch die alten ausgedriickt werden als [aus
(4.17)]

O‘i:Vin:Vﬂbl"'Vzibz"'"'Vkibx- (4.24)

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine Matrix schlecht konditioniert ist,
wenn der kleinste Eigenwert gegenlber dem grossten Eigenwert sehr klein ist. Die
Konditionszahl der Matrix X™X ist as k=4, / 4, definiert, wobei 4, und A, der
grosste und der kleinste Eigenwert von XX sind. Eine grosse Konditionszahl bedeutet
eine schlecht konditionierte Matrix. Um die Multikollinearitét aufzuheben, werden nun
in der Principal-Component-Regression Eigenvektoren mit kleinen Eigenwerten wegge-
lassen. Im Allgemeinen nimmt die Quadratsumme der Residuen dadurch nicht wesent-
lich zu. Der Zuwachs hangt nicht nur von den Regressoren ab sondern auch von y. Eine
ausfihrlichere Erklarung bietet der Abschnitt im Anhang Uber die Singulérwertzerle-
gung. Eine statistische I nterpretation folgt in Abschnitt 4.2.3.

Fur eine einheitliche Implementierung in einem Computerprogramm kann die fol-
gende Uberlegung niitzlich sein. Das Weglassen von einigen Eigenvektoren kann durch
Weglassen der entsprechenden Spalten in V und Diagonaltermen in A erfolgen. Be-
zeichnet man die reduzierten Matrizen mit V, und A,, sind die transformierten Regres-

sionskoeffizienten
a=AV,"Xy. (4.25)
Die geschétzten y sind dann
§=y1+./S, (XV,) (A" V,'X"9)
=1+ /S, X(VAZV)XTY

Gegeniiber der urspriinglichen Formulierung wird also einfach die Matrix (X™X)™
durch V,A'V," ersetzt.

(4.26)

4.2.2 Beispiel

Ein einfaches Beispiel soll zeigen, wie die Principal-Component-Regression funktio-
niert. Gegeben seien die Matrizen

1 1 09
y=/0| und X=|0 02| (4.27)
-1 -1 -11

Um eine moglichst einfache Darstellung zu haben sind die Variablen zentriert und die
Kongtante féllt damit weg. Die Variablen sind nicht normiert, was aber nichts an der
Aussage des Beispiels andert. Die erste Spalte von X ist gerade gleich wie y, die zweite
Spalte ist nur leicht verschieden. Wenn man die VIF-Werte berechnet, findet man, dass
beide um 35 sind, dass man also eine Kollinearitét hat. Esist klar, dass g7 =[1 0] die
exakte Losung ist, und dass damit die Residuen verschwinden. Die zweite Spalte von X
stort eigentlich nur und verursacht die Kollinearitdt. Umgekehrt, wéare y gleich der
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zweiten Spalte, so wirde die Berechnung jene auswahlen. Es héngt also nur von Klei-
nigkeiten im y-Vektor ab, welcher der beiden Regressoren wie wichtig ist.

Die Eigenwertzerlegung liefert die Eigenwerte 4, =4.03 und 4, =0.03. Man kann
also den zweiten Eigenvektor weglassen und nur den ersten, v; =[0.702 0.712] ver-
wenden. Da nur ein Eigenvektor gewahlt wird, missen die Regressionskoeffizienten
proportional zu diesem sein. Die Berechnung liefert 7 =[0.493 0.5], und die Quad-
ratsumme der Residuen wird SS, = 0.015. Eine kleine Anderung des y-Vektors wiirde
an diesem Resultat wenig andern, da die Koeffizienten immer proportional zum Eigen-
vektor bleiben missen.

Das Beispiel zeigt auch, dass es nicht sinnvoll ist, viele ahnliche Regressoren ins
Modell einzufiihren und zu hoffen, dass die Berechnung die besten auswahit. Die Prin-
cipal-Component-Regression kann das nicht, sie findet eher einen Kompromiss bei dem
der Einfluss von allen dhnlichen Regressoren berticksichtigt wird. Man muss sich auch
immer bewusst sein, dass die Eigenwertzerlegung ohne den y-Vektor durchgeftihrt wird
und daher die Regressoren unabhangig von y transformiert werden.

Etwas anders verhélt sich das Beispiel wenn man

y=|-1 (4.28)
0

setzt. Die beiden Regressoren zeigen eigentlich in eine ganz anderer Richtung und eine
Approximation kann nur aus ihrer Differenz konstruiert werden. Die klassische Metho-
de berechnet " =[55 -5] und die Residuen sind wieder Null. Die Principal-
Component-Regression liefert ' =[0.209 0.212] und SS., =1.642. Die Regressi-

onskoeffizienten missen immer noch proportional zum Eigenvektor sein und kénnen
daher nicht verschiedene Vorzeichen annehmen wie bel der klassischen Methode. Da-
mit kann aber auch der y-Vektor nicht mehr gut gpproximiert werden, was in diesem
Fall sinnvoll ist, da man gerade verhindern will, dass Regressoren ohne Aussagekraft
durch eine Kombination zu viel Einfluss bekommen.

4.2.3 Interpretation

Zuerst soll hier noch etwas deutlicher ausgefuhrt werden, wie die Eigenwerte und die
Multikollinearitét zusammenhangen. Zum einen kann man die VIF-Werte durch die
Eigenwerte ausdriicken. Mit C = (X"X)™* = VAV folgt

K v

VIF, = C => . (4.29)

= A
Kleine Eigenwerte fiihren tatsachlich zu grossen VIF-Werten. Eine analoge Uberlegung
kann fUr die Varianz der Regressionskoeffizienten gemacht werden:

A

var (b ) =0 (4.30)

Mx
>l
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Kleine Eigenwerte sind also auch fir eine grosse Varianz der Regressionskoeffizienten
verantwortlich. Durch das Weglassen kleiner Eigenwerte werden die Regressionskoeffi-
zienten verandert und sind damit verzerrte (biased) Schatzwerte. Daflr wird die Varianz
verkleinert, was insbesondere fur die Prognose von Vorteil sein kann. Man beachte,
dass es nach dem Satz von Gauss-Markov nicht mdglich ist die Varianz der Regressi-
onskoeffizienten zu verkleinern, ohne dass die Schétzung verzerrt wird.

Man kann aber auch die Varianz der transformierten Regressionskoeffizienten be-
trachten. Diese ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

var (&) =0%(Z'2) = oA, (4.31)

Fur einen einzelnen Koeffizienten heisst das

2

var(@) = % (4.32)

Wenn ein Eigenwert sehr klein ist, ist diese Varianz sehr gross, was bedeutet, dass die
entsprechende Variable z, fast eine Konstante ist. Das heisst

Z, =V X, +V, X, +--V, X, = kongt, (4.33)

was nichts anderes it als die Definition der Multikollinearitét. Aus der Gleichung kon-
nen direkt die Beziehungen, die die Regressoren verbinden, herausgelesen werden.
Wenn aber z, fast eine Konstante ist, dann kann man sie auch einfach weglassen. Das
ist genau das, was die Principal-Component-Regression tut.

Das Weglassen eines Eigenvektors kann als Einfihren einer zusétzlichen Nebenbe-
dingung interpretiert werden (Chatterjee und Price 1977, Kapitel 8.4). Weglassen des
Eigenvektorsi bedeutet dessen Koeffizienten zu Null setzten:

o =Vyb +---+vih =0. (4.34)

Daraus erhalt man eine Bedingung fur die Regressionskoeffizienten b;. Oft sind nur
wenige der Faktoren massgebend. Ist z.B. o; = v, b + v, b, = 0, kann man diese Bedin-
gung in die Regressionsgleichung einsetzen und erhélt nebst anderen Termen

b X, +b,X, =X, - (Vli Iy, )b1)~(2 = bl(y(l_ (Vli Iy, ))”(2) (4.35)

Der letzte Klammerausdruck kann als neue Variable aufgefasst werden. Man kann also
X, und X, zu einer einzigen Variablen kombinieren. Mit dem Einflihren dieser kombi-
nierten Variablen ist dann auch die entsprechende Kollinearitét beseitigt. Man kann
diese Technik benitzen um z.B. Temperaturen, die stark korreliert sind, zusammenzu-
fassen. Die Methode wird aber bald einmal komplizierter, wenn viele Regressoren an
der Multikollinearitét beteiligt sind. Es missen dann mehrere Eigenvektoren weggelas-
sen werden, und anstatt einer Beziehungsgleichung hat man ein Gleichungssystem.

4.2.4 t-Test fur transformierte Regressoren

Grundsétzlich fuhrt man eine Principal-Component-Regression durch, um Multikolli-
nearitét zu beseitigen. Man sollte daher nur die Eigenvektoren mit dem kleinsten Ei-
genwerten weglassen. Andererseits interessiert es aber auch, welche Eigenvektoren die
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Residuen am wenigsten vergrossern, wenn sie weggelassen werden. Um dies festzustel-
len, kénnen analog zur urspriinglichen Formulierung t-Testgréssen fur die transformier-
ten Regressionskoeffizienten berechnet werden:

P 5 O TR
(@) JMS.h  JMS.

Im Anhang wird gezeigt, dass beim Weglassen eines Eigenvektors v, der Zuwachs in

der Quadratsumme der Residuen

ASS,. =S, % (4.37)

betragt. Damit kann man leicht verifizieren, dass auch die bekannte Beziehung zwi-
schen der t-Kenngrésse und der partiellen F-Kenngrosse gilt:

=052 (4.38)
MS;es

Die t-Testgrossen fur kleine Eigenwerte sind im Allgemeinen auch klein. (Dies ist aus
der Formel nicht ersichtlich.) Wenn also die entsprechenden Eigenvektoren weggelas-

sen werden, ist das im Allgemeinen nur mit einem kleinen Zuwachs der Residuen ver-
bunden. Allerdings sind nicht immer die kleinsten t, mit den kleinsten Eigenwerten

assoziiert. Der Wert von t, hangt auch von y ab, das in der Eigenwertzerlegung nicht
beteiligt ist.
4.2.5 Urspringliche Regressionskoeffizienten und t-Test
Die Uberlegungen in diesem Abschnitt stiitzen sich hauptsachlich auf die Publikation
Mansfield et al. (1977). Die urspringlichen Regressionskoeffizienten kénnen aus den
transformierten Koeffizienten berechnet werden als

Bre = Vi@ =V, AV )XTY. (4.39)
Dies ist die urspriingliche Formel mit (X"X)™ ersetzt durch V,A;*V,". Man kann fir
jeden Regressionskoeffizienten Bj herausfinden, um wie viel die Quadratsumme der

Residuen zunimmt, wenn der entsprechende Regressor eliminiert wird. Dabei werden
die Eigenvektoren nicht neu berechnet sondern einfach der Regressor X; von den Line-

arkombinationen weggel assen:

Z =V Ry VX, oV X Vg K e VK (4.40)
Im Anhang wird gezeigt, dass der Beitrag der Regressors X; zur Quadratsumme der
Residuen

ASS, . = (VlA]_.lvlT) (4.42)

1l

betragt. Analog zur urspringlichen Formulierung kann man daraus eine (Pseudo-)
t-Testgrosse herleiten, die zwar noch den Zuwachs der Residuen beschreibt, aber nicht
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mehr die statistische Bedeutung der t-Kenngrosse besitzt. Aus t; = F, = ASS, ./ MS,

findet man
t, = b JST: —. (4.42)
\/MSQ%(VlAl V1 )

Dies ist der gleiche Ausdruck wie bei der normalen Regression, wenn man (X'X)™
durch V,A;'V," ersetzt.

Man sieht also, dass bei der Principal-Component-Regression die gleichen Formeln
beniitzt werden kdnnen, wie bei der normalen Regression, wenn man (X'X)™ durch
V,A;'V," ersetzt. Dies ist vor allem auch bei der |mplementierung ein Vorteil, da man

den gleichen Code fur beide Methoden verwenden kann.

i

4.2.6 Diskussion

Die Principal-Component-Regression eignet sich gut fir die Beseitigung einer Multikol-
linearitét. Die Voraussetzung ist allerdings, dass nicht allzu viele Multikollinearitdten
beseitigt werden missen. Sind nur wenige Regressoren voneinander abhangig, so findet
man typischerweise einige wenige Eigenwerte, die viel kleiner sind als die Ubrigen.
Wenn man sie weglasst, vergrossert sich die Quadratsumme der Residuen nur unwe-
sentlich. Ein anderes Bild zeigt sich meistens, wenn sehr viele Multikollinearitéten
vorhanden sind. Die Eigenwerte sind dann typischerweise viel gleichmassiger verteilt,
und esist nicht klar, wo man abschneiden soll. Man muss auf jeden Fall viele Eigenvek-
toren weglassen, was zu einem Ubermassigen Anstieg der Quadratsumme der Residuen
fuhren kann. Das bedeutet aber auch, dass die verbleibenden Eigenvektoren nicht mehr
in der Lage sind, die unabhéngige Variable gut zu beschreiben.

Bei der Variablenauswahl mit Multikollinearitét ergeben sich mehrere Moglichkei-
ten, da sowohl die Eigenvektoren wie auch die Regressoren ausgewahlt werden kénnen.
Zwei Varianten sollen hier etwas ausfihrlicher diskutiert werden.

Man kann sich auf den Standpunkt stellen, dass man die Variablentransformation
aus der Principal-Component-Regression beibehélt und nur noch die neuen z-Variablen
betrachtet. Man kann dann zuerst jene mit den kleinsten Eigenwerten weglassen, um die
Multikollinearitéten zu beseitigen. Anschliessend kann man die z-Variablen mit den
kleinsten t-Testgrossen weglassen, um das Modell zu verkleinern. Da alle z-Variablen
zueinander orthogonal sind, muss auch nicht schrittweise vorgegangen werden. So gut
das klingt, das Problem ist damit nicht gelést. Das Problem beim Weglassen der
zVariablen mit den kleinsten Eigenwerten ist wieder, dass die verbleibenden
Eigenvektoren nicht mehr geeignete Regressoren sind und daher grosse Residuen
entstehen. Auch das Weglassen von z-Variablen mit einer kleinen t-Testgrosse ist nicht
so vorteilhaft, wie man das auf den ersten Blick annehmen konnte. Die Residuen
werden zwar nur wenig vergrossert, aber die urspringlichen Regressoren sind immer
noch alle im Modell. Macht man die Rucktransformation, so sieht man nichts mehr
davon, dass die z-Variablen mit kleinen t-Testgrossen weggelassen wurden, ausser dass
die Residuen leicht zugenommen haben.
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Eine andere Strategie it die, dass man zuerst mit der Principal-Component Regres-
sion die Multikollinearitdt beseitigt. Dann sind alle urspringlichen Regressoren mehr
oder weniger voneinander unabhangig und sie kdnnen nach ihren t-Testgréssen ausge-
wahlt werden. Diese Strategie wird in Mansfield et a. (1977) vorgeschlagen. Dort wird
auch empfohlen, nach der Elimination die Eigenvektoren wieder neu zu berechnen. Die
in dieser Studie betrachteten Beispiele haben aber gezeigt, dass diese Strategie oft un-
gunstig ist. Sind am Anfang viele Regressoren an der Multikollinearitédt beteiligt, mis-
sen viele Eigenvektoren weggelassen werden, was einen markanten Anstieg der
Quadratsumme der Residuen zur Folge hat. Werden dann die Regressoren eliminiert,
steigt der Fehler weiter an. Eine neue Berechnung der Eigenvektoren kann zwar den
Fehler wieder verkleinern, aber trotzdem scheint diese Strategie oft die falschen Regres-
soren zu eliminieren.

Trotz vielen Uberlegungen und Berechnungen konnte keine allgemein anwendbare
Strategie gefunden werden, wie die Principal-Component-Regression fir die Variablen-
auswahl eingesetzt werden kann. Es scheint, dass es bei sehr vielen, stark voneinander
abhangigen Regressoren gar nicht mehr moglich ist, die Eigenvektoren so auszuwahlen,
dass die Multikollinearitét beseitigt wird und die Residuen trotzdem klein bleiben.
Etwas bessere M 6glichkeiten bei der Variablenauswahl bietet die Ridge-Regression.

4.3 Ridge-Regression

Eine andere, einfachere Moglichkeit zur Beseitigung der Multikollinearitédt ist die so
genannte Ridge-Regression. Die fast singuldre Matrix (X"X) wird leicht modifiziert
indem ein kleiner Diagonalterm hinzugefiigt wird, namlich (X"X) +kl . Die Regressi-
onskoeffizienten werden dadurch:

by =(X™X +kI) Xy, (4.43)

Wie bei der Principal-Component-Regression ist dies ein verzerrter (biased) Schéatzwert
fir die Regressionskoeffizienten. Der Parameter k heisst denn auch Verzerrungspara-
meter (biasing parameter). Der Nachteil der Verzerrung wird durch die kleinere Varianz
der Regressionskoeffizienten aufgewogen (Montgomery, S. 349).

Der grosse Vorteil dieser Methode ist die einfache Implementierung. Man kann
namlich einfach die Daten wie folgt erweitern:

X, = X und —P} (4.44)
AT \/E| yA— O . .

Mit diesen Daten lasst sich dann die Standard-Regression durchfiihren. Der Nachteil,
der Methode ist der, dass der Parameter k vom Benitzer gewahlt werden muss. Es gibt
zwar verschiedene Regeln, die aber nicht generell akzeptiert sind. Der Wert sollte mog-
lichst klein sein, da sonst die Residuen zu stark ansteigen, andererseits muss er geni-
gend gross sein um die Multikollinearitét zu beseitigen. Eine Maoglichkeit ist,
verschiedene Werte im Bereich von 0 bis 1 auszuprobieren und zu sehen, ob und wo
sich die Regressionskoeffizienten stabilisieren (graphisch als so genannte Ridge Trace).
In Montgomery (S. 362) werden auch Regeln angegeben, wie aus dem Verhalten der
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Regressionskoeffizienten bei wachsendem Verzerrungsparameter Hinweise fur die
Variablenauswahl gewonnen werden kdnnen.

4.3.1 Diskussion

In den Beispielen wurde festgestellt, dass der V erzerrungsparameter immer relativ gross
gewahlt werden musste um die VIF-Werte unter 10 zu bringen. Der dadurch verursachte
Anstieg in der Quadratsumme der Residuen war meist inakzeptabel und viel grosser als
bei der Principal-Component-Regression. Es hat sich aber gezeigt, dass ein kleiner
Verzerrungsparameter (z.B. k=0.005) die Multikollinearitd soweit reduziert (VIF-
Werte um 100), dass dadurch die schrittweise Elimination der Regressoren stark verbes-
sert wird. Allerdings konnen verschiedene Verzerrungsparameter zu verschiedenen
Modellen flihren, sodass es sich empfiehlt, mehrere Varianten zu untersuchen. Oft ist im
reduzierten Modell keine Multikollinearitdt mehr vorhanden und wenn noch eine da ist,
kann sie mit der Principal-Component-Regression aufgehoben werden.

4.4 Autokorrelation der Fehler

Zeigt der Durbin-Watson-Test oder das Korrelogramm eine Autokorrelation der Fehler
an, so sind die Regressionskoeffizienten zwar noch unverzerrt, aber nicht mehr effizient,
d.h. sie haben nicht mehr minimale Varianz. Ebenso werden die t-Kenngréssen falsch
berechnet. Eine allgemeinere Methode, die auch mit korrelierten Fehlern funktioniert,
ist die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate (Generalized Least Squares).
Diese ist im Anhang beschrieben. Hier wird nur der einfachste Fall der Autokorrelation
erster Ordnung untersucht, der durch das folgende Fehlermodell beschrieben werden
kann:

E=pPE T, (4.45)
In jedem Zeitschritt t besteht der Fehler aus einem Anteil p des vorangehenden Fehlers
und einem neuen Fehler u,. Die Fehler u, sind normal verteilt und unkorreliert. Fur
diesen Fall reduziert sich die Methode auf eine verallgemeinerte Differenzenbildung
(generalized differencing). Die Methode wird hier fir einen einzelnen Regressor be-

schrieben, wobei die Verallgemeinerung auf mehrere Regressoren ohne Schwierigkeiten
ersichtlich ist. Das Modell

Y = IBO + ﬁlxt +& (4.46)

kann so transformiert werden, dass die Annahme eines unkorrelierten Fehlers erfillt ist.
Dazu wird die neue Variable y, =y, — py,_, gebildet. Diese it

Y =Y~ PYiu
=B+ Bix+&—p(fo+ B X+E)
= Bo(1=p) + (X — pX ) +& - pe
=B (1=p)+ BX +U,.
Das transformierte Problem lautet also
Y, = Bd-p)+ X +U (4.48)

(4.47)
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mit
y; =Y = PY und X; =X = PX - (4-49)

Der Fehler u, erflllt die Annahmen, sodass die gewohnliche Methode der kleinsten

Quadrate auf das transformierte Problem angewendet werden kann. Der Wert von p
muss geschétzt werden. Dazu wird mit den Residuen e das Modell e = pe _, +u, auf-

gestellt und p durch eine einfache Regression bestimmt (Montgomery, S. 496):

Zif_;-l _ (4.50)
t=1

Dies ist nebenbel bemerkt gerade der erste Wert des Korrelogramms. Diese Methode
zur Bestimmung von p wird in der Literatur auch nach Cochrane und Orcut (1949)
benannt.

Bei der Differenzenbildung fallen die Werte fir den ersten Zeitschritt weg, da eine
friihere Beobachtung fehlt. In der Literatur wird vorgeschlagen, den Fehler g, wie folgt

zu wahlen (Kmenta 1997, S. 302)

p=

g = (4.51)

J1-p%
Die Transformation fir den ersten Zeitschritt ist damit etwas anders als fiir die nachfol-
genden Zeitschritte, namlich

i = Yf1-p*
= B1=p7 + Bxf1- p* + 1= p? (4.52)
:,BO\/1—7+,81><: +U,.
Das transformierte Problem fur den ersten Zeitschritt ist also

yt* = ﬂo‘\/l_ ,02 + ﬂlx: + U, (4.53)

mit
Vi=yii-p? und x =xy1-p? (4.54)

Wird der erste Zeitschritt ebenfalls berticksichtigt, @&ndert sich die Schéatzung des Auto-
korrelationsparameters wie folgt:

—Zztz e‘e?‘l (4.55)
t=3 -1

Diese Methode wird nach Prais-Winston benannt (Kmenta 1997, S. 318). Im Anhang ist
eine noch etwas kompliziertere Berechnung nach Pesaran und Slater (1980) angegeben,
die auf einer Maximum-Likelyhood-Formulierung basiert.

Mit dem geschédtzten p werden durch verallgemeinerte Differenzenbildung die
transformierten Variablen gebildet. Da auch £, mit einem Faktor versehen ist, muss

p=
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dieser Faktor ebenfalls berlicksichtigt werden. Die Regression fur das transformierte
Problem ist

y: = ﬁO\Nt* + :let* +U (4.56)

Fur den ersten Zeitschritt ist

Vi =\1= A7y, und % =1-p7 und i =\1- 57 (457)

und fur alle andern Zeitschritte ist
y{ =Y _ﬁyt—l und X; =X _:axt—l und W; = 1_:5' (4.58)

Mit den neuen Variablen werden dann mit der gewdhnlichen Methode der kleinsten
Quadrate die Regressionsparameter 3, und A3, bestimmt. Dabei muss in der Matrix X

die erste Spalte nicht mit Einsen sondern mit w; aufgefillt werden. Diese Werte sind
ale gleich ausser dem ersten. Mit diesem Vorgehen werden nicht nur direkt die Regres-
sionsparameter /3, und £, sondern auch die t-Kenngrdssen richtig berechnet.

Mit den so berechneten Regressionsparametern kann die Regressionsgerade in den
ursprunglichen Variablen geschrieben werden. Mit den Residuen aus dieser Regression
kann ein neuer Wert fir p berechnet werden. Nach ein paar Iterationen sollte dieser
Wert konvergieren.

Ein Speziafall ist p =1. Obwohl damit einige der obigen Formeln ungiltig werden,
kann dieser Fall noch behandelt werden und wird auch in der Literatur beschrieben. Im
transformierten Problem wird die Konstante dann Null,

Yo = Bx +4, (4.59)

und man muss die Regression ohne Konstante durchfuhren. Fir das urspriingliche Prob-
lem wird die Konstante dann so bestimmt, dass die Regressionsgerade durch den
Schwerpunkt geht:

B,=Y-BX. (4.60)

Die neuen Regressionskoeffizienten sind natlrlich leicht anders als jene, die direkt
berechnet werden. Die Quadratsumme der Residuen (am urspriinglichen Problem be-
trachtet) ist nicht mehr minimal sondern leicht grosser. Dafir ist die Varianz minimal,
was sich positiv auf die Prognose auswirken sollte. In manchen Beispielen wurde beo-
bachtet, dass die Residuen in der Regressionsperiode etwas grosser, in der Prognosepe-
riode dafuir etwas kleiner waren als jene, die mit der gewdhnlichen Methode berechnet

wurden. Johnston (1963, S. 191) gibt fur die Verbesserung der Varianz folgende unge-
fahre Beziehung an:

var (ﬁ) _1-p?

var (B) 1+ p° (461

wobei ,B” den Regressionskoeffizienten nach der verallgemeinerten Methode und ,5’
jenen nach der gewdhnlichen Methode bezeichnet. Fir p = 0.5 wird also mit der verall-

gemeinerten Methode die Varianz gegeniiber der klassischen Methode auf 60% redu-
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ziert, bei p=0.9 sogar auf 10%. Eine so grosse Verbesserung kann natirlich nur er-
reicht werden, wenn die Autokorrelation der Fehler tatsachlich erster Ordnung ist, und
wenn p richtig geschétzt wird. In den Beispielen war die Verbesserung viel weniger
deutlich oder konnte Uberhaupt nicht festgestellt werden.

4.4.1 Diskussion

Insgesamt ist diese verallgemeinerte Methode bel einer Autokorrelation sehr viel
versprechend, aber sie zeigt in ihrer einfachsten Form noch einige ungeldste Probleme.
Bei einigen Beispielen konvergierte die iterative Methode zur Bestimmung von p nicht
oder die Losung war unbrauchbar, weil die Residuen viel zu gross waren. Das kann
mehrere Griinde haben. Einmal konnen die Fehler auch eine Korrelation hoherer Ord-
nung aufweisen. Zum andern handelt es sich um eine nichtlineare Regression und es ist
nicht garantiert, dass die einfache Methode, die verwendet wurde, auch konvergiert.
Aufwandigere Verfahren gehen von einer Maximum-Likelyhood-Formulierung aus, bei
der die Regressionskoeffizienten und p gleichzeitig berechnet werden. In den Beispielen
konnte in ein paar Problemfallen eine Optimierung von Hand durchgeftihrt werden. Fr
eine allgemeine Anwendung miisste jedoch der Algorithmus noch verbessert werden.

Sowohl die Durbin-Watson-Kenngrdsse und das Korrelogramm, wie auch die Trans-
formation zur Beseitigung der Autokorrelation der Fehler gehen von Beobachtungen mit
regelmassigen Zeitschritten aus. Kleinere Abweichungen sollten kein Problem sein,
aber bel ganz unregelmassigen Zeitschritten, kénnen die Methoden wohl kaum mehr
angewendet werden.

Die Methode ist @nlich wie, aber verschieden von einem autoregressiven Ansatz
Y, =B+ By, + B, X+¢e. Der autoregressive Ansatz ist theoretisch schwieriger zu
behandeln, da nun auch die unabhangige Variable vy, , eine Zufallsvariable ist. Bei der
vorgeschlagenen Methode werden zwar auch Differenzen der unabhangigen Variablen
gebildet, aber nur zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten. Fur die Prognose wird
die unabhangige Variable nicht benitzt.

Die Methode, wie sie hier beschrieben ist, hat in den Beispielen gute Resultate gelie-
fert und zum Teil eine bessere Prognose ergeben als die klassische Methode. Aber auch
wenn die Prognose nur wenig oder gar nicht verbessert wird, bleibt doch der wesentli-
che Vorteil, dass die t-Kenngréssen besser berechnet werden. Wie die Beispiele gezeigt
haben, kann damit die Elimination der Regressoren allein anhand der Statistik erfolgen.
Der Widerspruch mit den numerisch unwichtigen, aber statistisch signifikanten Regres-
soren verschwindet.

Wenn eine Autokorrelation der Residuen vorhanden ist, kann mit der klassischen
Methode der kleinsten Quadrate immer noch ein gutes Modell berechnet werden. Bei
der Auswahl der Regressoren ist der Ingenieur aber mehr auf seine Erfahrung angewie-
sen, da die berechneten t-Kenngréssen statistisch nicht mehr korrekt sind. Auch eine
grosse Varianz der Regressionskoeffizienten muss in Kauf genommen werden, was eine
weniger gute Prognose zur Folge haben kann. Der Fall mit téglichen Messwerten, wo
die Autokorrelation sehr ausgepragt ist, ist vielleicht nicht so haufig anzutreffen, wird
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aber mit dem Trend zu automatischen Messungen in Zukunft eine vermehrte Rolle
spielen.



5 Regressionsmodelle fir Staumauern

5.1 Einflussgréssen

Die haufigste Anwendung der linearen Regression bei Staumauern ist die Uberwa-
chung von Verschiebungen. Die wichtigsten Einflussgrossen sind die Hohe des Wasser-
spiegels und die Temperatur. Wenn keine Temperaturmessungen zur Verfligung stehen,
kann der Temperatureinfluss durch eine saisonale Funktion approximiert werden. Eben-
falls betrachtet werden Funktionen fir irreversible Verschiebungen.

Neben diesen priméren Einfliissen werden hier auch noch sekundére Einflisse be-
trachtet. Es handelt sich dabei um abgeleitete Gréssen, Grossen die nicht direkt gemes-
sen werden, sondern aus Messwerten berechnet werden. Betrachtet werden hier
Temperaturen im Innern der Mauer, berechnet aus den Temperaturmessungen nahe der
Oberflache und Kriechen, berechnet aus den elastischen Verformungen aus Wasser-
druck. Beide diese Grossen beinhalten einen Einfluss der gemessenen Grossen Uber eine
gewisse Zeitdauer. Die Bestimmung von sekundéren Einflussgrossen ist nicht der
Hauptgegenstand dieser Untersuchung, jedoch ist ihre Auswahl ein wichtiges Thema, da
sie oft zu Multikollinearitét flhren.

5.2 Polynome

Der Einfluss der Stauhdhe auf die Verschiebung kann im Allgemeinen mit einem Poly-
nom von hdchstens viertem Grade erfasst werden. Da die Stauhthe gerne als Hohe Gber
Meer angeben wird, muss zuerst auf eine neue Referenz umgerechnet werden, da sonst
die Potenzen zu grossen Zahlen fuhren wirden. Oft wird die minimale Stauhdhe als
Referenz verwendet.

Polynome tendieren dazu, linear abhdngige Regressoren zu produzieren. Eine erste
Massnahme zur Vermeidung des Problems ist die bereits angedeutete Verschiebung der
Referenzlage. Besser als ein Minimalwert ist vom Standpunkt der Multikollinearitét der
Mittelwert als Referenz. Grossen mit dem Mittelwert als Referenz werden auch zentriert
genannt. Die Zentrierung erfolgt bel den gemessenen Grossen vor dem Potenzieren. Die
resultierenden Potenzen sind nicht mehr zentriert, wie anhand des quadratischen Terms
unschwer festgestellt werden kann. In Bild 5-1 wird erléutert, wie die Zentrierung hilft,
die lineare Abhéngigkeit zwischen einer linearen und einer quadratischen Funktion zu
vermeiden. Links sind die Daten nicht zentriert, sie konnen durch die lineare wie durch
die quadratische Funktion approximiert werden. Rechts sind die Daten zentriert, die
negativen Werte kdnnen klar den einzelnen Funktionen zugeteilt werden.

43
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v
v

Bild 5-1: Lineare und quadr atische Funktionen von zentrierten und nichtzentrierten Daten

Noch néher bei orthogonalen Regressoren sind Tschebyscheff-Polynome (Seber
1977, S. 215). Diese sind rekursiv definiert als

Tn+1(x) = 2XTn (X) - Tn—l(x) : (5 1)

Die ersten beiden Polynome sind
T,(x)=1 und T(X)=x. (5.2

Die weiteren Polynome ergeben sich aus der rekursiven Definition. Ein paar sind hier
explizit angegeben:

T,(x)=2x"-1

T,(x) = 4x% - 3x

T,(x)=8x"-8x*+1

T, (X) =16x° — 20x° + 5x. (5.3)

Die Daten missen so normiert werden, dass sie zwischen -1 und +1 liegen, also
. 2z—max(z)—min(z) .
max(z) - min(z)
Die Orthogonalitédt leitet sich aus der Tatsache ab, dass bel dieser Normierung die

Transformation x=cosf® moglich ist, und die Tschebyscheff-Polynome als
T.(X) = cosné geschrieben werden konnen. Esist dann

(5.9

I_ll T (X)T,(x) (1-x*)"?dx = Ioﬁ cosmg cosn@d@ =0 fir m=n. (5.5)

Wie gut dieses Resultat im diskreten Fall aussieht, hangt von der Verteilung der Daten
ab. Am ginstigsten ist es, wenn die Daten fur eine gleichméassige Verteilung von € wie
X = cosé@ verteilt sind, was fur Stauhohen fast idealerweise der Fall ist. Die Berechnung
ist kaum aufwandiger als fur die einfachen Polynome.

5.3 Periodische Einflisse (Saisonale Einflisse)

Falls Temperaturmessungen fehlen, kann der saisonale Einfluss durch eine Fourier-
Reihe mit einer Jahresperiode approximiert werden. Normalerweise werden die Terme
sins, coss, sin2s, cos2s verwendet. Oft sieht man auch statt sin2s, cos2s die aquiva
lenten Terme sinscoss=1/2sin2s und sin*s=1/2(1-cos2s). Dieser Ansatz mini-

miert den Aufwand bei der Auswertung von trigonometrischen Funktionen, ein Vorteil
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der heute kaum mehr ins Gewicht fallen diirfte. Die Zeitvariable s ist so skaliert, dass
siein einem Jahr die Periode 27 durchlauft (365.25 Tage pro Jahr).

5.4 Warmeleitung

Die Deformation einer Betonmauer hangt stark von der Temperaturverteilung ab. Meist
wird die Temperatur aber nur an wenigen Punkten gemessen, oft in der Nahe der Ober-
flache, und die Verteilung Uber die Dicke der Mauer ist nicht bekannt. Ohne eine auf-
wandige Warmeleitungsberechnung zu machen, kann die Temperatur approximativ
durch eine eindimensionale Berechnung bestimmt werden. Eine weitere V ereinfachung
erhélt man durch die Annahme, dass die Mauer so dick ist, dass sie als halbunendlich
betrachtet werden kann. Diese Annahme ist erfillt, wenn der Einfluss des einen Randes
bis zum andern Rand soweit abnimmt, dass er vernachléssigbar ist.
Die eindimensionale Wéarmeleitung kann durch die Gleichung

aT 0T

—=a

ot 0z°
beschrieben werden. Dabei ist T die Temperatur, t die Zeit und zdie Tiefe in die Mauer.
Die Kongtante a ist die Diffusionskonstante (thermal diffusivity). Sie kann ausgedriickt
werden als

(5.6)

_k _ Warmeleitfahigkeit
cp spezifische Warmekapazitét x Massendichte’

lhr Wert fir Beton ist ungefahr 0.05-0.15 m?/Tag (FERC 1999, S. 11-43).

Fur den halbunendlichen Fall und eine harmonische Schwankung der Oberfléchen-
temperatur T =T, Sinwt ist die Losung (Carslaw und Jaeger 1959, S.65)

T(zt)=T, e ??sn(wt—z/d), (5.8)

a

(5.7)

wobei d eine charakteristische Tiefe darstellt, gegeben durch

d= \/2—7"" . (5.9)
w

Fir jahrliche Temperaturschwankungen und eine Diffusionskonstante von 0.1 m?/Tag
ist d=,/0.1-2-365/27 = 3.4 m. In dieser Tiefe klingen die Schwankungen auf e'=
0.37 ab und werden erst mit einer Verzégerung von t=z/d /o= 365/(2r) = 60 Tagen
festgestellt. Die Abklingfaktoren und Zeitverschiebungen bei verschiedenen Tiefen sind
far jahrliche Temperaturschwankungen in Tabelle 5-1 zusammengestellt. In einer Tiefe
von 10 m spurt man nur noch 5% der jahrlichen Aussentemperaturschwankungen,
sodass die Annahme des halbunendlichen Gebietes fir die meisten Mauern gerechtfer-
tigt ist. Raschere Schwankungen nehmen mit der Tiefe noch schneller ab.

Tabelle 5-1: Abklingfaktoren und Zeitver schiebungen fiir a= 0.1 [m%Tag]
z[m] 2 4 6 8 10
e 2/d 056 0.31 0.17 0.10 0.05
z/ld/w[Tage] 34 68 102 136 170
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Aufschlussreich ist auch eine Betrachtung der Temperaturverteilung zu verschiedenen
Zeitpunkten. Bild 5-2 zeigt die Verteilung fur jahrliche Schwankungen. Es it klar, dass
die Temperaturen nicht einfach interpoliert werden kénnen. Zur Zeit t =0 z. B. ist die
Temperatur in 2.5 m Tiefe nicht vernachlassigbar, obwohl sie am Rand und in 10 m
Tiefe Null ist.

T
o8l t=90 _
— t=30
N L _
= 0.2
0.4LC =0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

z [m]

Bild 5-2: Temperaturverteilung im halbunendlichen Medium nach 0, 30 und 90 Tagen

Die Rede ist hier immer von Temperaturschwankungen, nicht von der Temperatur
selber. Fir die Berechnung wird ein konstanter Mittelwert von den gemessenen Tempe-
raturen abgezogen, was keinen Einfluss auf die Regression hat.

Wenn man nicht nur die jahrlichen Temperaturschwankungen berticksichtigen will,
kann man die Temperatur in eine Fourier-Reihe zerlegen. Die andere Variante ist die
Formulierung mit einem Konvolutionsintegral (Duhamel-Integral):

T(z,t):I;T(Z:O,r)g(t—r)dr. (5.10)

Die Impulsantwort g(t) fur eine Tiefe z ist gegeben durch (Carslaw 1959, S.63)

2
7 ez/4at

H=—2%
g(t) a2

Auch hier werden nur Schwankungen um die mittlere Temperatur berticksichtigt. Die
Funktion g(t) istin Bild 5-3 fir z = 2, 4 und 6 [m] Tiefe geplottet.

(5.11)

0 20 40 80 100 120

60
t [Tagel

Bild 5-3: Funktion g(t) fir a=0.1[m*Tag] und z =2, 4, 6 [m]

Obwohl die Formulierung mit dem Konvolutionsintegral etwas komplizierter aussieht,
ist sie doch die geeignete Form in diesem Zusammenhang. Vorausgesetzt die Tempera-
turen sind genligend fein diskretisiert, kann das Konvolutionsintegral mit der Trapezre-
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gel einfach ausgewertet werden. Dabel kdnnen auch ungleichmassige Zeitschritte ein-
fach berlicksichtigt werden. (Eine Fourier-Transformation wére in diesem Fall eher
komplizierter). Von der Diskretisierung her sollte die Tiefe von z=2 m nur flr Zeit-
schritte von hochstens einer Woche und die Tiefe z=4 m fur Zeitschritte von hochs-
tens einem Monat benltzt werden.

Am Anfang der Berechnungsphase stehen keine Werte aus der Vergangenheit zur
Verfugung. Der wirkliche Zustand stellt sich daher erst nach einer gewissen Anlaufzeit
ein. Theoretisch kann die Regression erst nach dieser Anlaufzeit beginnen, aber damit
vernachlassigt man viele Daten, die wichtiger sein konnen als eine genaue Temperatur,
wie z.B. die Stauhdhe. Daher wird man als Kompromiss die Anlaufzeit eher kirzer
wahlen und in Kauf nehmen, dass am Anfang der Regression die berechneten Tempera-
turen leicht verfalscht sind. Eine andere Uberlegung ist, wie weit zurtick man den Ein-
fluss der Vergangenheit berlicksichtigen soll. Um die Berechnung zu beschleunigen,
kann der Einfluss von Temperaturen, die weiter als z.B. ein Jahr zurlckliegen, vernach-
lassigt werden.

Eine einfachere Alternative ist die Mittelbildung Uber eine gewisse Zeit in der Ver-
gangenheit. Eine gewisse Schwierigkeit besteht bei ungleichmassigen Zeitschritten, da
nicht immer die gleiche Anzahl Werte berticksichtigt werden muss und die Mittelungs-
zeit nicht klar definiert ist. Die Berechnung mit dem Konvolutionsintegral kann in
diesem Sinne als gewichtetes Mittel angesehen werden, bei dem die weiter zuriick
liegenden Temperaturen ein kleineres Gewicht haben. Da spielt es eine kleinere Rolle,
wie weit zuriick die Auswertung gemacht wird. Der Sachverhalt ist in Bild 5-4 schema-
tisch dargestellt.

Es geht es hier nicht um eine genaue Berechnung, sondern um das Erfassen des we-
sentlichen Einflusses. In welcher Tiefe die Temperatur sich am meisten auf die Verfor-
mung auswirkt, hangt von der Geometrie und vom Beobachtungspunkt der
Verschiebung ab. Grundsétzlich kann man eine Reihe von Temperaturverlaufen in
verschiedenen Punkten des Querschnitts berechnen und diese in das Modell aufnehmen.
Bei zu vielen dhnlichen Regressoren ergeben sich aber wegen der Multikollinearitét
Schwierigkeiten bei der Variablenauswahl. Man sollte sich daher Uberlegen, welche
Temperaturen physikalisch tatsachlich in Frage kommen und die Anzahl beschranken.

g(t-7)
A
Mitte \/\

L

Bild 5-4: Vergleich Mittelbildung und K onvolutionsintegral

v
=\
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5.5 Kriechen

Kriechen kann wie die Warmeleitung durch ein Konvolutionsintegral erfasst werden.
Fur die Kriechfunktion

o(t) = p,(1-e) (5.12)
ist die Verformung aus Kriechen

d_(t)=ag,[ d,(r) et d (5.13)
o« () =ap,| da(z 7. ,

Die Kriechkonstante « hat fir Beton den Wert o =0.01 [1/Tag]. Die Konstante a¢,
spielt fur die Regression keine Rolle und kann weggelassen werden. Die elastische
Verformung d, wird in der Regression durch ein Polynom reprasentiert. Daher muss
fir jeden Polynom-Regressor ein entsprechender Kriech-Regressor gebildet werden.

5.6 Irreversible Verformungen (Drift)

Bei der Modellierung von Langzeiteffekten gehen die Meinungen auseinander. Die
einen erlauben nur zeitlich abnehmende Funktionen, damit eine zunehmende Verfor-
mung einer Mauer rechtzeitig aus den Abweichungen festgestellt werde kann, die an-
dern wéhlen auch zeitlich zunehmende Funktionen und untersuchen damit das
Langzeitverhalten einer Mauer. Diese Studie folgt der ersten Philosophie und betrachtet
nur zeitlich abnehmende Funktionen. Diese beeinflussen die Prognose nicht stark, hel-
fen aber bei der Regression die Langzeiteffekte besser von den Kurzzeiteffekten zu
trennen. Werden keine Regressoren fur Langzeiteffekte berticksichtigt, besteht die
Gefahr, dass die Ubrigen Regressoren verfalscht werden.

Fur irreversible Verformungen werden meistens Exponentialfunktionen verwendet.
Die Zeitskala in den Exponentialfunktionen €7 spielt eine Rolle, da der Einfluss je
nachdem Uber eine gréssere oder kleinere Zeitspanne vorhanden ist. Oft wird in der
Praxis die Zeit auf ein Jahr skaliert (365.25 Tage pro Jahr), aber es kommen grundsétz-
lich aber auch langere Perioden in Frage. Das Problem bei mehreren Exponentialfunkti-
onen mit verschiedenen Zeitskalen ist, dass diese Regressoren zu einer starken
Multikollinearitét fiihren konnen. Als Beispiel sind in Bild 5-5 die Funktionen e™t, e*/?
und e/* geplottet. Ebenfalls geplottet ist der Mittelwert von e und e/#, der der

Funktion /2 zumindest in einem gewissen Bereich sehr ahnlich ist.
1.0 7
08 exp(-U4) [exp(-)+exp(-U4)2 i
£ 06 exp(-t2) 1
< o4l i
0.2 T
OO | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
t [Jahre]

Bild 5-5: Vergleich von Exponentialfunktionen mit ver schiedener Zeitskala
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Wie sich die Multikollinearitét negativ auf die Prognose auswirken kann, wird im fol-
genden einfachen Beispiel gezeigt. In Bild 5-6 sind die beiden Funktionen

f,(1)=05(1+e'-2e ") und f,(t)=106e"-1.96e"2+0.9e"* (5.14)

aufgezeichnet. Beides sind Kombinationen von Exponentialfunktionen, die in den ersten
3 Jahren fast identisch verlaufen. Wird dieses Intervall fir die Regression benitzt,
koénnen beide Kombinationen gewéahlt werden, ohne grossen Unterschied in den Resi-
duen. Der Unterschied macht sich erst in der Prognose, also nach 3 Jahren, bemerkbar.
Obwohl nur Abklingende Funktionen verwendet wurden, erscheint f (t) in den ersten
10 Jahren trotzdem als zunehmende Funktion. Das Problem ist hier nicht nur die Multi-
kollinearitét sondern auch die Verwendung von Langzeitfunktionen, die weit tber die
Regressionsperiode hinaus einflussreich sind und nur langsam abnehmen.

04 .
f,(0
= 02[ f,(t) s
0.0
_O 2 | | | | | | | | | |
' 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
t [Jahre]

Bild 5-6: Gunstige und unguinstige K ombinationen von Exponentialfunktionen

Exponentialfunktionen sind vor alem fur die ersten Jahre nach dem Bau einer Mauer
sinnvoll. Spater erwartet man eigentlich keine irreversiblen Verformungen mehr, die
diesen Verlauf haben. Sinnvoller scheinen da zeitlich lokale Funktionen, wie die Spline-
Funktionen, die von Fanelli (2000) vorgeschlagen wurden. Diese verhindern, dass die
Regressionskoeffizienten durch eine Vermischung von Kurzzeit- und Langzeiteinflis-
sen verfalscht werden. Auf die Prognose haben diese zeitlich begrenzten Funktionen
keinen direkten Einfluss. Diese Art von Langzeitfunktionen wurde im Rahmen dieser
Studie nicht weiter untersucht.



6 Anwendung auf Staumauer Schlegeis

In diesem und den beiden nachsten Kapiteln werden die bisher prasentierten Methoden
anhand von drei Staumauern auf ihre praktische Anwendbarkeit hin Gberprift. Dieses
Kapitel behandelt die Staumauer Schlegeis, wahrend die beiden nachsten Kapitel die
Staumauer Sambuco und eine weitere, nicht naher spezifizierte Mauer untersuchen.

Die Beispiele sollen einerseits die Methoden illustrieren und andererseits die
Schwierigkeiten aufzeigen, die entstehen kdnnen. Beim Vergleich der verschiedenen
Modelle ist es wichtig, dass nicht nur die Regression sondern auch die Prognose beur-
teilt wird. Daher wurde immer nur ein Teil der Daten fUr die Regression verwendet, der
andere Teil dient zur Uberpriifung der Prognose.

6.1 Beschreibung

6.1.1 Uberblick

Fur die Schlegeis-Sperre wurden im Rahmen des 6. Benchmark Workshops 2001 in
Salzburg (ICOLD 2002) Messreihen mit taglichen Werten Uber die Jahre 1992—2000
zur Verfigung gestellt. Ein Querschnitt der Mauer mit der Angabe der Messpunkte ist
in Bild 6-1 gezeichnet.

Pendel 1783m
1760 m
T_H12 DO, T_H12 MI, T_H12 UP
1740 m Dicke 15.2m
1720 m
Abstand von Oberflache 1.5 m
1700 m
1680m T_H15 DO, T_H15 MI, T_H15 UP
Dicke 27.2m
1660 m

I 1577.8m

Bild 6-1: Querschnitt Schlegeis-Sperre mit M esspunkten

50
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Zielgrosse ist die radiale Kronenverschiebung in Sperrenmitte. Die wichtigste Einfluss-
grosse ist die Stauhdhe. Die Betontemperaturen sind in 6 Punkten gegeben, auf zwel
verschiedenen Messhorizonten (MH12 und MH15) je auf der Wasserseite (UP), der
Luftseite (DO) und im Mauermitte (MI). Die Messpunkte an der Wasser- und der Luft-
seite haben einen Abstand von 1.5 m von der Oberflache. Zusétzlich ist auch die Luft-
temperatur gegeben. Die zahlreichen Messresultate erlauben es, eine Reihe von
verschiedenen Modellen auszutesten.

Die Staumauer wurde zwischen 1969 und 1971 erbaut und der erste Vollstau war
1973. Fur die betrachtete Periode sind daher keine irreversiblen Verschiebungen zu
erwarten.

6.1.2 Messdaten

Die folgenden Plots geben eine Ubersicht tiber die vorhandenen Daten. Die Zielgrosse
ist die radiale Kronenverschiebung gemessen mit einem System von zwei Pendeln. Die
Verschiebung ist fir die letzten 2 Jahre (1999 und 2000) nicht gegeben, da die Aufgabe
des Workshops darin bestand, diese Werte vorherzusagen. Der Verlauf der Kronenver-
schiebung ist in Bild 6-2 festgehalten.

Die wichtigste Einflussgrosse ist die Stauhthe, gegeben in Bild 6-3. Weitere Gros-
sen sind die Betontemperaturen auf den Messhorizonten MH12 und MH15 (siehe
Skizze). Es sind je die Temperaturen auf der Wasserseite, der Luftseite und in Mauer-
mitte gegeben. Die Temperaturen auf Messhorizont MH12 sind in Bild 6-4 und jene auf
Messhorizont MH15 in Bild 6-5 gegeben. Am stérksten variieren die Temperaturen auf
der Luftseite (untere Kurven). Auf der Wasserseite (obere Kurven) ist die Variation
weniger gross, da die Temperaturschwankungen durch den Einfluss des Wassers verrin-
gert werden. Am wenigsten variieren die Betontemperaturen in der Mitte (mittlere
Kurven) der Mauer. Bei der Temperatur T_H12 MI ist im Sommer 1994 eine kurzeitige
Spitze zu sehen, die wahrscheinlich auf ein Problem in der Messeinrichtung oder in der
Datentibermittlung zurickzufiihren ist. Der Einfluss dieser Betontemperatur ist aber
eher gering und der Fehler nur kurzzeitig, sodass eine Handkorrektur nicht nétig er-
scheint. Es bleibt aber in den Residuen eine deutlich sichtbare Spitze bestehen. Als
letztesist in Bild 6-6 die Lufttemperatur geplottet.

o]
o

(2]
o

Pendulum
N
o

N
o

| | | | | |
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Bild 6-2: Kronenver schiebung
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Bild 6-3: Stauhthe
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Bild 6-4: Betontemper aturen auf Messhorizont MH12: T_H12 UP, T_H12 MI, T_H12 DO
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Bild 6-5: Betontemper atur en auf Messhorizont MH15: T H12 UP, T_H12 MI,T_H12 DO
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Bild 6-6: L ufttemperatur T_AIR_M

6.2 Anmerkung zu Tabellen und Plots

Die Tabellen mit den Resultaten wurden direkt aus dem Programm kopiert, mit dem die
Berechnungen durchgefuihrt wurden. Auf eine Ubersetzung der englischen Bezeichnun-
gen wurde verzichtet. Der p-Wert fir den globalen F-Test ist mit “signif F’ bezeichnet,
der Durbin-Watson-Kennwert mit “DW”, und “Observ” steht fir die Anzahl Beobach-
tungen. “MS Res’ ist die Quadratsumme der Residuen dividiert durch n—k —1 (Anzahl
Beobachtungen — Anzahl Regressoren inklusive Konstante) und ist ein unverzerrter
Schétzwert fur die Varianz der Fehler. Fur den Vergleich der Regression mit der Prog-
nose wurde aber die Quadratsumme direkt durch die Anzahl der Beobachtungen geteilt,
da die erste Definition fur die Prognose nicht sinnvoll ist. Die Unterschiede sind bei
grosseren Messreihen minimal. Der Strich in “MS' Res’ soll den Unterschied markie-
ren.

Bei den Residuenplots wurde auch ein Prognoseintervall eingezeichnet. Das Progno-
seintervall berticksichtigt sowohl die Streuung der y-Variablen wie auch die Streuung
der Regressionskoeffizienten. Das Intervall ist nicht konstant sondern abhangig vom
Wert der Regressoren beim jeweiligen Prognosepunkt. In den meisten Fallen weicht
dieses Prognoseintervall nicht wesentlich von einem Intervall ab, das nur eine Normal-
verteilung der y-Variablen berlicksichtigt. Die 99.7 % entsprechen bei der Normalvertei-
lung einem Intervall von =3 Standardabweichungen. Ebenfalls wurde in den
Residuenplots markiert, wo die Prognose auf einer Extrapolation beruht. Es wird zwar
nur angegeben, wo die Grenzen tberschritten sind, aber diese Angabe kann trotzdem bei
der Interpretation behilflich sein. Prognoseintervall und Extrapolation sind in Kapitel 3
beschrieben.

6.3 Klassisches Modell ohne Temperaturbeobachtungen

Das einfachste Modell verwendet nur Messungen des Wasserspiegels. Als Funktion
wird ein Polynom vierten Grades gewahlt. Um Probleme mit der Multikollinearitét zu
vermeiden, werden Tschebyscheff-Polynome verwendet. Gewdhnliche Polynome und
der Einfluss der Normierung in werden spéter separat untersucht.

Der Temperatureinfluss wird Uber eine periodische Funktion Uber die Jahreszeiten
berticksichtigt. Der Ansatz besteht aus Sinus- und Kosinustermen mit Perioden von
einen ganzen und einem halben Jahr. FUr eine zusétzliche inelastische Verformung wird
eine exponentiell abfallende Funktion hinzugefligt, obwohl keine Langzeiteinflisse zu
erwarten sind. Gemass gangiger Praxis werden zwei Zeitskalen benitzt. Fir die periodi-



54 Kapitel 6: Anwendung auf Staumauer Schlegeis

schen (saisonalen) Funktionen ist s=27d/365 und fir die Langzeiteffekte ist
t=d /365, wobel d die Zeit in Tagen bezeichnet. (In der Berechnung wurden 365.25
Tage pro Jahr angenommen). Die Regression wird fur die 4 Jahre 1992-1995 durchge-
fuhrt, die weitern 3 Jahre, 1996-1998, werden zur Uberpriifung der Prognose beniitzt.

6.3.1 Methode der kleinsten Quadrate

Die Resultate der Regression mit der Methode der kleinsten Quadrate sind in Tabelle
6-1 zusammengestellt. Die p-Werte sind alle praktisch Null, ausser demjenigen fir
sin(2s), sodass statistisch gesehen alle andern Regressoren signifikant sind. Man sieht
aber auch, dass einige der t-Kenngrossen deutlich kleiner sind als andere. Da die
t-Kenngréssen ein direktes Mass sind fur die Zunahme der Quadratsumme der Residu-
en, kann man also das Modell ohne allzu grosse Einbusse in der Genauigkeit verklei-
nern. Die schrittweise Elimination von 4 Regressoren fuhrt zum Modell in Tabelle 6-2.
Die Quadratsumme der Residuen (SS,.) ist wie erwartet leicht angestiegen, aber nicht

Uberméssig.

Tabelle 6-1: Ausgangsmodell mit saisonalen Funktionen

Regressor Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 42,9811 0.09497 452.6 0 0 0
T1(W_LEVEL) 26.3648 0.2258 116.8 0 7.807 0.980803
T2(W_LEVEL) 7.58478 0.117 64.85 0 3.295 0.353895
T3(W_LEVEL) 1.53756 0.09902 15.53 2.041E-50 2.668 0.0762349
T4(W_LEVEL) 0.194493 0.07769 2.504 0.01241 2.15 0.0110352
sin(s) 9.71599 0.1602 60.66 0 9.183 0.552544
cos(s) 7.67137 0.06999 109.6 0 1.753 0.436267
sin(2s) -0.147612 0.07477 -1.974 0.04856 2.001 -0.00839465
cos(2s) -0.43713 0.06538 -6.686 3.267E-11 1.53 -0.0248594
exp(-t) -2.20444 0.1642 -13.42 8.282E-39 1.246 -0.0450443
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2961.6 2.04108 0.98689 1.213E4 0 0.05 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

2961.6 2.02711 2530.82 2.30915

Tabelle 6-2: M odell mit saisonalen Funktionen

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 42.8216 0.07663 558.8 0 0 0
T1(W_LEVEL) 25.3876 0.1751 145 0 4.035 0.94445
T2(W_LEVEL) 7.41841 0.1071 69.29 0 2.374 0.346132
T3(W_LEVEL) 1.91548 0.0836 2291 1.826E-99 1.634 0.0949728
sin(s) 8.95272 0.1243 72.04 0 4,752 0.509137
cos(s) 7.88328 0.06571 120 0 1.328 0.448319
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
3454.34 2.37412 0.98471 1.874E4 0 0.04 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

3454.34 2.36437 3144.26 2.86885




Die folgenden Bilder (Bild 6-7 und Bild 6-8) zeigen die Ubereinstimmung der Regres-
sion mit der gemessenen Kronenverschiebung und die Residuen. Im Frihjahr 1996,
1997 und 1998 wird eine Extrapolation angezeigt, d.h. die Regressoren bewegen sich
dort ausserhalb des Bereiches, der fir die Regression verwendet wurde. Eine Betrach-
tung von Bild 6-3 zeigt, dass die gemessene Stauhohe dort besonders niedrig war. Bild
6-9 zeigt, dass die Annahme einer Normalverteilung erflllt ist, und dass die Residuen
unabhéngig von der Regressionsvariablen (berechnete Verschiebung) sind. Insbesonde-
reist die Streuung mehr oder weniger konstant. Die Residuen sind aber zeitlich vonein-
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ander abhangig, wie das Korrelogramm (Bild 6-10) zeigt.
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Bild 6-7: Regression, Modell mit saisonalen Funktionen

Bild 6-8: Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen
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Bild 6-9: Verteilung der Resduen, Modell mit saisonalen Funktionen
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Bild 6-10: Korrelogramm, Modell mit saisonalen Funktionen

6.3.2 Autokorrelation der Fehler

Wie aus dem Korrelogramm ersichtlich ist, und wie der Durbin-Watson-Kennwert
(DW) anzeigt, sind die Fehler autokorreliert. Der berechnete Wert von 0.04 liegt weit
unter dem unteren 5%-Grenzwert von d, =1.93. Die Tabellen gehen meist nur bis 100
Beobachtungen, aber der Wert fir 1461 Beobachtungen kann nach der Naherung in
Durbin und Watson (1950, S.427) berechnet werden. Die Autokorrelation durfte fir
diese Art von Anwendung typisch sein, insbesondere bei einem Zeitschritt von nur
einem Tag. In dieser kurzen Zeit zwischen zwei Messungen kénnen sich die Beobach-
tungen nur wenig andern, und so andern sich auch die Residuen nicht zuféllig, sondern
sind korreliert. Dies ist auch aus Bild 6-9 rechts ersichtlich, wo die Residuen durch eine
Linie verbunden sind.

Mit der Autokorrelation der Fehler ist eine wichtige Annahme der Methode der
kleinsten Quadrate verletzt. Die Theorie besagt, dass die Regressionskoeffizienten
trotzdem richtig geschétzt werden (unverzerrt), dass aber ihre Varianz und damit die
t-Kenngroéssen falsch (typischerweise zu hoch) berechnet werden. Dies erklart, warum
im Beispiel auch weniger wichtige Regressoren statistisch als signifikant ausgegeben
wurden. Ein weiterer Nachteil ist, dass die berechneten Regressionskoeffizienten nicht
mehr effektiv sind, d.h. nicht mehr minimale Varianz haben. Die minimale Varianz der
Regressionskoeffizienten ist aber eine wichtige Eigenschaft fir die Prognose.

Die Autokorrelation der Fehler kann mit der verallgemeinerten Methode der kleins-
ten Quadrate berticksichtigt werden. FUr eine Autokorrelation erster Ordnung kann man
die Regressoren durch eine verallgemeinerte Differenzenbildung transformieren, und
die gewohnliche Methode der kleinsten Quadrate anwenden, wie dies in Kapitel 4 be-
schrieben wurde. Fur das betrachtete Beispiel liefert die Formel nach Pesaran und Slater
(1980, S. 37) den Wert p =1. Eine Berechnung mit allen Regressoren fihrt zu den
Werten in Tabelle 6-3. In dieser Tabelle beziehen sich alle Werte, mit wenigen Aus-
nahmen, auf die transformierten Variablen (abhangige und unabhangige), nicht auf die
ursprunglichen Variablen. Die Regressionskoeffizienten und die t-Kenngréssen bleiben
alerdings bei der Ricktransformation unverandert und gelten somit auch fir das ur-
sprungliche Modell. Da p =1 i, félt die Konstante fir die transformierten Variablen
weg und muss fir die urspringlichen Variablen so bestimmt werden, dass die Regressi-
onsfunktion durch den Schwerpunkt geht. Das Bestimmtheitsmass und die Quadrat-
summe der Residuen beziehen sich ebenfalls auf die transformierten Variablen und
konnen nicht direkt mit den Werten aus der klassischen Methode verglichen werden. In
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den untersten Zeilen sind Quadratsummen fir das urspringliche Modell angegeben,
damit diese direkt mit andern Modellen verglichen werden konnen.

Die drei letzen Regressoren sind statistisch nicht signifikant (p-Werte Uber 1 %) und
koénnen deshalb weggelassen werden. Man kann sich also hier allein auf die Statistik
abstellen. Im Gegensatz zur gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate, bleibt hier
das Polynom 4-ten Grades im Modell. Die t-Kenngrdssen sind kleiner, was nicht zeigt,
dass dieses Modell schlechter ist, sondern dass die friheren Werte wegen falschen
Annahmen (unkorrelierte Fehler) falsch berechnet wurden. Der Durbin-Watson-
Kennwert ist viel grosser geworden, wenn auch der Grenzwert d, =1.93 noch erreicht
ist. Das reduzierte Modell ist in Tabelle 6-4 angegeben.

Interessant ist auch, dass das Modell ohne nicht-signifikante Regressoren sich besser
verhdlt, als jenes mit allen Regressoren. Das Problem ist, dass die Exponentialfunktion
in diesem Beispiel mit der verallgemeinerten Methode stark Uberbetont wird. Sobald sie
eliminiert wird, verbessert sich das Verhalten.

Tabelle 6-3 : Ausgangsmodell mit saisonalen Funktionen, p=1

Regressor Coefficient  StdErr t-stat p-value VIF Std Coeff
T1(W_LEVEL) 23.5991 0.6275 37.61 1.034E-216 1.54 0.701308
T2(W_LEVEL) 7.47164 0.2643 28.27 1.914E-140 1.131 0.451687
T3(W_LEVEL) 1.78689 0.1792 9.974 1.043E-22 1.106 0.157595
T4(W_LEVEL) 0.828646 0.1293 6.411 1.95E-10 1.051 0.0987273
sin(s) 7.34869 0.8059 9.119 2.459E-19 1.447 0.16477
cos(s) 8.16899 0.6888 11.86 4.972E-31 1.058 0.183288
sin(2s) 0.312142 0.3606 0.8657 0.3868 1.158 0.0139969
cos(2s) -0.196634 0.3512 -0.5599 0.5756 11 -0.00882346
exp(-t) 5.75121 8.571 0.671 0.5023 0.5344  0.00736948
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
140.724 0.0969171  0.67228 330.9 0 1.70 1462
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

7893.65 5.40291 6033.44  5.50496

Tabelle 6-4: Modell mit saisonalen Funktionen, p=1

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
T1(W_LEVEL) 23.756 0.587 40.47 1.592E-240 1.35 0.705971
T2(W_LEVEL) 7.50889 0.2607 28.8 9.518E-145 1.102  0.45394
T3(W_LEVEL) 1.77894 0.1715 10.37 2.316E-24 1.015 0.156895
T4(W_LEVEL) 0.821124 0.1288 6.375 2.458E-10 1.045 0.0978311
sin(s) 7.45615 0.7926 9.407 1.91E-20 1401 0.167179
cos(s) 8.20777 0.6791 12.09 4.092E-32 1.03 0.184158
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
140.871 0.0968185  0.67193 496.8 0 1.70 1462
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

3705 2.53594 3114.35 2.84156
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Der Vergleich zur gewohnlichen Methode ist in Tabelle 6-5 zusammengestellt. Die
Spalte “Reg” gibt die Anzahl der Regressoren an. Die Quadratsummen sind in beiden
Fallen praktisch gleich. Einen besseren Vergleich bietet die Zusammenstellung der
Residuenplots am Ende dieses Kapitels.

Tabelle 6-5: Vergleich gewdhnliche und verallgemeinerte M ethode (Tabelle 6-2 und Tabelle

6-4)
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 | Prediction: 01/01/1996-31/12/1998
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 | S 3454.34 2.36437 3144.26 2.86885
p=1]6 3705 2.53594 3114.35 2.84156

Bild 6-11 zeigt die Residuen mit dem neuen Modell. Sie sind praktisch identisch zu
denjenigen in Bild 6-8. Die Folgenden Bilder dienen zur Uberpriifung der Annahmen
Uber die Verteilung der Fehler. Sie basieren auf den Residuen des transformierten Prob-
lems, die in Bild 6-12 geplottet sind. Es sind diese Residuen, die die Annahmen der
Methode der kleinsten Quadrate erfillen missen. Auffallig sind die paar Ausreisser,
besonders jene Mitte 1994. Die Normalverteilung und die Verteilung in Abhangigkeit
der berechneten Verschiebung sind in Bild 6-13 festgehalten. Abgesehen von den Aus-
reissern sind die Annahmen der Normalverteilung und der konstanten Varianz erfullt.
Bild 6-14 zeigt das Korrelogramm. Wie man sieht, ist die Autokorrelation im transfor-
mierten Modell verschwunden und die Annahmen fur die gewohnliche Methode der
kleinsten Quadrate sind erflillt.
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Bild 6-11 Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen, p=1
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Bild 6-12: Residuen im transfor mierten Problem, M odell mit saisonalen Funktionen, p=1
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Bild 6-13: Verteilung der Residuen im transfor mierten Problem, M odell mit saisonalen Funktio-
nen, p=1

0.0

Autokorrelation

_O 5 | | | |
' 0 100 200 300

Zeitdifferenz [Tage]

Bild 6-14: Korrelogramm im transfor mierten Problem, M odell mit saisonalen Funktionen, p=1

6.3.3 Abhangigkeit von der Regressionsperiode

Die Resultate einer Regression kénnen stark von der Regressionsperiode abhéngen. Die
folgenden Resultate wurden mit einer Regressionsperiode von 3 statt 4 Jahren berechnet
(1.1.1993 — 31.12.95). Tabelle 6-6 zeigt die Zusammenfassung der klassischen und der
verallgemeinerten Methode. Auffallend ist, dass in beiden Fallen sowohl die Regression
wie auch die Prognose viel besser ausfallen als bei der Regression tber 4 Jahre (Tabelle
6-5). Dass die Regression bei einem kleineren Intervall zu kleineren Residuen fihrt, ist
intuitiv verstandlich, dass aber auch die Prognose besser wird, ist nicht unbedingt zu
erwarten. Obwohl theoretisch die verallgemeinerte Methode eine effizientere Schétzung
der Regressionsparameter liefern sollte, ist in diesem Beispiel die Prognose mit der
klassischen Methode besser ausgefallen.

Das Beispiel zeigt auch klar, dass man bei dieser Art von Berechnungen eine grosse
Streuung der Resultate erwarten muss. Dies sollte man sich vor Augen halten, wenn
man im Folgenden kompliziertere Modelle mit diesem einfachen Modell vergleicht.

Tabelle 6-6: M odelle mit saisonalen Funktionen, Regressionsperiode 3 Jahre

Regression: 01/01/1993-31/12/1995 | Prediction: 31/12/1994-31/12/1998
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p= 5 1734.96 1.58444 2345.45 2.14001
p=1|6 2031.09 1.85487 2933.89 2.67691
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6.3.4 Polynome und Skalierung

Eine Frage von mehr praktischer Bedeutung ist die der verwendeten Polynome fur die
Stauhdhe und deren Skalierung. Wie im theoretischen Teil beschrieben wurde, kann mit
Tschebyscheff-Polynomen die beste Orthogonalitét der Regressoren erreicht werden.
Bei einfachen Polynomen ergibt sich die beste Unabhangigkeit mit einer Zentrierung,
d.h. mit einem Nullpunkt, der dem Mittelwert entspricht. Etwas weniger gut ist ein
Nullpunkt der Stauhthe beim Minimalwert. Unbrauchbar ist die Stauhthe direkt ab
Meereshbhe gemessen, was aber allgemein bekannt sein durfte und hier nur als Illustra-
tion verwendet wird. Eine Skalierung der Hohe hat aber auf die Orthogonalitét keinen
Einfluss und bringt keine numerischen Vortelle.

Die verschiedenen Polynom-Anséatze werden im Folgenden untersucht. Alle Ver-
gleiche werden mit dem gleichen einfachen Modell fir eine Regressionsperiode von
1992 his 1995 durchgefuhrt. Tabelle 6-7 vergleicht verschiedene Annahmen fir den
Nullpunkt. Obwohl alle Félle zu den gleichen Quadratsummen der Residuen fuhren,
sind doch die VIF-Werte ganz unterschiedlich. Hohe VIF-Werte bedeuten gegenseitige
Abhangigkeiten mit all ihren Nachteilen. Wie bereits gesagt, sind die VIF-Werte am
grossten bei Polynomen mit absoluten Stauhthen. Besser sind Polynome mit Stauhthen
von einem Minimalwert aus gemessen und am besten sind Polynome mit zentrierten
Stauhdhen. Tabelle 6-8 vergleicht die entsprechenden Polynome mit einer zusétzlichen
Skalierung, sodass grosse Zahlen vermieden werden. Obwohl es im Allgemeinen ein
guter Grundsatz ist, Messwerte vor der Berechnung zu skalieren, sieht man aus den
Vergleichen, dass die Skalierung hier keinen Einfluss auf die Orthogonalitét hat.
Tabelle 6-9 schliesslich zeigt die entsprechenden Werte fur Tschebyscheff-Polynome.
Esist klar ersichtlich, dass hier die kleinsten VIF-Werte vorhanden sind, und somit die
Orthogonalitét am besten ist.

Tabelle 6-7: Verschiedene Nullpunkte fir Stauhthe, Hmin = 1653, Hmean = 1751.3

H H- Hmin H- Hmean
Regressor | Coefficient VIF Coefficient VIF Coefficient VIF
Constant 5.60927E6 0 30.9382 0 44.6232 0
h -13117 2.404E12 | -0.582745 2.623E4 | 0.681131 17.73
h"2 11.5053 2.176E13 | 0.0155166 3.118E5 | 0.0100218 8.29
h"3 -0.00448627 2.189E13 | -0.000147637 4.272E5 | 0.000110371 59.66
h"4 6.56176E-7  2.447E12 | 6.56176E-7 6.583E4 | 6.56176E-7 47.72
sin(s) 8.8246 4.975 8.8246 4.975 8.8246 4.975
cos(s) 7.89968 1.332 7.89968 1.332 7.89968 1.332
SS Res MS Res SS Res MS Res | SS Res MS Res
3400.49 2.33871 3400.49 2.33871 | 3400.49 2.33871
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Tabelle 6-8: Verschiedene Skalierungen fur Stauhdhe, Hmin = 1653, Hmax = 1782, Hmean =

1751.3
H/ Hmax (H = Hmm ) / (Hmax = Hmm) (H = Hmean ) / (Hmax = Hmm)
Regressor | Coefficient VIF Coefficient  VIF Coefficient VIF
Constant 5.60927E6 0O 30.9382 0 44.6232 0
h -2.33744E7 2.404E12 | -75.1735 2.623E4 | 87.8652 17.73
h”2 3.6535E7 2.176E13 | 258.208 3.118E5 | 166.77 8.29
h"3 -2.53865E7 2.189E13 | -316.923 4.272E5 | 236.927 59.66
h”4 6.61672E6  2.447E12 | 181.704 6.583E4 | 181.704 47.72
sin(s) 8.8246 4,975 8.8246 4,975 8.8246 4,975
cos(s) 7.89968 1.332 7.89968 1.332 7.89968 1.332
SS Res MS Res SS Res MS Res | SS Res MS Res
3400.49 2.33871 3400.49 2.33871 | 3400.49 2.33871

Tabelle 6-9: Tschebyscheff Polynome

Tschebyscheff
Regressor | Coefficient VIF
Constant 42.9801 0
h 25.1616 4.331
h"2 7.70971 3.149
h”3 1.71019 2.069
h”4 0.391123 2.066
sin(s) 8.8246 4,975
cos(s) 7.89968 1.332

SS Res MS Res

3400.49 2.33871

Ein Nachteil von gegenseitig stark abhangigen Regressoren ist die schlechte numerische
Konditionierung, die zu ungenauen Resultaten fihren kann. Die vorangegangenen
Beispiele zeigen aber keine solchen Probleme. Sie wurden mit doppelter Genauigkeit
und mit der QR-Zerlegung berechnet (siehe Anhang). Diese Methode ist viel weniger
empfindlich als die Normalgleichungen. Zum Vergleich wurden in Tabelle 6-10 einige
Berechnungen mit Excel wiederholt. Es ist zwar nicht bekannt mit welcher Methode
und welcher Genauigkeit Excel arbeitet, aber man sieht, dass bei sehr grossen VIF-
Werten grosse Ungenauigkeiten entstehen. Bei Polynomen mit absoluten Stauhthen
sind zwar die Quadratsummen der Residuen nur unwesentlich grosser, aber die Regres-
sionskoeffizienten sind total verschieden von denjenigen, die mit der QR-Zerlegung
berechnet wurden. Daran @ndert auch eine Skalierung nichts. Erst die Verschiebung des
Nullpunkts |6st das Problem. Bei der Verwendung der Minimalhohe als Nullpunkt, die
zwar beziiglich der Orthogonalitét noch nicht optimal ist, sind die Resultate von Excel
und der Berechnung mit der QR-Zerlegung praktisch identisch, sodass dieser Ansatz
vom numerischen Standpunkt aus absolut vertretbar ist.
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Tabelle 6-10: Vergleich QR-Zerlegung und Excel fiir ver schiedene Nor mierungen

H H / Hmax H - Hmin

QR Excel QR Excel
Regressor | Coefficient Coefficient | Coefficient Coefficient | Coefficient Coefficient
Constant 5.60927E6 -135215 5.60927E6  157636.8 30.9382 30.93824
h -13117 108.6492 -2.33744E7 -1008494 -0.582745 -0.58274
h”2 11.5053 0.087778 3.6535E7 2128966 0.0155166 0.015517
h”3 -0.00448627 -0.00011 -2.53865E7 -1865492 -0.000147637 -0.00015
h”4 6.56176E-7  2.61E-08 6.61672E6  587461.3 6.56176E-7 6.56E-07
sin(s) 8.8246 8.946749 8.8246 8.939593 8.8246 8.824626
cos(s) 7.89968 7.884414 7.89968 7.88569 7.89968 7.899659

SS Res SS Res SS Res SS Res SS Res SS Res

3400.49 3450.152 3400.49 3445.216 3400.49 3400.494

Grundsétzlich muss beachtet werden, dass die hier besprochenen Kollinearitéten nicht
essentielle Kollinearitdten sind, sondern mit einer geeigneten Wahl der Polynome ver-
mieden werden konnen. Die Folgen dieser Kollinearitéten sind nur numerischer Art,
sonst sind die Modelle &guivalent. Da die beteiligten Regressoren alle aus den gleichen
gemessenen Variablen hergeleitet sind, ist garantiert, dass ihre gegenseitige Abhangig-
keit auch bei einer Prognose bestehen bleibt, und somit auch die Voraussagen bei allen
Modellen gleich sind. Kleine VIF-Werte erweisen sich erst dann als Vorteil, wenn auch
andere Regressoren voneinander abhangig sind. Im néchsten Beispiel sind zwei Beton-
temperaturen stark korreliert und ergeben entsprechend hohe VIF-Werte. Haben die
Polynome kleine VIF-Werte, so sieht man rasch, dass die beiden Temperaturen korre-
liert sind. Zeigen aber auch die Polynome hohe VIF-Werte, so wird die Angelegenheit
bald einmal uniibersichtlich.

6.4 Modell mit Betontemperaturen

Weitere Regressoren, die man einbeziehen kann, sind die Betontemperaturen. Im Mo-
dell werden wieder 4 Tschebyscheff-Polynome und die Exponentialfunktion berlick-
sichtigt. Die saisonalen Einflisse werden durch die 6 Betontemperaturen abgedeckt,
sodass man auf die Sinus- und Kosinus-Ansétze verzichten kann. Auch hier wird wieder
eine Regressionsperiode von 4 Jahren gewahlt und eine Prognoseperiode von 3 Jahren.
Die Resultate sind in Tabelle 6-11 zsammengestellt. Zwei Regressoren, T_H12_MI und
exp(-t), haben grosse p-Werte (Uber 1 %) und sind daher statistisch nicht signifikant.
Zwei Regressoren, T_H12_DO und T_H15_DO, haben grosse VIF-Werte (Uber 10). Es
sind dies die beiden Temperaturen auf der Luftseite, die einen sehr ahnlichen Verlauf
zeigen (Bild 6-4 und Bild 6-5). Da die beiden Regressoren stark korreliert sind, ist ihre
t-Kenngrosse nicht massgebend fir ihre Wichtigkeit im Endmodell, sondern nur fir den
néchsten Eliminationsschritt. Zusétzlich ist der Durbin-Watson-Kennwert sehr klein
(viel ndher bei 0 als bei 2), sodass hier zusétzlich eine Autokorrelation der Fehler vor-
handen ist und damit die t-Kenngrdssen inkorrekt sind.
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Tabelle 6-11: Ausgangsmodell mit Betontemper aturen

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 34.1141 3.685 9.256 7.365E-20 0 0
T1(W_LEVEL) 25.946 0.1735 149.6 0 5.317  0.965226
T2(W_LEVEL) 7.14064 0.1086 65.77 0 3.277  0.333172
T3(W_LEVEL) 2.25811 0.08638 26.14 1.022E-123 2,342  0.111961
T4(W_LEVEL) 0.301038 0.07202 4.18 3.093E-5 2132  0.0170804
T_H12_UP -0.430218 0.0422 -10.19 1.293E-23 541 -0.0663562
T_H12_MI -0.0274321 0.1121 -0.2448 0.8067 10.23  -0.00219128
T_H12_DO -0.941022 0.09217 -10.21 1.107E-23 104.8  -0.292502
T_H15_UP -1.0772 0.09906 -10.87 1.567E-26 11.61  -0.103698
T_H15_MI 4,931 0.687 7.178 1.129E-12 6.455  0.0510364
T_H15_DO -0.864018 0.1076 -8.028 2.033E-15 1143  -0.24015
exp(-t) 0.0413552  0.2557 0.1618 0.8715 3.485  0.000845028
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2563.45 1.76912 0.98865 1.148E4 0 0.07 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

2563.45 1.75459 3656.08 3.33584

Es gibt nun zwei Wege, das Problem weiter zu verfolgen. Der eine ist der, dass man die
Autokorrelation der Fehler zunéachst nicht beachtet und die gewdhnliche Methode der
kleinsten Quadrate benitzt, um die Regressionskoeffizienten zu berechnen. Man weiss
ja, dass diese korrekt berechnet werden. Fir die Elimination der Regressoren stiitzt man
sich auf die t-Kenngrdssen, die zwar statistisch falsch sind, deren Werte aber ein direk-
tes Mass dafir sind, um wie viel sich bei der Elimination die Quadratsumme der Resi-
duen vergrossern wird. Das Problem ist dann aber die Multikollinearitét, angezeigt
durch die hohen VIF-Werte. Es ist instruktiv dieses Problem mit der Principal-
Component-Regression genauer zu untersuchen.

Der zweite Weg ist der, dass man zuerst die Autokorrelation der Fehler beseitigt, in-
dem man die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate verwendet. Dies geht in
diesem Fall nicht ganz ohne Schwierigkeiten. Wie man sehen wird, konvergiert das
Verfahren zunachst nicht zu einer brauchbaren Losung. Es bleiben sinusférmige Resi-
duen mit einer grossen Amplitude. Ergt eine Optimierung des Korrelationsparameters p
von Hand, fuhrt schliesslich zum Ziel. Mit diesem Verfahren verschwinden die hohen
VIF-Werte und man kann direkt den t-Test beniitzen um die unbedeutenden Regresso-
ren zu eliminieren.

Es werden hier beide Wege gezeigt, obwohl der erste vom theoretischen Standpunkt
aus nicht ganz korrekt ist. Trotzdem wird er aus praktischen Uberlegungen vielleicht
vorgezogen und er fihrt zu einer annehmbaren Ldsung. Man sollte sich nur im Klaren
sein, dass die berechneten t-Kenngrossen statistisch nicht korrekt sind.

6.4.1 Beseitigung der Multikollinearitat durch Regressor-Elimination

Es wird also zunéchst das obige Modell weiter untersucht, ohne auf das Problem der
Autokorrelation der Fehler einzugehen. Wie schon friher beobachtet, verlaufen die
beiden Temperaturen mit hohen VIF-Werten (T_H12 DO und T_H15_DO) praktisch
parallel. Dies bestétigt auch ihr Korrelationskoeffizient von 0.99. Da beide ungefahr die
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gleiche Information enthalten, ist die eine Strategie, nur einen von beiden Regressoren
im Modell zu behalten. Die Elimination von T_H15 DO filhrt zum Modell in Tabelle
6-12. Der verbleibende Regressor T_H12_DO erhdlt einen Koeffizienten von —1.63306,
was ungefahr der Summe der beiden friheren Koeffizienten (—0.941022 und
—0.864018) entspricht. Dies bestétigt die Vermutung, dass der verbleibende Regressor
den Anteil der beiden urspriinglichen Regressoren Ubernommen hat. Die Quadratsumme
der Residuen ist dabei nur unwesentlich von 2563.45 auf 2677.47 gestiegen. Gleichzei-
tig ist aber der absolute t-Wert des verbleibenden Regressors von 10.2 auf 49.02 gestie-
gen. Er hat also statistisch plotzlich viel mehr Bedeutung erhalten. Dies bestétigt, dass
die t-Kenngrosse bel einer Kollinearitdt nichts Gber die Bedeutung eines Regressors im
Gesamtmodell aussagt. Der berechnete Wert gibt eben nur einen Hinweis auf die Zu-
nahme der Quadratsumme fur den néchsten Eliminationsschritt an. Diese Zunahme ist
aber naturgeméss klein, da ja der verbleibende Regressor den ganzen Einfluss der bei-
den friiheren Regressoren tibernehmen kann.

Als Nebenbemerkung kann festgestellt werden, dass die Multikollinearitét in diesem
Beispiel keinen negativen Einfluss auf die Prognose hat. Dies gilt, solange die starke
Korrelation zwischen den beiden Temperaturen auch in der Zukunft erhalten bleibt.

Tabelle 6-12: Modell mit Betontemperaturen chne T_H15 DO

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 29.3284 3.716 7.893 5.766E-15 0 0
T1(W_LEVEL) 25.786 0.1761 146.5 0 5.247 0.959271
T2(W_LEVEL) 7.18701 0.1108 64.88 0 3.267 0.335335
T3(W_LEVEL) 2.37925 0.0869 27.38 2.174E-133 2271 0.117967
T4(W_LEVEL) 0.276952 0.07352 3.767 0.0001718 2.128 0.0157138
T_H12_UP -0.408138 0.04302 -9.486 9.446E-21 5.387 -0.0629506
T_H12_MI 0.107371 0.1132 0.9485 0.343 10 0.00857678
T_H12_DO -1.63306 0.03331 -49.02 5.051E-310 13.12 -0.50761
T_H15_UP -1.4262 0.09094 -15.68 2.527E-51 9.374 -0.137294
T_H15_MI 6.01232 0.6882 8.736 6.555E-18 6.207 0.0622282
exp(-t) 0.565916 0.2525 2.241 0.02518 3.257 0.0115636
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2677.47 1.84653 0.98815 1.209E4 O 0.08 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SSRes MS'Res

2677.47 1.83263 4261.08 3.88785

6.4.2 Beseitigung der Multikollinearitat durch Principal-Component-
Regression

Die zweite Strategie zur Beseitigung der Kollinearitét ist die Principal-Component-
Regression. Die Eigenwerte sind in Tabelle 6-13 zusammengestellt. Wie man sieht, ist
der letzte Eigenwert (in der Tabelle ist der Singularwert o = Ji aufgefuhrt) sehr klein.
Durch sein Weglassen verschwindet die Kollinearitét. Auch die entsprechende
t-Testgrosse ist klein, sodass man nur einen geringen Zuwachs in den Residuen erwar-
ten muss. Das Weglassen des Eigenvektors mit dem kleinsten Eigenwert fuhrt zum
Modell in Tabelle 6-14. Tatsachlich sind die hohen VIF-Werte verschwunden. Die
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Regressionskoeffizienten haben sich gegeniiber dem urspringlichen Modell nur wenig
verdndert und Quadratsumme der Residuen ist nur wenig angewachsen. Die beiden
Temperaturen T_H12_DO und T_H15 DO haben nun hohe absolute t-Werte (46.3 und
55.84), vergleichbar mit demjenigen, wenn eine der beiden Temperaturen eliminiert
wurde (49.02).

Tabelle 6-13: Eigenwerte fir M odell mit Betontemper aturen

Eigenvektor V1 V2 V3 V4 V5

sigma 2.09551 1.69661 1.13919 1.01823 0.837929

t-stat -114.819  255.924 -88.5631  122.868 115.184

Eigenvektor V6 V7 V8 V9 V10 V11l

sigma 0.455223 0.429993 0.373433 0.344746 0.196466 0.0683848
t-stat -51.9707  4.89982 -25.5971  87.5397 -17.1298  -0.733873

Tabelle 6-14: Modell mit Betontemper aturen, ein Eigenvektor weggelassen

Regressor Coefficient  StdErr t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 34.3062 3.677 9.33 3.822E-20 0 0
T1(W_LEVEL) 25.9548 0.1731 150 0 5.292  0.965553
T2(W_LEVEL) 7.13354 0.1082 65.95 0 3.251  0.332841
T3(W_LEVEL) 2.24923 0.08555 26.29 6.866E-125 2296  0.11152
T4(W_LEVEL) 0.304555 0.07188 4.237 2.406E-5 2123  0.0172799
T_H12_UP -0.434756 0.04176 -10.41 1.565E-24 5.294  -0.067056
T_H12_MI -0.0324894  0.1119 -0.2904 0.7715 10.19  -0.00259526
T_H12_DO -0.87482 0.01889 -46.3 4.898E-288 4401 -0.271924
T_H15_UP -1.05036 0.09208 -11.41 6.332E-29 10.03  -0.101114
T_H15_MI 487707 0.6832 7.139 1.485E-12 6.381  0.0504783
T_H15_DO -0.942027 0.01687 -55.84 0 2806  -0.261832
exp(-t) 0.0115119  0.2525 0.0456 0.9636 3.396  0.000235227
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2564.41 1.76978 0.98865 1.147E4 0 0.07 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

2564.41 1.75524 3621.02 3.30385

Abschliessend wird fur diesen einfachen Fall noch gezeigt, wie man aus dem wegge-
lassenen Eigenvektor eine Beziehung zwischen den beiden korrelierten Temperaturen
finden kann. Der Eigenvektor ist

Vy= 0011 -0.011 -0.015 0.007 -0.023 -0.013 0.685 0.086 -0.019 -0.722 -0.020

Wie in Kapitel 4 beschrieben wurde, bedeutet das Weglassen des Eigenvektors 11 (nur
die grossten Anteile berticksichtigt)

o, ~ 0.685b,—0.722b, = 0. (6.1)

Daraus erhdlt man eine Zusatzbedingung fur die Regressionskoeffizienten, namlich
b, =(0.685/0.722) b, = 0.95D,. (6.2)
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b, ist der Koeffizient von T_H12_DO und b,, derjenige von T_H15_DO. Die obige Bezie-
hung ist fir die standardisierten Regressionskoeffizienten in Tabelle 6-14 ungeféhr
eingehalten (b, =-0.271924 und b, = -0.261832). Fur die standardisierten Temperatu-
renT_H12 DO und T_H15 DO bedeutet das

b, -T_H12_DO+b,-T_H15_DO =Db,(T_H12_DO+0.95- T_H15_DO) (6.3)

Man kann also die beiden Temperaturen zu einem einzigen Regressor zusammenfassen.
Man beachte, dass der Faktor 0.95 fur die standardisierten Temperaturen gilt. Fir die
urspringlichen Temperaturen muss der Faktor noch umgerechnet werden. Dies ist in
den Regressionskoeffizienten in Tabelle 6-14 bereits berlicksichtigt. Diese kdnnen
direkt beniitzt werden, um einen neuen Regressor zu definieren:

X, =—0.87482-T_H12_DO—0.942027-T_H15_DO (6.4)

Verwendet man diesen neuen Regressor angtelle der beiden urspriinglichen Temperatu-
ren, so ist keine Multikollinearitét mehr vorhanden.

Diese Methode zur Bildung neuer Regressoren wird nattrlich sofort viel komplizier-
ter, wenn mehrere Regressoren an einem Eigenvektor beteiligt sind und wenn mehrere
Eigenvektoren weggelassen werden. Ein ahnliches Beispiel ist in Chatterjee (1977,
S.180) gegeben.

Wenn das Problem der Kollinearitdt gelost ist, sei es durch Weglassen eines Regres-
sors oder mit Hilfe der Principal-Component-Regression, konnen die nicht signifikanten
Regressoren eliminiert werden. Wenn man von der Principal-Component-Losung
(Tabelle 6-14) ausgeht, konnen 2 Regressoren eliminiert werden. Der erste ist die Expo-
nentialfunktion, der zweite die Temperatur T_H12_MI. Die Resultate bleiben nach dieser
Elimination im Wesentlichen unverandert, wie die Zusammenfassung in Tabelle 6-15
zeigt. Die Residuen und das Korrelogramm sind in Bild 6-15 und Bild 6-16 festgehal-
ten.

Tabelle 6-15: Modell mit Betontemper aturen, 9 Regr essor en, ein Eigenvektor weggelassen

Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998
SS Res MS' Res SS Res MS' Res
2565.54 1.75602 3636.72 3.31818

99.7% 1

m Extrapolation

Residuen

99.7% ,

| | | | | |
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Bild 6-15:Residuen, M odell mit Betontemper aturen, 9 Regressor en, ein Eigenvektor weggelassen
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Bild 6-16:K orrelogramm, M odell mit Betontemper aturen, 9 Regressoren, ein Eigenvektor wegge-
lassen

6.4.3 Autokorrelation der Fehler

Der zweite Weg, der vom theoretischen Standpunkt aus vorzuziehen ist, ist die Bertick-
sichtigung der Autokorrelation der Fehler. Die vorgeschlagene Methode mit der iterati-
ven Berechnung von p fuhrt zundchst nicht zum Erfolg. Fir den Autokorrelations-
parameter p =1 bleiben sinusférmige Residuen mit einer grossen Amplitude (£8 mm).
Variiert man p zwischen O und 1, so entdeckt man, dass die sinusférmigen Residuen erst
in der Néhe von 1 auftauchen. Andererseits ist der Effekt von p kaum sichtbar zwi-
schen 0 und etwa 0.8. Versucht man den Wert von Hand zu optimieren, findet man etwa
L =0.9. Wenn man noch die beiden nichtsignifikanten Regressoren (T_H12_MI und
T_H15_MI) eliminiert, erhdlt man das Modell in Tabelle 6-16. Sowohl die Regressions-
koeffizienten wie auch die t-Kenngréssen sind mit dem transformierten Problem (ver-
allgemeinerte Differenzenbildung) berechnet, gelten aber auch fur das urspringliche
Problem. Der grosste VIF-Wert ist um 14, was akzeptabel ist. Die zusammenfassenden
Grossen wie die Quadratsummen und das Bestimmtheitsmass gelten nur fur das trans-
formierte Problem. Der Durbin-Watson-Kennwert ist wesentlich grosser als bei der
klassischen Methode. Um den Vergleich mit andern Modellen zu erméglichen, sind auf
der untersten Zeile die Quadratsummen der Residuen fir das urspringliche Modell
gegeben. Die Residuen in der Prognoseperiode sind besser als digjenigen der klassi-
schen Methode, wie der Vergleich in Tabelle 6-16 zeigt. (Siehe auch Zusammenstellung
der Residuenplots am Ende dieses Kapitels.) Die Residuen sind in Bild 6-17 geplottet.
Das Korrelogramm in Bild 6-18 zeigt, dass noch eine leichte Autokorrelation vorhanden
ist, die aber akzeptiert werden kann.

Das hier beschriebene Vorgehen ist natirlich nicht gedacht fir eine generelle An-
wendung, aber es zeigt, dass die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate
funktioniert, wenn der Parameter p richtig berechnet wird. Das Problem ist ja, dass es
sich hier um eine nichtlineare Regression handelt, bei der die Regressionsparameter und
der Autokorrelationsparameter p gleichzeitig optimiert werden missen. Die iterative
Losung, die hier verwendet wurde, ist nur die einfachste Variante von den vielen, diein
der Literatur zu finden sind. Das zweite Problem, das hier mdglicherweise eine Rolle
spielt, ist, dass die Autokorrelation der Fehler auch héherer Ordnung sein kann. Die
Methode miisste dann entsprechend angepasst werden. Sowohl die numerische Behand-
lung der nichtlinearen Regression, wie auch die Behandlung anderer Autokorrelations-
strukturen liegen aber ausserhalb des Rahmens dieser Studie.
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Tabelle 6-16: M odell mit Betontemper aturen, p= 0.9 (Optimierung von Hand)

Regressor Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 57.0584 0.7021 81.26 0 0 0
T1(W_LEVEL) 25.4259 0.2794 91.01 0 2,198  0.845923
T2(W_LEVEL) 7.33344 0.1851 39.62 2.353E-233 1.743  0.327928
T3(W_LEVEL) 1.92538 0.1367 14.08 2.671E-42 1.296  0.100493
T4(W_LEVEL) 0.678253 0.1115 6.082 1.513E-9 1.282  0.0431809
T_H12_UP -0.393797 0.07179 -5.485 4.868E-8 2961  -0.0591799
T_H12_DO -0.776487 0.08113 -9.571 4.372E-21 13.2 -0.218055
T_H15_UP -0.716141 0.1174 -6.098 1.373E-9 3.014 -0.0663771
T_H15_DO -1.11142 0.0956 -11.63 6.176E-30 13.78  -0.27058
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
181.485 0.12499 0.94292 2987 0 1.40 1461
Regression: 01/01/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

3027.93 2.0725 2337.15  2.13243

Tabele 6-17: Vergleich klassische M ethode und ver allgemeinerte Methode (Tabelle 6-15
und Tabelle 6-16)

Regression: 01/01/1993-31/12/1995 | Prediction: 31/12/1994-31/12/1998
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 9 2565.54 1.75602 3636.72 3.31818
p=09 | 8 3027.93 2.0725 2337.15 2.13243

T T T T
- 5F 99.7% .
(]
S
20
(O]
Tl 99.7% ]
| | |

| | | | | |
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Bild 6-17: Residuen, M odell mit Betontemper aturen, p= 0.9 (Optimierung von Hand)
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Bild 6-18: Korrelogramm, M odell mit Betontemper aturen, p= 0.9 (Optimier ung von Hand)
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6.5 Modell mit Warmeleitung

Der Einbezug der Betontemperaturen hat die Regression gegentiber dem klassischen
Ansatz mit Sinus und Kosinus nur bedingt verbessert. Eine mogliche Erklérung ist, dass
die Temperaturverteilung in der Mauer mit den Messungen am Rand und in der Mitte zu
wenig gut erfasst wird. Es handelt sich hier um ein Wéarmeleitungsproblem, wie es in
Kapitel 5 beschrieben wurde. Die Innentemperaturen treten gegeniiber den Aussentem-
peraturen verkleinert und zeitlich verzogert auf. Das Phanomen ist gut sichtbar aus den
Temperaturverlaufen in Bild 6-4.

Die theoretischen Aspekte der eindimensionalen Warmeleitung wurden bereits in
Kapitel 5 beschrieben. Als erstes soll hier versucht werden, die Betontemperatur im
Innern der Mauer auf Messhorizont MH12 aus den Betontemperaturen an der Oberfla
che zu berechnen. Da nur die Losungen fur ein halbunendliches Gebiet verwendet wer-
den, kann der Einfluss von beiden Seiten annaherungsweise durch eine Uberlagerung
beider Einflisse berechnet werden. Dies ist mathematisch nicht ganz korrekt, da die
Temperatur am einen Rand den andern Rand nicht beeinflussen sollte. Die Messpunkte
an der Luftseite und der Wasserseite sind nicht ganz an der Oberfléche, sondern 1.5 m
im Innern, sodass die Distanz zur Mitte als 6 m angenommen werden kann. Fur die
Warmediffusion wurde der Wert 0.1 m?/Tag eingesetzt. Bild 6-19 zeigt den Vergleich
mit der gemessenen Temperatur (auf Mittelwert zentriert). Die Ubereinstimmung ist
erstaunlich gut, wenn man die Einfachheit des Modells berticksichtigt. (Der treppenfor-
mige Verlauf der gemessenen Temperatur ist eine Folge der kleinen Auflésung von nur
zwei Ziffern. Die markante Spitze Mitte 1994 ist wahrscheinlich ein Messfehler.)

—— Gemessen
—— Berechnet

=
[

Temperatur
. o
o

=
[

| | | | | |
1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Bild 6-19: Berechneter Temperaturverlauf in der Mitte der Mauer

In den kommenden Modellen werden fir die Temperaturberechnung jeweils nur die
EinflUsse vom ndher gelegenen Rand berticksichtigt.

6.5.1 Klassische Regression und Ridge-Regression

Um die Berechnung einigermassen Ubersichtlich zu halten und nicht zu viele Regresso-
ren und Multikollinearitéten zu erhalten, kann man sich auf die Temperaturen in 2 und
in 4 Tiefe beschranken. Damit hat man neben den 6 gemessenen noch weitere 8 berech-
nete Temperaturen im Modell. Da die berechneten Temperaturen von vergangenen
Daten abhangen, kann man die Berechnung erst ab einem Zeitpunkt durchfiihren, bei
dem genugend Werte aus der Vergangenheit zur Verfligung stehen. Hier wurde der
Beginn der Regressionsperiode 180 Tage nach Beginn der Messperiode festgelegt.
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Damit ist die Regressionsperiode nicht mehr 4, sondern nur noch 3% Jahre lang. Es
ergibt sich eine gewisse Schwierigkeit beim Vergleich der Modelle, da wie friher fest-
gestellt wurde, verschiedene Regressionsperioden zu verschieden guten Resultaten
fihren konnen.

Das Modell mit 4 Polynomen, 6 gemessenen und 8 berechneten Temperaturen, ins-
gesamt also 18 Regressoren, zeigt bel 13 Regressoren VIF-Werte tber 10, die grossten
Uber 1000. Um die Anzahl der Regressoren zu reduzieren, kann man wieder verschiede-
ne Strategien anwenden. Die eine ist die, einfach Regressoren zu eliminieren bis keine
Multikollinearitét mehr vorhanden sind. Dies fuhrt zum Modell mit 5 Regressoren in
Tabelle 6-18. temp(T_H12_DOJ4) bezeichnet die die aus T_H12_DO abgeleitete Tempera-
tur in 4 m Tiefe. Interessant ist, dass die Abweichungen kleiner sind als beim Modell
mit 5 gemessenen Temperaturen (Tabelle 6-15), obwohl hier nur Messwerte einer einzi-
gen Temperatur verwendet wurden.

Die Ridge-Regression fihrt je nach Verzerrungsparameter k zu verschiedenen Mo-
dellen, wie die Zusammengtellung in Tabelle 6-19 zeigt. Fur jeden Fall wurden die
Regressoren schrittweise eliminiert, bis all VIF-Werte unter 10 waren. Das Beispiel
zeigt schon, wie man mit einer Variation des Verzerrungsparameters das Modell opti-
mieren kann.

Tabelle 6-18: Modell mit Warmeleitung

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 51.4513 0.08108 634.6 0 0 0
T1(W_LEVEL) 26.6533 0.1585 168.1 0 3.904 1.01228
T2(W_LEVEL) 7.76341 0.09571 81.12 0 2.346  0.378663
T3(W_LEVEL) 2.01985 0.0754 26.79 8.758E-126 1498  0.0999171
T_H12_DO -2.02508 0.01077 -188 0 1.258  -0.642689

temp(T_H12_DO|4) -1.88981  0.07463 -25.32 5.993E-115  4.626  -0.165992

SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2222.85 1.74341 0.98816 2.128E4 0 0.08 1281
Regression: 29/06/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

2222.85 1.73525 3002.23 2.73927

Tabelle 6-19 M odelle mit War meleitung, schrittweise Elimination mit Ridge-Regression

Regression: 29/06/1992-31/12/1995 | Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
k=0 5 2222.85 1.73525 3002.23 2.73927
k=0.001 | 5 2224.12 1.73624 3009.33 2.74574
k=0.002 | 6 1542.71 1.2043 2523.28 2.30226
k=0.005 | 6 1556.52 1.21508 2491.25 2.27304
k=0.01 6 1602.94 1.25132 2475.31 2.25849
k=0.02 7 1773.7 1.38462 3347.72 3.05449
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6.5.2 Principal-Component-Regression

Wie in Kapitel 4 anhand eines numerischen Beispiels gezeigt wurde, bildet die Princi-
pal-Component-Regression aus zwei dhnlichen Regressoren eine Kombination. Die
abhangige Variable, die approximiert werden soll, wird dabei nicht berticksichtigt. In
diesem Sinne kann die Principal-Component-Regression nicht den besser passenden
Regressor auswahlen, das macht die klassische Regression. Auf der andern Seite ver-
meidet die Principal-Component-Regression, dass mehrere Regressoren, die nichts mit
der abhangigen Variablen zu tun haben, trotzdem so kombiniert werden, dass eine
Approximation entsteht (typischerweise Uber grosse Koeffizienten mit verschiedenen
Vorzeichen). Aus der ersten Uberlegung wird klar, dass mit der Principal-Component-
Regression oft nicht das optimale Modell gefunden wird, besonders in den Fallen, wo
man aus mehreren ahnlichen Regressoren auswahlen muss, wie in diesem Fall mit den
berechneten Temperaturen.

Es kann hier keine einfache Strategie angegeben werden, wie man die Variablen-
auswahl mit der Principal-Component-Regression durchfiihren soll. Da man in jedem
Schritt sowohl Eigenvektoren weglassen wie auch Regressoren eliminieren kann, gibt es
viele Vorgehensmdglichkeiten. Mehrere davon wurden ausprobiert, aber keine hat sich
als algemein beste erwiesen. Es ist fast immer nétig, einige Varianten auszuprobieren,
bis man sich ein Bild machen kann.

Das Ausgangsmodell ist wieder das Modell mit 4 Tschebyscheff-Polynomen, 6 ge-
messenen und 8 berechneten Temperaturen. Um die Multikollinearitét zu beseitigen,
muss man etwa 8 Eigenvektoren weglassen. Ein gutes Bild geben die Eigenwerte und
die dazugehorigen t-Kenngrdssen, die in Tabelle 6-20 aufgelistet sind. Da die Singulér-
wertzerlegung beniitzt wurde, sind anstatt der Eigenwerte die Singulérwerte o=1
(sigma) gezeigt. Rein von den Eigenwerten her kann man nicht entscheiden, wo man
abschneiden soll, da die Werte sich ziemlich kontinuierlich andern, ohne klare Spriinge.
Bei den t-Kenngrdssen, vermutet man einen grossen Sprung in der Quadratsumme der
Residuen, von 12 auf 11 Eigenvektoren. Tatsachlich findet der Sprung von 11 auf 10
Eigenvektoren statt, wie man feststellt, wenn man die Berechnung durchftihrt. Das ist
auch der Punkt, wo die VIF-Werte unter 10 fallen.

Tabelle 6-20: Singulérwerte fur Modell mit Warmeleitung

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9
Sigma 3.11548 2.16845 1.10739 0.933764 0.793533 0.529353 0.449395 0.394638 0.297116
t-stat 192.323 -221.601 -46.7018 -112.425 125.841 -80.1263  37.0983 -81.1442  34.8156

V10 V11 V12 V13 V14 V15 V16 V17 V18
Sigma 0.25218 0.19906 0.12154  0.10278 0.06613 0.043699 0.0368386 0.031658 0.01708
t-stat -44.7478 17.2026 -5.48059 6.89917 -2.3466 -7.12465 -1.55732 -0.462134  14.8993

Als ersten Schritt reduziert man also die Zahl der Eigenvektoren auf 11. Von den
Regressoren sind dann einige nicht signifikant. Die 18 Regressoren kann man deshalb
schrittweise auf 13 reduzieren. Dadurch bekommt man aber wieder erneut eine Multi-
kollinearitét, wie der héchste VIF-Wert von 50 angibt. Nachdem man 2 weitere Eigen-
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vektoren weggelassen hat, hat man also jetzt 13 Regressoren und 9 Eigenvektoren. Bei
diesem Modell sind alle Regressoren signifikant und die VIF-Werte alle unter 10. Die
Quadratsummen sind SRes=1.06 und MSes= 2.23. Man kann aber das Modell noch
weiter reduzieren. Bei der Elimination von weiteren Regressoren kdnnen immer wieder
neue Multikollinearitéten auftauchen, sodass man parallel dazu auch die Zahl der Ei-
genvektoren laufend reduzieren muss. Ein Modell das nach diesem Vorgehen gefunden
werden kann, ist in Tabelle 6-21 angegeben. Von den Residuen her ist dieses Modell
gleichwertig mit den friheren, die mit der Ridge-Regression gefunden wurden. Die
Residuen sind in Bild 6-20 geplottet.

Tabelle 6-21: Modell mit Warmeleitung, Principal-Component-Regression, 1 Eigenvektor

weggelassen
Regressor Coefficient  Std Err t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 49.5932 0.1273 389.7 0 0 0
T1(W_LEVEL) 26.4324 0.1448 182.5 0 3.475 1.00389
T2(W_LEVEL) 7.51159 0.08997 83.49 0 2.212 0.36638
T3(W_LEVEL) 2.11668 0.07234 29.26 2.134E-144 1471 0.104707
T_H12_DO -0.73701 0.01499 -49.16 1.539E-296 2.601 -0.233901
T_H15_DO -0.993804 0.007721 -128.7 0 0.5535  -0.282516
temp(T_H12_DO|2) -1.29132 0.05732 -22.53 7.031E-95 10.8 -0.218463
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2081.78 1.63405 0.98891 1.893E4 O 0.07 1281
Regression: 29/06/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998
SS Res MS' Res SS Res MS' Res
2081.78 1.62512 2414.22 2.20276
T T
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Bild 6-20: Residuen, M odell mit Wé&r meleitung, Principal-Component-Regression, 1 Eigenvektor
weggelassen

6.5.3 Autokorrelation der Fehler

Wie der Durbin-Watson-Test im letzten Modell deutlich zeigt, sind die Fehler autokor-
reliert. Eine Berechnung mit der verallgemeinerten Methode der kleinsten Quadrate
bringt aber zundchst wieder nicht die gewilinschte Lésung. Die Residuen enthalten eine
Langzeitkomponente, die das Resultat unbrauchbar macht. Auch hier kann aber durch
eine manuelle Anpassung des Autokorrelationsparameters p eine gute Anpassung er-
reicht werden. Ob das Problem am Algorithmus fir die Berechnung von p liegt, oder
daran, dass die Verteilung der Fehler komplexer ist als angenommen, kann an dieser
Stelle nicht beantwortet werden. Es mussten zusétzliche Untersuchungen gemacht
werden, die weit Uber den Rahmen dieser Studie hinausgehen wirden.
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Das Ausgangsmodell ist wieder jenes mit 4 Tschebyscheff-Polynomen, 6 gemesse-
nen und 8 berechneten Temperaturen. Mit p = 0.92 kénnen die Regressoren schrittweise
eliminiert werden bis alle p-Werte unter 1% sind. Das fuhrt zu einem Modell mit 9
Regressoren. Vier weitere Regressoren miissen eliminiert werden, um die VIF-Werte zu
reduzieren. Wenn wieder zwei Regressoren eingefigt werden, erhalt man das Modell in
Tabelle 6-22. Die ganze Variablenauswahl ist ein Ausprobieren und hangt auch stark
von der Wahl von p ab. Die schrittweise Elimination fuhrt nicht direkt zum Ziel, daeine
starke Multikollinearitéten vorhanden sind. Beim vollen Modell ist der maximale VIF-
Wert bei 500.

Die Quadratsummen der Residuen sind deutlich besser als jene der klassischen Reg-
ression, allerdings mit 7 gegenuber 6 Regressoren (5 Eigenwerten). Der Vergleich
dieser beiden Modelle mit dem Modell der klassischen Methode ist in Tabelle 6-23 zu
sehen. (Siehe auch Zusammenstellung der Residuenplots am Ende dieses Kapitels.) Die
Residuen sind in Bild 6-21 geplottet.

Tabelle 6-22: M odell mit Warmeleitung, p = 0.92 (Optimierung von Hand)

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 46.063 0.2894 159.2 0 0 0
T1(W_LEVEL) 26.6963 0.3588 74.41 0 2579  0.938418
T2(W_LEVEL) 7.69873 0.1935 39.79 1.202E-225 1562  0.390614
T3(W_LEVEL) 1.82276 0.1418 12.85 1.23E-35 1.159  0.108687
T_H12_DO -0.82139 0.05263 -15.61 2.232E-50 4404  -0.257242
temp(T_H12_UP|2) -1.20187 0.2343 -5.13 3.349E-7 4,977  -0.0898782
temp(T_H15_UP|2) 2.9879 0.3197 9.346 3.932E-20 3.858  0.144186
temp(T_H15_DO|2) -2.89414 0.194 -14.92 1.686E-46 11.02  -0.388874
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
128.144 0.100663 0.92148 2150 0 1.70 1281
Regression: 29/06/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

1613.36 1.25945 2021.44 1.84438

Tabelle 6-23: Vergleich klassische und ver allgemeinerte M ethode (Tabelle 6-21 und Tabelle

6-22)
Regression: 29/06/1992-31/12/1995 | Prediction: 31/12/1994-31/12/1998
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 6 2081.78 1.62512 2414.22 2.20276
p=092 |7 1613.36 1.25945 2021.44 1.84438
s b - — 99.7% |
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Bild 6-21: Residuen, M odell mit gemessenen und ber echneten Betontemper atur en, 7 Regressor en,
p=092
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6.6 Weitere Modelle

6.6.1 Model mit Kriechen

Regressoren fur Kriechverformungen kénnen aus den Regressoren fir die elastische
Verformung abgeleitet werden, wie dies in Kapitel 5 gezeigt wurde. Fur die vier Tsche-
byscheff-Polynome werden die zugehdrigen Kriech-Regressoren zum Modell mit den 6
gemessenen und den 8 berechneten Betontemperaturen hinzugefiigt. Wieder wurden fir
verschiedene Verzerrungsparameter die Regressoren eliminiert bis alle VIF-Werte unter
10 waren. Die Resultate sind in Tabelle 6-24 zusammengestellt. In der Spalte “Reg” ist
die Anzahl der Regressoren und in der Spalte “Creep” sind die beteiligten Kriechfunkti-
onen angegeben. In den meisten Modellen ist die Kriechfunktion nur in der ersten Po-
tenz enthalten (T1), in einigen Uberhaupt nicht. Betrachtet man nur die Regressions-
periode, so kdnnen mit dem Kriechansatz die Residuen halbiert werden. In der
Prognoseperiode jedoch sind die Modelle ohne Kriechen deutlich besser als jene mit
Kriechen. Auch die Mdglichkeit, dass mit dem Kriechansatz die Autokorrelation der
Fehler aufgehoben werden konnte, hat sich nicht bestétigt. Die Durbin-Watson-
Kennwerte waren in allen Féllen um DW = 0.10.

Tabelle 6-24: M odelle mit gemessenen und ber echneten Betontemper aturen und Kriechen,
schrittweise Elimination mit Ridge-Regression mit ver schiedenen Ver zerrungspar ametern

Regression: 29/06/1992-31/12/1995 | Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

Reg | Creep | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
k=0 5 2222.85 1.73525 3002.23 2.73927
k=10.0005 | 7 Tl 1046.07 0.816604 6493.34 5.92458
k =0.001 5 1914.79 1.49476 2497.92 2.27912
k =0.002 6 Tl 1608.62 1.25575 8248.39 7.52591
k =0.005 6 Tl 1641.29 1.28126 8155.87 7.44149
k=0.01 6 Tl 1967.56 1.53596 5609.53 5.11819
K=0.02 8 T1,T2 | 1477.04 1.15303 4754.52 4.33807

6.6.2 Modell mit Lufttemperatur

Ein weiteres Modell berticksichtigt den Temperatureinfluss Uber die Lufttemperatur.
Die Lufttemperatur ist nur eine indirekte Einflussgrosse, da die Verformungen direkt
von der Temperaturverteilung in der Mauer abhdngen. Da die Temperaturen in der
Mauer viel weniger rasch schwanken als die Lufttemperatur, ist es zweckmassig zeitli-
che Mittelwerte der Lufttemperatur as Einflussvariablen zu wahlen. Das Modell bein-
haltet 4 Tschebyscheff-Polynome und die Lufttemperatur, sowie die Mittelwerte Uber 7,
14, 30, 60, 120 und 180 Tage. Um das Mittel von 180 berechnen zu kdnnen, beginnt die
Regressionsperiode mit dem 181. Tag.

Der maximale VIF-Wert ist etwa 80. Die Elimination der Regressoren erfolgt mit
der klassischen Regression schrittweise bis alle VIF-Werte unter 10 sind. Die Ridge-
Regression bringt beziiglich der Variablenauswahl keine Anderung. Tabelle 6-25 zeigt
das Modell. Die Regressionsqualitét ist schlechter als beim Modell mit Sinus und Kosi-
nus, obwohl mehr Information verwendet wurde. Daher ist das Modell mit der Lufttem-
peratur eher ungeeignet.
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Tabelle 6-25: Modell mit L ufttemper atur

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 46.935 0.08143 576.4 0 0 0
T1(W_LEVEL) 26.474 0.1558 170 0 2.446 1.00547
T2(W_LEVEL) 6.78669 0.1072 63.32 0 191 0.331023
T3(W_LEVEL) 1.94256 0.09157 21.21 8.801E-86 1.434 0.096094
T_AIR_M|7 -0.197277 0.01326 -14.87 2.939E-46 3.596 -0.106684
T_AIR_M|60 -1.3061 0.01886 -69.25 0 5.288 -0.602313
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
3424.45 2.68584 0.98176 1.372E4 0 0.04 1281
Regression: 29/06/1992-31/12/1995 Prediction: 01/01/1996-31/12/1998

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

3424.45 2.67326 4405.06 4.01921

6.7 Zusammenfassung Schlegeis

Das klassische Modell mit Sinus- und Kosinus-Termen fir die saisonalen Einfliisse
funktioniert gut mit der Methode der kleinsten Quadrate. Die Elimination der Regresso-
ren kann nach den p-Werten erfolgen, aber einige zusétzliche Regressoren kdnnen
ebenfalls eliminiert werden, obwohl sie geméss ihrem p-Wert statistisch signifikant
waéren. Dieses Problem kommt daher, dass die Autokorrelation der Fehler vernachlassigt
wurde. Die Autokorrelation der Fehler ist klar vorhanden, wie der Durbin-Watson-
Kennwert und das Korrelogramm zeigen. Diese kann mit der verallgemeinerten Metho-
de der kleinsten Quadrate berticksichtigt werden. Die Variablenauswahl kann dann rein
anhand der p-Werte erfolgen. Theoretisch sollte die Methode auch effizientere Regres-
sionskoeffizienten liefern, was aber bei diesem Modell nicht bestétigt wurde.

Benltzt man anstatt den saisonalen Funktionen die Betontemperaturen, stosst man
zusétzlich zur Autokorrelation der Fehler auf das Problem der Multikollinearitét. Zwei
Temperaturen an der Luftseite sind stark korreliert. Man kann die Kollinearitét beseiti-
gen indem entweder eine von beiden Temperaturen eliminiert wird oder indem in der
Principal-Component-Regression ein Eigenvektor weggelassen wird. Die verallgemei-
nerte Methode der kleinsten Quadrate bringt beim Modell mit Betontemperaturen nume-
rische Probleme bei der Bestimmung des Autokorrelationsparameters p. Um zu zeigen,
dass die Methode grundsétzlich funktioniert, wurde der Parameter p von Hand opti-
miert.

Als néchstes werden zusétzlich zu den gemessenen auch berechnete Temperaturen
eingefuhrt. Die Berechnung erfolgt an Hand der eindimensionalen Wéarmeleitung. Die-
ses Modell hat bereits 18 Regressoren und viele Multikollinearitéten, was die Variablen-
auswahl erschwert. Eine Strategie ist, Regressoren zu eliminieren bis alle VIF-Werte
unter 10 sind. Die schrittweise Elimination fuhrt aber oft zum falschen Modell, da die
Regressoren stark korreliert sind. Ein nitzliches Verfahren ist hier die Ridge
Regression. Berechnet man mehrere Varianten mit verschiedenen Verzerrungsparame-
tern, so kommt man zu einem guten Modell. Die Alternative zur Ridge-Regression ist
die Principal-Component-Regression. Da man sowohl Regressoren wie auch Eigenwer-
te eliminierten kann, ergeben sich viele Vorgehensweisen, die nicht alle gleich gut
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funktionieren. Bel der verallgemeinerten Methode musste wieder von Hand eingegriffen
werden, um eine gute Regression zu bekommen.

Der Vollstandigkeit halber wurden auch noch der Einfluss von Kriechen und der
Lufttemperatur untersucht. Kriechen scheint wenig Einfluss zu haben und hilft auch
nicht die Autokorrelation der Fehler zu verhindern. Die Lufttemperatur kann benitzt
werden, wenn Mittelwerte verwendet werden, aber das Modell war weniger gut als das
Sinus-Kosinus-Modell.

Zum Schluss sind in Tabelle 6-26 die Residuen der wichtigsten Modelle nochmals
zusammengestellt. Beim Vergleich stellt man zunachst fest, dass die Unterschiede
zwischen den verschiedenen Modellen und den verschiedenen Methoden nicht so unter-
schiedlich sind, wie man es vielleicht erwartet hétte. Immerhin stellt man aber bei ge-
nauerem Hinsehen fest, dass vor alem der Einbezug der Warmeleitung eine
Verbesserung der Residuen gebracht hat. Fir dieses Modell ist auch die verallgemeiner-
te Methode der kleinsten Quadrate noch etwas besser als die klassische Methode.

Die klassische Methode ist im Allgemeinen ein geeignetes praktisches Verfahren,
wenn man von den theoretischen Problemen absieht. Ein klarer Vorteil der verallgemei-
nerten Methode ist die einfachere Variablenauswahl, einerseits weil die t-Testgrossen
korrekt berechnet werden, andererseits aber auch weil die Multikollinearitét stark ver-
mindert wird. Diesem Vorteil stehen die numerischen Probleme gegenliber, die bei der
Berechnung auftauchen kénnen. Fir einen Einsatz in der Praxis misste dieser Punkt
noch wesentlich verbessert werden.

Tabelle 6-26: Zusammenstellung der Residuenplots

Klassische Methode Verallgemeinerte Methode |
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7 Anwendung auf Staumauer Sambuco

In diesem Kapitel wird das zweite Anwendungsbeispiel behandelt, die Staumauer Sam-
buco. Wie schon im letzen Kapitel wurde immer nur ein Teil der Daten fur die Regres-
sion verwendet, der andere Teil dient zur Uberpriifung der Prognose. Eine Erklarung zu
den Tabellen und Residuenplots ist im vorhergehenden Kapitel, im Abschnitt 6.2 zu

finden.

7.1 Beschreibung

7.1.1 Ubersicht
Eine Ansicht und ein Querschnitt der Staumauer Sambuco sind in Bild 7-1 gezeigt.
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Bild 7-1: Staumauer Sambuco

Messwerte stehen von 1995 bis Mitte 2001 zur Verfigung. Im Gegensatz zu den tagli-
chen Messwerten von Schlegeis gibt es bei Sambuco nur etwa zwei Messtage pro Mo-
nat, in nicht ganz regelmassigen Absténden. Da die Mauer 1956 in Betrieb genommen
wurde, sind keine Langzeitverformungen zu erwarten. Von den zahlreichen Messungen,
die zur Verfigung stehen, wurden die folgenden ausgewahlt:

e Pendel MV 18 (Verschiebung der Krone im mittleren Bereich der Sperre)
e Stauhdhe: ,,Quotalago Rittmeyer”

o Alle Auftriebsdriicke (ausser M 6 3 und M 7 3, die praktisch Null sind)

o Alle Betontemperaturen

Die Messstellen fur die Betontemperaturen sind in Bild 7-2 gezeigt. Angegeben sind die
jeweiligen Ablesepunkte, die Thermometer sind Uber den Querschnitt verteilt.

77
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Bild 7-2: Messstellen fir Betontemperaturen in Block 1

7.1.2 Beschreibung der Messdaten

Die Zielgrosse ist die Pendelablesung (MV 1 8), die der Kronenverschiebung im mittle-
ren Bereich der Sperre entspricht. Sie ist in Bild 7-3 geplottet. Die Hautpeinflussgrésse
ist die Stauhthe, geplottet in Bild 7-4. Weitere Plots der Temperaturen und Auftriebs-
druicken finden sich am Ende dieses Kapitels.
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Bild 7-3: Pendel MV 18
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Bild 7-4: Stauhthe

7.2 Klassisches Modell ohne Temperaturen

Der Ausgangspunkt ist auch hier das klassische Modell mit 4 Tschebyscheff-Polynomen
der Stauhdhe, Sinus- und Kosinus-Ansatz fur Temperatureffekte und einer Exponential-
funktion fur Langzeiteffekte.
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7.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Mit der klassischen Methode der kleinsten Quadrate erhadlt man die Grossen in Tabelle
7-1. Wie daraus ersichtlich ist, kbnnen einige Regressoren eliminiert werden. Neben den
Regressoren mit p-Werten Uber 1 % kann man aufgrund des kleinen t-Wertes auch die
Exponentialfunktion weglassen. Die schrittweise Elimination fahrt zum Modell in
Tabelle 7-2. Das Modell ist soweit problemlos, ausser dass der Durbin-Watson-
Kennwert eine Autokorrelation der Residuen anzeigt. Der berechnete Wert von 0.68
liegt deutlich unter dem unteren Grenzwert von 1.484 (5% Wert fur 9 Regressoren und
100 Beobachtungen).

Tabelle 7-1: Ausgangsmodell mit saisonalen Funktionen

Regressor Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -11.3336 0.2008 -56.43 7.204E-75 0 0
T1(Quota)  -10.0916 0.5335 -18.92 5.572E-34 9.013 -1.15641
T2(Quota)  -2.60644 0.2531 -10.3 3.804E-17 2.167 -0.308726
T3(Quota)  -0.140704 0.2236 -0.6292 0.5307 2.187 -0.0189493
T4(Quota)  -0.120206 0.1876 -0.6408 0.5232 1.706 -0.0170435
sin(s) -3.00066 0.4464 -6.722 1.327E-9 9.782 -0.428074
cos(s) -3.94024 0.1527 -25.8 1.078E-44 1.157 -0.565027
sin(2s) -0.231456 0.1475 -1.569 0.12 1.07 -0.0330451
cos(2s) -0.403841 0.2351 -1.717 0.08915 2.738 -0.0578666
exp(-t) -1.26204 0.4148 -3.042 0.003036 1.123 -0.0656441
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
101.081 1.06401 0.96061 257.4 1.241E-62 0.71 105
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

101.081 0.962677 264.857 3.73038

Tabelle 7-2: M odell mit saisonalen Funktionen

Regressor  Coefficient  StdErr t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -11.3522 0.1437 -79.01 6.212E-92 0 0
T1(Quota) -10.819 0.4231 -25.57 1.173E-45 5.172 -1.23976
T2(Quota) -2.23191 0.1994 -11.2 2.42E-19 1.227 -0.264364
sin(s) -3.6207 0.3489 -10.38 1.473E-17 5.45 -0.516528
cos(s) -3.94906 0.157 -25.15 4.848E-45 1.115 -0.566292
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
116.64 1.1664 0.95455 525 3.679E-66 0.68 105
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

116.64 1.11086 317.827 4.47644

Der Vergleich zwischen Messung und Prognose wird in Bild 7-5 gezeigt. Bild 7-6 zeigt
die entsprechenden Residuen. Auffallend sind die Bereiche, wo eine Extrapolation
angezeigt wird, vor allem im Frihjahr 1999 und 2000. Dort wurde der Wasserspiegel
tiefer abgesenkt als in friiheren Jahren, was die relativ schlechte Prognose erklért. Bild
7-7 zeigt die Verteilung der Residuen. Sowohl die Normalverteilung wie auch die kon-
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stante Varianz sind erfillt. Das Korrelogramm ist in Bild 7-8 gezeigt. Wie schon der
Durbin-Watson-Test, zeigt auch das Korrelogramm eine Autokorrelation der Residuen.
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Bild 7-5: Regression, Modell mit saisonalen Funktionen
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Bild 7-6: Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen

al i
© g 2| oo 8 o %o |
E E S L S
= =0 o N T %
o 4 S T O LN L
4 x L o . ™ . o
4 B
| | | | |
3 2 -1 0 1 2 25 20 -15  -10 5
Normalverteilung Regressionsvariable
Bild 7-7: Verteilung der Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen
§ 1o 1
3
O 05 .
S | -
< [ !
2 00 L
o}
< _05 | | | |
' 0 100 200 300

Zeitdifferenz [Tage]

Bild 7-8: Korrelogramm, M odell mit saisonalen Funktionen
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7.2.2 Autokorrelation der Fehler

Um die Autokorrelation der Residuen zu berlicksichtigen, wird wieder die verallgemei-
nerte Methode der kleinsten Quadrate verwendet. Der Autokorrelationsparameter wird
p =0.754. Die Werte fur die transformierten Variablen sind in Tabelle 7-3 festgehalten.
Die Regressionskoeffizienten und t-Kenngrdssen gelten auch fur die urspringlichen
Variablen. Wie erwartet sind die t-Kenngrossen gegeniiber der gewohnlichen Methode
wesentlich kleiner geworden.

Regressoren mit einem p-Wert tber 1% kdnnen schrittweise eliminiert werden, was
zu einem Modell mit 5 Regressoren fuhrt. Wie Bild 7-9 zeigt, beruht die Prognose im
Fruhjahr 1999 und 2000 auf einer Extrapolation und die Residuen sind entsprechend
gross. Die Details dieses Modells sind hier nicht festgehalten, aber die Quadratsummen
sind aus der Zusammenfassung in Tabelle 7-5 ersichtlich.

Tabelle 7-3: Ausgangsmodell mit saisonalen Funktionen, p= 0.754

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -11.9135 0.4186 -28.46 2.739E-48 0 0
T1(Quota)  -7.9795 0.6573 -12.14 4.951E-21 3.751 -0.783906
T2(Quota) -2.5568 0.2478 -10.32 3.458E-17 1.344 -0.398745
T3(Quota)  -0.519432 0.1863 -2.789 0.006391 1.277 -0.105069
T4(Quota)  0.072698 0.1453 0.5004 0.6179 1.184 0.0181554
sin(s) -1.42431 0.606 -2.35 0.02082 3.625 -0.149187
cos(s) -3.87066 0.3169 -12.22 3.46E-21 1.061 -0.419381
sin(2s) -0.41006 0.2161 -1.897 0.06081 1.032 -0.0642459
cos(2s) -1.0452 0.2826 -3.698 0.0003635 1.81 -0.165865
exp(-t) -0.857042 1.025 -0.8358 0.4054 1.252 -0.0311829
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
52.4924 0.552552 0.89441 89.99 1.628E-42 2.14 105
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
SS Res MS' Res SS Res MS' Res
121.559 1.15771 373.265 5.25725
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Bild 7-9: M odell mit saisonalen Funktionen, 5 Regressoren, p= 0.815

Eine wesentlich bessere Prognose erhédt man nach der Elimination eines weiteren
Regressors. Dieses Modell ist in Tabelle 7-4 festgehalten. Obwohl die Residuen in der
Regressionsperiode im Vergleich zur gewdhnlichen Methode grésser werden, wird die
Prognose besser. Eine Zusammenfassung wird in Tabelle 7-5 gezeigt. Die Residuen-
plots sind in der Zusammenfassung am Ende dieses Kapitels nochmals im Vergleich
dargestellt.
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Tabelle 7-4: Modell mit saisonalen Funktionen, 4 Regressoren, p= 0.817

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -12.3264 0.436 -28.27 1.694E-49 0 0
T1(Quota) -6.67191 0.4347 -15.35 4.874E-28 117 -0.644392
T2(Quota)  -2.48173 0.2628 -9.445 1.634E-15 1.237 -0.407867
cos(s) -3.76295 0.3883 -9.691 4.718E-16 1.028 -0.381528
cos(2s) -1.07023 0.2776 -3.855 0.0002045 1.366 -0.17496
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
66.3917 0.663917 0.84929 140.5 3.898E-40 1.88 105

Regression: 02/01/1995-30/12/1998

Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res

SS Res

MS' Res

203.907 1.94197

215.466

3.03473

Tabelle 7-5: Vergleich gewdhnliche und verallgemeinerte M ethode (Tabelle 7-2 und Tabelle

7-4 plus M odell mit 5 Regressor en)

Regression: 02/01/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
Reg SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 4 116.64 1.11086 317.827 4.47644
p=0.817 203.907 1.94197 215.466 3.03473
p=0.815 | 5 176.888 1.68465 361.42 5.09043

Die graphische Darstellung der Residuen ist in Bild 7-10 gezeigt. Auch hier fallen die
Extrapolationsbereiche in der Prognoseperiode auf, aber sie sind weniger ausgepragt als
im Modell mit 5 Regressoren (Bild 7-9). Bild 7-11 zeigt das Korrelogramm der Residu-

en der transformierten Variablen.
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Bild 7-10: Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen, 4 Regressoren, p= 0.817
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Bild 7-11: Korrelogramm, Modell mit saisonalen Funktionen, 4 Regressoren, p= 0.817
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7.2.3 Abhéangigkeit von der Regressionsperiode

In den bisher betrachteten Modellen fallt auf, dass die Prognose wesentlich schlechter
ist als die Regression. Da stellt sich die Frage, ob das an der Prognose selber liegt, oder
ob sich einfach die Mauer in einer Periode ganz anders verhdlt als in der andern. Wie
sich zeigt, gibt hier eine Regression Uber die ganze Messzeit ein gutes Bild Uber das
Verhaten der Mauer in den einzelnen Zeitabschnitten. Die klassische Methode der
kleinsten Quadrate liefert ein Modell mit zwei Polynomen und trigonometrischen Funk-
tionen mit einer Periode von einem ganzen und einem halben Jahr. Die Residuen sind
in Bild 7-12 geplottet. Man sieht deutlich, dass die Residuen ab etwa 1998 wesentlich
grosser werden als vorher. Man muss also auch fir eine Prognose ab diesem Zeitpunkt
eine wesentlich schlechtere Qualitéat erwarten.
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Bild 7-12: Residuen, M odell mit saisonalen Funktionen, lange Regressionsperiode

7.3 Modell mit Betontemperaturen

7.3.1 Methode der kleinsten Quadrate

Als weitere Regressoren werden die gemessenen Betontemperaturen ins Modell einbe-
zogen. Die Sinus- und Kosinusterme, die den Einfluss der Temperatur modellieren
sollen, werden somit weggelassen. Dasselbe gilt fir die Exponentialfunktion. Das volle
Modell hat damit 16 Regressoren. Der maximale VIF-Wert ist mit 80 nicht allzu hoch,
sodass eine schrittweise Elimination erfolgreich sein dirfte. Es bleiben 5 Regressoren
und ein maximaler VIF-Wert von 16, der durch eine Principal-Component-Regression
beseitigt wird. Das Modell wird in Tabelle 7-6 gezeigt.

Tabelle 7-6: Modell mit Betontemper aturen, ein Eigenvektor weggelassen

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -2.84761 1.491 -1.91 0.05905 0 0
T1(Quota)  -9.11379 0.2544 -35.82 1.766E-58 2.337 -1.04436
T2(Quota)  -2.48009 0.1817 -13.65 1.724E-24 1.273 -0.29376
T12 -0.186155 0.02401 -7.752 8.129E-12 0.4059 -0.0941801
T22 -2.15336 0.1227 -17.55 3.795E-32 0.7383 -0.287508
T23 1.13135 0.0472 23.97 5.218E-43 1.573 0.57332
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
92.3947 0.93328 0.96400 530.1 8.93E-70 0.94 105
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

92.3947 0.87995 222.106 3.12826
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Die Autokorrelation der Residuen ist nicht sehr ausgepragt, aber der Durbin-Watson
liegt doch unter dem unteren Grenzwert von 1.571 (5% Wert fur 5 Regressoren und 100
Beobachtungen).

Der Verlauf der Residuen ist in Bild 7-13 geplottet. Wieder fallen die Bereiche mit
einer Extrapolation auf. Bild 7-14 zeigt das Korrelogramm.
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Bild 7-13: Residuen, M odell mit Betontemper aturen, ein Eigenvektor weggelassen
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Bild 7-14: Korrelogramm, Modell mit Betontemper aturen, ein Eigenvektor weggelassen

7.3.2 Autokorrelation der Fehler

Die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate fuhrt fir das volle Modell auf
einen maximalen VIF-Wert von etwa 14. Werden alle nichtsignifikanten Regressoren
eliminiert, bleiben 4 Regressoren, wie in Tabelle 7-7 gezeigt. Der Autokorrelationspa-
rameter wird p =0.851.

Tabelle 7-7: Modell mit Betontemper aturen, p= 0.851

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -5.84221 3.225 -1.812 0.07305 0 0

T1(Quota) -8.11824 0.4118 -19.72 3.133E-36 1.08 -0.780371
T2(Quota)  -2.23304 0.2295 -9.729 3.897E-16 1.039  -0.377635

T13 0.572971 0.067 8.552 1.455E-13 1.262  0.365953
T22 -1.36793 0.2959  -4.622 1.136E-5 3454  -0.327171
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
60.4041 0.604041 0.85495 142.1 2.456E-40 2.19 105

Regression: 1995-01-02-1998-12-30 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
SS Res MS' Res SS Res MS' Res
193.256 1.84053 246.624 3.47357
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Sowohl in der Regressionsperiode wie auch in der Prognoseperiode sind die Residuen
grosser als bei der gewohnlichen Methode, wie die Zusammenfassung in Tabelle 7-8
zeigt.

Die Verschlechterung in der Prognose ist vor allem auf die Verschiebung der Nullli-
nie zurtickzufihren, wie der Plot der Residuen (Bild 7-15) zeigt. Die Amplitude selber
ist eher kleiner. Der Langzeittrend der Residuen ist auch schon in Bild 7-13 zu sehen,
wenn auch weniger ausgepragt. Das Korrelogramm fir die Residuen des transformier-
ten Problemsiist in Bild 7-16 gezeigt.

Tabelle 7-8: Vergleich gewdhnliche und verallgemeinerte M ethode (Tabelle 7-6 und Tabelle

7-7)
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 5 92.3947 0.87995 222.106 3.12826
p=0.851 | 4 193.256 1.84053 246.624 3.47357
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Bild 7-15: Residuen, M odell mit Betontemper aturen, p= 0.851
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Bild 7-16: Korrelogramm, Modell mit Betontemper aturen, p= 0.851

7.4 Modell mit Auftriebsdriicken

7.4.1 Methode der kleinsten Quadrate

Neben den Betontemperaturen stehen auch die Auftriebsdriicke zur Verfigung. Beginnt
man mit einem Modell, das alle Betontemperaturen und alle Auftriebsdriicke enthélt, so
stellt man wieder viele VIF-Werte tber 10, zum Teil bis fast 1000, fest. Eliminiert man
schrittweise alle Regressoren mit einem p-Wert tber 1%, so erhalt man ein Modell mit
6 Regressoren, bei dem man noch einen Eigenvektor entfernen muss, um die VIF-Werte
unter 10 zu halten. Die Elimination mit einem Verzerrungsparameter von k =0.005
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fahrt zum gleichen Modell. Das Resultat ist in Tabelle 7-9 festgehalten. Der Durbin-
Watson-Kennwert von 1.47 ist gerade knapp unter dem unteren Grenzwert von 1.518
(5% Wert fur 5 Regressoren und 90 Beobachtungen). Theoretisch misste er eigentlich
Uber dem oberen Grenzwert von 1.776 liegen, damit eine Autokorrelation ausgeschlos-
sen werden konnte. Das Korrelogramm in Bild 7-18 zeigt ebenfalls nur noch eine
schwache Autokorrelation, die toleriert werden kann. Die Residuen sind in Bild 7-17
geplottet.

Interessant ist, dass der Auftrieb zum Teil die Polynome ersetzt hat und auch die Au-
tokorrelation der Residuen beseitigt hat. Der Auftrieb M61 verlauft praktisch gleich wie
die Stauhohe.

Tabelle 7-9: Modell mit Betontemper aturen und Auftrieb, ein Eigenvektor weggelassen

Regressor  Coefficient  Std Err t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -3.67961 1.601 -2.298 0.02371 0 0
T2(Quota)  -0.905582 0.1734 -5.223 9.891E-7 1.77 -0.107264
M23 -0.963851 0.03214 -29.99 3.549E-51 1.22 -0.511257
M61 -0.136717 0.004243 -32.22 6.031E-54 1.109 -0.523692
T21 -0.457749 0.09315 -4.914 3.582E-6 6.436 -0.192409
T22 -1.14993 0.1425 -8.069 1.808E-12 1.52 -0.153535
T23 1.12397 0.06085 18.47 1.095E-33 3.992 0.569583
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
59.9098 0.611325 0.97665 683.3 1.342E-77 1.47 105
Regression: 02/01/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
SS Res MS' Res SS Res MS' Res
59.9098 0.57057 142.261 2.00367
T T T
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Bild 7-17: Residuen, Auftrieb und Betontemper aturen

1.0 T

0.0 T T T 1

Autokorrelation

_O 5 | | | |
' 0 100 200 300

Zeitdifferenz [Tage]

Bild 7-18: Korreogramm, Auftrieb und Betontemper atur en
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7.4.2 Autokorrelation der Fehler

Die Autokorrelation der Fehler war im letzten Modell zwar relativ gering, aber es ist
dennoch interessant zu sehen, wie in diesem Fall die Losung mit der verallgemeinerten
Methode der kleinsten Quadrate aussieht. Fir das ganze Modell ist der maximale VIF-
Wert etwa 130. Nach der Elimination der Regressoren mit p-Werten Gber 1% bleiben 6
Regressoren im Modell. Mit der Elimination von 2 weiteren Regressoren sind auch alle
VIF-Werte unter 10. Das Resultat wird noch etwas verbessert, wenn man nochmals
zwei Regressoren einfligt und wieder zwei eliminiert. Das Resultat ist in Tabelle 7-10
festgehalten. Die Residuen sind etwas kleiner als in den Modellen ohne Auftrieb, aber
wesentlich grésser als bei der klassischen Losung fur das Modell mit Auftrieb (Tabelle
7-9). Wie der Plot der Residuen in (Bild 7-19) zeigt, ist die grossere Abweichung in der
Prognoseperiode wieder auf eine Verschiebung der Nulllinie zurtckzufihren. Das
Korrelogramm fur die Residuen des transformierten Problems ist in (Bild 7-20) gezeigt.

Tabelle 7-10: M odell mit Betontemper aturen und Auftrieb, p=0.722

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff

Constant 4.62896 2.873 1.611 0.1102 0 0

T2(Quota)  -1.05599 0.2272 -4.648 1.024E-5 1.113  -0.160525

M61 -0.252582 0.01079 -23.41 2.303E-42 1.307  -0.875951

T13 0.545635 0.06073 8.985 1.661E-14 1.395  0.347361

T22 -1.52754 0.2658 -5.748 9.837E-8 3.679  -0.360854

SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ

57.0042 0.570042 0.89287 202.6 4.978E-47 2.32 105

Regression: 02/01/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

112.36 1.07009 199.654 2.81203
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Bild 7-19: Residuen, M odell mit Betontemper aturen und Auftrieb, p=0.722

1.0 T

0.0 [ { 1 1 I

Autokorrelation

_O 5 | | | |
' 0 100 200 300

Zeitdifferenz [Tage]

Bild 7-20: Korrelogramm, Modell mit Betontemper aturen und Auftrieb, p=0.722
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7.5 Modell mit Warmeleitung

Will man auch noch die Warmeleitung einbeziehen, kann man dies mit oder ohne Auf-
triebsdriicke tun. Um nicht allzu viele Parameter gleichzeitig zu variieren, werden hier
nur die gemessenen und die berechneten Temperaturen beniitzt und der Auftrieb wegge-
lassen. Bei der speziellen Querschnittsform der Mauer ist die eindimensionale Theorie
der Warmeleitung héchstens im oberen Teil anwendbar, wo die Mauer nicht zu dick ist.
Bei einem Zeitschritt von etwa 15 Tagen ist die Auflésung der Messungen fir eine
Berechnung der Temperatur in 2 m Tiefe zu klein (siehe Kapitel 5). Aus diesen Uberle-
gungen heraus werden die Temperaturen auf dem obersten Niveau in 4 m Tiefe und auf
dem zweitobersten Niveau in 4 und 6 m Tiefe berechnet.

7.5.1 Methode der kleinsten Quadrate

Das Ausgangsmodell hat 12 gemessene und 6 berechnete Temperaturen. Obwohl der
hochste VIF-Wert bei 1000 liegt, funktioniert die schrittweise Elimination gut. Mit 8
Regressoren sind alle p-Werte unter 1%, aber der hochste VIF ist immer noch 37. Man
muss zwei weitere Regressoren eliminieren, um die VIF-Werte unter 10 zu bekommen.
Das Resultat ist in Tabelle 7-11 zu sehen. Wenn man noch einen weiteren Regressor
eliminiert, erhdt man eine wesentlich bessere Prognose, das auf Kosten von grdsseren
Residuen in der Regressionsperiode (Tabelle 7-12).

Tabelle 7-11: Modell mit Warmeleitung, 5 Regressoren

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -20.8049 0.4259 -48.85 1.665E-64 0 0
T1(Quota) -8.54881 0.2182 -39.18 1.279E-56 2.398 -0.964552
T2(Quota) -2.46646 0.1486 -16.6 1.482E-28 1.249 -0.294989
T13 0.717796 0.0352 20.39 1.076E-34 2.251 0.486417
temp(T 11]4) -3.39267 0.247 -13.73 2.146E-23 8.209 -0.625524
temp(T 2 3]4) 2.60928 0.309 8.444 6.653E-13 8.545 0.392406
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
49.3675 0.57404 0.97826 774.1 6.751E-70 1.05 92
Regression: 05/07/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

49.3675 0.536603 204.883 2.88568

Tabelle 7-12: Modell mit Warmeleitung, 4 Regressor en

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -21.7817 0.5512 -39.52 2.315E-57 0 0
T1(Quota) -8.3519 0.2917 -28.63 4.696E-46 2.371 -0.942335
T2(Quota) -2.30852 0.1982 -11.65 1.908E-19 1.23 -0.2761
T13 0.804953 0.04525 17.79 9.987E-31 2.058 0.54548
temp(T 11]4) -1.50574 0.1416 -10.63 2.101E-17 1.492 -0.27762
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
90.2992 1.03792 0.96024 525.3 5.075E-60 0.66 92
Regression: 05/07/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

90.2992 0.981513 157.751 2.22184
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Die Residuenplots fir beide Félle sind in Bild 7-21 und Bild 7-22 gezeigt. Der Unter-
schied in der Prognose liegt vor allem wieder im Langzeitverhalten.

Bild 7-21: Modell mit Warmeleitung, 5 Regressoren
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Bild 7-22: Modell mit Warmeleitung, 4 Regressoren

7.5.2 Autokorrelation der Fehler

Der Durbin-Watson-Kennwert von 1 oder weniger deutet auch hier auch Autokorrelati-
on der Fehler hin. Darum wird hier auch noch eine Berechnung mit der verallgemeiner-
ten Methode der kleinsten Quadrate gezeigt. Die schrittweise Elimination der nicht-
signifikanten Regressoren fuhrt zu 6 Regressoren, ein zusdtzlicher muss eliminiert
werden, um all VIF-Werte unter 10 zu bringen. Der Autokorrelationsparameter im
Endmodell ist p= 0.552. Das Resultat ist in Tabelle 7-13 gezeigt. Wie bei der klassi-
schen Methode wird auch hier die Prognose wesentlich besser, wenn ein weiterer
Regressor eiminiert wird. Diese Resultate sind in Tabelle 7-14 gezeigt.

| |
1999 2000 2001 2002

Tabelle 7-13: Modell mit Warmeleitung, 5 Regressor en, p= 0.552

Regressor Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -19.7965 0.6132 -32.28 7.605E-50 0 0
T1(Quota) -8.13478 0.3242 -25.09 2.488E-41 1.834 -0.876565
T2(Quota) -2.29334 0.1915 -11.97 5.179E-20 1.124 -0.32755
T13 0.630854 0.04961 12.72 1.848E-21 1.848 0.446049
temp(T 11]4) -3.6533 0.4182 -8.735 1.702E-13 7.569 -0.620032
temp(T 2 3]4) 2.79317 0.5337 5.234 1.159E-6 8.106 0.384455
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
37.0814 0.431179 0.94276 285.3 5.851E-52 211 92
Regression: 05/07/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

53.4035 0.580473 195.967 2.7601
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Tabelle 7-14: M odell mit Warmeleitung, 4 Regressor en, p= 0.762

Regressor Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -19.692 0.8072 -24.4 1.133E-40 0 0
T1(Quota) -7.45575 0.4187 -17.81 9.364E-31 1.343 -0.749785
T2(Quota) -2.13328 0.222 -9.609 2.545E-15 1.044 -0.35663
T13 0.620046 0.06116 10.14 2.109E-16 1.456 0.444514
temp(T 11]4) -1.74036 0.2725 -6.386 8.057E-9 1.183 -0.252341
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
45.0816 0.518179 0.88516 168.3 4.428E-40 2.16 92
Regression: 05/07/1995-30/12/1998 Prediction: 14/01/1999-19/09/2001

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

108.224 1.17634 163.72 2.30591

Die Resultate der Modelle mit 4 und 5 Regressoren, berechnet mit der klassischen und
der verallgemeinerten Methode, sind in Tabelle 7-15 zusammengestellt.

Tabelle 7-15: Vergleich klassische und ver allgemeinerte M ethode (Tabelle 7-11, Tabelle 7-12,

Tabelle 7-13, Tabelle 7-14)

Regression: 05/07/1995-30/12/1998 | Prediction: 14/01/1999-19/09/2001
Reg | SS Res MS' Res SS Res MS' Res
p=0 5 49.3675 0.536603 204.883 2.88568
p=0 4 90.2992 0.981513 157.751 222184
p=0.552 | 5 53.4035 0.580473 195.967 2.7601
p=0.762 | 4 108.224 1.17634 163.72 2.30591

Die Residuen sind in Bild 7-23 und Bild 7-24 geplottet. Die Resultate sind sehr dhnlich
wie jene der klassischen Methode.
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Bild 7-23: Residuen, M odell mit Warmeleitung, 5 Regressoren, p= 0.552
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Bild 7-24: Residuen, M odell mit Warmeleitung, 4 Regressoren, p= 0.762
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7.6 Zusammenfassung Sambuco

Bei Modellen mit vielen Regressoren wurde die V ariablenauswahl durch die Multikolli-
nearitét erschwert. In einigen Fallen fuhrte die schrittweise Elimination zum Ziel, in
andern Fallen wurde die Auswahl durch eine Ridge-Regression verbessert. Verschiede-
ne Varianten sollten in diesen Fallen ausprobiert werden. Meistens war nach der Reduk-
tion des Modells auch die Multikollinearitét verschwunden. Dort, wo das nicht der Fall
war, konnte sie durch die Elimination weiterer Regressoren oder mit Hilfe der Principal-
Component-Regression beseitigt werden.

Die Autokorrelation der Fehler war bei diesen Messwerten kleiner als beim Beispiel
Schlegeis im letzten Kapitel, wahrscheinlich wegen den grisseren Zeitschritten in der
Messung. Trotzdem war sie vorhanden und konnte mit der verallgemeinerten Methode
der kleinsten Quadrate behandelt werden. Vom Praktischen her gesehen, hat das wenig
Vorteile gebracht. Einzig die t-Kenngrdssen waren aussagekraftiger und konnten direkt
fur die Variablenauswahl beniitzt werden. Die theoretisch kleinere Varianz der Regres-
sionskoeffizienten und die damit verbesserte Prognose konnte aber nicht beobachtet
werden.

Als Uberblick sind die Residuenplots in Tabelle 7-16 nochmals zusammengestellt.
Die graphische Darstellung ist fur den Vergleich besser geeignet als die Quadratsum-
men der Residuen. Insbesondere kann man so noch zwischen der Grésse der Amplitude
und einem Abdriften des Mittelwertes unterscheiden. Grundsétzlich sind die Unter-
schiede zwischen den Modellen und den Methoden nicht so gross wie erwartet. Die
grossen Unterschiede zwischen Regression und Prognose sind wahrscheinlich eher auf
das unterschiedliche Verhalten der Mauer in beiden Zeitperioden zuriickzuftihren als
auf die Regression selber.

Die aufwandigeren Modelle (von oben nach unten in der Tabelle) liefern tendenziell
eine bessere Prognose, aber die Unterschiede sind nicht markant. Die beiden Methoden
(links und rechts in der Tabelle) liefern bei allen Modellen—ausser beim Sinus-
Kosinus-Modell—vergleichbare Fehleramplituden. Die Unterschiede liegen vor allem
im Langzeitverhalten. Die Langzeitabweichungen scheinen sich aber eher zufallig auf
die verschiedenen Modelle und Methoden zu verteilten und héangen oft nur davon ab, ob
ein Regressor mehr oder weniger im Modell gelassen wird. Dies ist besonders deutlich
bei der Warmeleitung wo zuunterst noch das Modell mit 4 statt 5 Regressoren angeflgt
ist. Tendenziell scheint es auf einen Kompromiss zwischen der Langzeitanpassung in
der Regressionsperiode und der Prognoseperiode hinauszulaufen.
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Tabelle 7-16: Zusammenstellung der Residuenplots
Klassische Methode Verallgemeinerte Methode
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7.7 Anhang: Plots der Temperaturen und Auftriebsdrticke

Die Betontemperaturen in den verschiedenen Hohen sind in Bild 7-25, Bild 7-26, Bild
7-27 und Bild 7-28 geplottet. Die Betontemperaturen zuoberst auf Niveau 1 sind alle
drei dhnlich, da die Mauer dort relativ dinn ist. Auf dem Niveau 2 sieht man deutlich
den Effekt der Warmeleitung von aussen nach innen. Die Temperaturschwankungen auf
Niveau 4 und 6 sind ziemlich klein, ausser die Temperatur T6.4 nahe der Oberflache an
der Luftseite.

Die Auftriebsdriicke sind in Bild 7-29, Bild 7-30, Bild 7-31 und Bild 7-32 geplottet.
Die Position der Messpunkte war fir diesen Bericht nicht bekannt. Die Driicke M 6 3
und M 7 3 wurden nicht berticksichtigt, da sie praktisch Null sind.
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Bild 7-25: Betontemperaturen T 11, T12,T13

T.2.1 by Date

16

N N N e N N e

T.2.2 by Date

e I

Temperatur

T.2.3 by Date

1 1 1 1 1
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

Bild 7-26: Betontemperaturen T21, T32,T23



94 Kapitel 7: Anwendung auf Staumauer Sambuco

T.4.1 by Date
10
=
S 6
(]
g— T.4.2 by Date
@ 107 MWWWWW
|_
6
| | | | | | | |
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
Bild 7-27: Betontemperaturen T 41, T 42
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Bild 7-28: Betontemperaturen T61, T62, T63, T 64

M.2.1 by Date
90
40
M.2.2 by Date
o 907
Q@
5 40
< W\/W\/\
M.2.3 by Date
90 |
40
WVVVW
| | | ] | | | |

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

Bild 7-29: AuftrieoM 21, M 22,M 23
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Bild 7-30: AuftriebM 31,M 32,M 33
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Bild 7-31: AuftriecoM 61,M 62, M 63
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Bild 7-32: AuftrieoM 71,M 72,M 73
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8 Beispiel mit Langzeitverformungen

8.1 Beschreibung

Dieses Beispiel wurde bereits in der Semesterarbeit Antille (2001) verwendet. Die
Angaben tiber die Mauer und die Messpunkte fehlen, sodass nur statistische Uberlegun-
gen gemacht werden kénnen. Zudem sind keine Temperaturmesswerte vorhanden,
sodass das Beispiel weniger interessant ist als die friiheren. Eine neue Komponente
ergibt sich aber bei den Langzeiteffekten.

Hier wird der radiale Ausschlag des Pendels A betrachtet. Mit den vorhandenen
Messdaten kann nur ein Modell mit Stauh6he und saisonalen Funktionen untersucht
werden. Ausserdem spielen auch die Langzeiteffekte eine wichtige Rolle, so dass auch
die Exponentialterme beriicksichtigt werden missen. Der Pendelausschlag ist in Bild
8-1 und die Stauhthe in Bild 8-2 geplottet. Es ist schon aus diesen Bildern ersichtlich,
dass weder eine Funktion der Stauhdhe noch eine periodische Funktion zu einer guten
Regression fuhren wird. Wahrend die Stauhthe jedes Jahr auf ungefahr den gleichen
Maximalwert steigt, ist der Pendelausschlag in den Jahren 1960-1964 deutlich weniger
gross als in den vorangehenden Jahren. Dieser Drift kann auch mit einer Exponential-
funktion nur annéhernd erfasst werden.
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Bild 8-1: Pendel A, radial
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Bild 8-2: Stauhthe

Von den 152 Beobachtungen wurden 15 gestrichen um einen einigermassen gleichmas-
sigen Zeitschritt zu bekommen. Trotzdem variieren die Zeitabstande noch zwischen 20

96
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und 49 Tagen. Der Durbin-Watson-Test und andere Aussagen im Zusammenhang mit
der Autokorrelation der Fehler miissen daher etwas vorsichtig interpretiert werden.

8.2 Langzeitprognose

Als erstes soll, wie in den vorhergehenden Beispielen, versucht werden anhand der
ersten Jahre eine Prognose zu machen. Man kann aber hier nicht erwarten, dass die
grosse Deformation ab 1960 vom Modell vorausgesagt wird. Leider ist fur diese Studie
nichts weiter bekannt Uber das aussergewdhnliche Verhalten der Mauer, und so kann
auch keine verninftige I nterpretation gemacht werden.

Es werden die ersten 5 Jahre als Regressionsperiode gewéahlt. Das Ausgangsmodell
umfasst 4 Tschebyscheff-Polynome, Sinus- und Kosinusfunktionen mit Perioden von

einem ganzen und einem halben Jahr, und Exponentialfunktion e, e'/2, /4 8,

8.2.1 Klassische Methode

Mit der Methode der kleinsten Quadrate bekommt man zunachst sehr grosse VIF-Werte
(3-10°), die auf die Exponentialfunktionen zuriickzufiihren sind. Eine Ridge-Regression
mit einem V erzerrungsparameter k = 0.05 bringt den maximalen VIF-Wert hinunter auf
128. Die schrittweise Elimination fuhrt dann zum Modell in Tabelle 8-1. Wie man sieht,
sind die Exponentialfunktionen alle weggefallen. Das Modell sieht also keine
Langzeitdeformation voraus.

Tabelle 8-1: Modell mit Prognose, k= 0.005

Regressor  Coefficient  Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 0.498894 0.03774  13.22 5.277E-19 0 0
T1(Cote) 0.220271 0.04531  4.862 9.52E-6 1.546 0.422163
sin(s) 0.0963774  0.02194 4.393 4.924E-5 1.218 0.338456
cos(s) 0.0855768  0.02092 4.09 0.0001369 1.192 0.311857
sin(2s) -0.0695001 0.02095 -3.318 0.001585 1.132 -0.246473
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
0.672002 0.0117895  0.72205 36.79 3.484E-15 0.87 62
Regression: 23/10/1953-20/12/1958 | Prediction: 24/01/1959-24/04/1965

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

0.672002 0.0108387 6.93126 0.0924168

Dasist auch aus Bild 8-1 ersichtlich, wo der Vergleich zwischen Prognose und Messung
dargestellt ist. Eingezeichnet sind auch die Grenzen fur das 99.7% Prognoseintervall.
Da auch in der Regression die Ubereinstimmung ziemlich schlecht ist, wird dieses
Intervall relativ breit und die gemessene Verschiebung Uberschreitet die Grenze nur
zeitweise etwas.
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Bild 8-3: Regression, Modell mit Prognose, k= 0.005, 99.7% Prognoseinter vall

8.2.2 Modell mit hohen VIF-Werten

Esist noch instruktiv zu sehen, was passieren kann, wenn eine starke Multikollinearitét
vorhanden ist. Im Modell in Tabelle 8-2 sind die Exponentialfunktionen wieder einge-
fahrt. Die klassische Methode der kleinsten Quadrate fuhrt zu hohen VIF-Werten. Die
Exponentialfunktionen bilden eine Kombination, mit der sie die Regression etwas
verbessern kénnen. Jedoch ist die Prognose ganzlich unbrauchbar, wie Bild 8-4 zeigt.
Das Gute ist, dass die Berechnung das Problem entschérft, indem das Prognoseintervall
sich aufweitet und man sieht, dass etwas nicht stimmen kann. Ob man sich aber immer

darauf verlassen kann, ist fraglich.

Interessant ist auch, dass das gleiche Modell mit einem Verzerrungsparameter
k =0.005 die VIF-Werte auf 128 reduziert und praktisch das gleiche Bild gibt wie Bild

8-3.

Tabelle 8-2: Modell mit Prognose und hohen VIF-Werten

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant -5.77819 1.905 -3.032 0.003723 0 0
T1(Cote) 0.223573 0.04291 5.21 3.034E-6 1.602 0.428492
sin(s) 0.0890217 0.0208 4.28 7.697E-5 1.264 0.312624
cos(s) 0.0900262 0.01971 4.568 2.895E-5 1.222 0.328071
sin(2s) -0.0665606  0.01964 -3.389 0.001317 1.149 -0.236048
exp(-t/2) 6.23469 1.998 3.12 0.002902 1638 8.20475
exp(-t/4) -22.452 7.004 -3.206 0.002264 1.327E4  -23.9894
exp(-t/8) 22.6009 6.954 3.25 0.00199 5745 16.0043
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
0.551119 0.0102059 0.77205 26.13 3.288E-15 1.07 62
Regression: 23/10/1953-20/12/1958 Prediction: 24/01/1959-24/04/1965

SS Res MS' Res SS Res MS' Res

0.551119 0.00888902 77.0242  1.02699

Verschiebung

—— Pendel
—— Regression

| | | | |
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Bild 8-4: Regression, Modell mit Prognose und hohen VIF-Werten, 99.7% Prognoseintervall
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8.3 Regression uber ganze Messperiode

8.3.1 Modell ohne Langzeitfunktionen

Um das Bild abzurunden wird noch die Regression tber die ganze Messperiode unter-
sucht. In einem ersten Modell werden keine Exponentialfunktionen verwendet, damit
man fir die andern Félle einen Vergleich hat. Nach der Elimination der Regressoren mit
p-Werten Uber 1% bleibt das Modell in Tabelle 8-3. Das erste Polynom ist weggefallen
und auch von den periodischen Funktionen ist nur die Kosinusfunktion noch ganz
knapp im Modell geblieben. Dieses Beispiel zeigt, dass sich das Langzeitverhalten auch
auf die andern Regressoren auswirken kann. Aus diesem Grunde sollte das Langzeitver-
halten in der Regression modelliert werden, am besten mit Funktionen die sich nicht
oder nur wenig auf die Prognose auswirken.

Die Residuen sind in Bild 8-5 geplottet. Die Grenzen des Prognoseintervalls liegen
wegen der grossen Streunung ausserhalb der Figur.

Tabelle 8-3: Modell ohne Exponentialfunktionen

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 0.434762 0.02702 16.09 6.543E-33 0 0
T2(Cote) 0.124095 0.04443 2793 0.006001 2.02 0.229754
T3(Cote) 0.264481 0.031 8531 2965E-14 1.858 0.673155
T4(Cote) -0.220865 0.02868 -7.702 2.821E-12 1.793 -0.597008

cos(s) 0.0643931 0.02379 2.707 0.007691 1.25  0.175165
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
41817 0.0316795 0.55772 41.61 1.561E-22 0.54 137
041 7

oif M) WWMWW S
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Residuen

Bild 8-5: Residuen, M odell ohne Exponentialfunktionen

8.3.2 Modell mit Exponentialfunktionen

Beim néchsten Modell sind auch die Exponentialfunktionen dabei. Damit ergeben sich
wieder hohe VIF-Werte (5000). Mit der Ridge-Regression mit k = 0.005 wird dieser
Wert auf 118 hinunter gebracht. Die schrittweise Elimination fuhrt zum Modell in
Tabelle 8-4. Im Gegensatz zum letzen Modell sind sowohl das erste Polynom wie auch
zwei Winkelfunktionen im Modell geblieben. Die Quadratsumme der Residuen hat sich
fast halbiert.
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Tabelle 8-4: Modell mit Exponentialfunktionen

Regressor  Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 0.0641199 0.03205 2 0.04754 0 0

T1(Cote) 0.253062 0.02348 10.78 9.524E-20 1.165 0.494661
T2(Cote) 0.115152 0.02486 4.632 8.679E-6 1.172 0.213199

cos(s) 0.0777747  0.01758 4.423  2.034E-5 1.266 0.211566
sin(2s) -0.0504425 0.01636 -3.083 0.002507  1.066 -0.135325
exp(-t/2) -0.559728 0.1676 -3.34 0.001092  13.34 -0.51878

exp(-t/4) 0.951069 0.1571 6.052  1.428E-8 13.36  0.940408

SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
2.22149 0.0170884 0.76505 69.16 4.513E-38 0.85 137

Der hier gewdahlte Ansatz ist etwas verschieden von dem, der bei Antille (2001) bentitzt
wurde. Die geschétzte Varianz MSges stimmt aber in etwa mit dem Quadrat der Stan-
dardabweichung (Antille, Tabelle 10.1) o =0.1376° = 0.01893 (iberein. (Beim Wert
von R? =0.9410 in der gleichen Tabelle scheint es sich aber um einen Fehler zu han-
deln.)

Der Vergleich der Prognose mit der gemessenen Verschiebung ist in Bild 8-6 ge-
zeigt. Die Residuen und das Korrelogramm sind in Bild 8-7 und Bild 8-8 geplottet.

T T T T T —— Pendel
—— Regression

Verschiebung
o
N
T

| | | | | | | | |
1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965

Bild 8-6: Regression, Modell mit Exponentialfunktionen
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Bild 8-7: Residuen, M odell mit Exponentialfunktionen
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Bild 8-8: Korrelogramm, Modell mit Exponentialfunktionen

8.4 Autokorrelation der Fehler

Das Korrelogramm und der Durbin-Watson-Kennwert zeigen, dass auch bei diesem
Beispiel die Fehler autokorreliert sind. Die schrittweise Elimination bis alle p-Werte
unter 1% und alle VIF-Werte unter 10 liegen, fuhrt zum Modell in Tabelle 8-5. Die
Residuen sind etwas grosser als bei der klassischen Methode, wie das in der Regressi-
onsperiode der Fall sein muss. Beim Vergleich missen die Quadratsummen der Fehler
des nicht transformierten Problems in der untersten Zeile der Tabelle betrachtet werden.
Die Residuen und das Korrelogramm sind in Bild 8-9 und Bild 8-10 geplottet.

Tabelle 8-5: Modell mit Exponentialfunktionen, p = 0.706

Regressor Coefficient Std Err  t-stat p-value VIF Std Coeff
Constant 0.236249 0.0502 4706  6.283E-6 0 0
T1(Cote) 0.201513 0.02006 10.04 5.589E-18 1.08  0.562498
cos(s) 0.114286 0.02421 4.721 5.916E-6 1.038 0.25918
sin(2s) -0.060846 0.01457 -4.175 5.367E-5 1.042 -0.229694
exp(-t/4) 0.415092 0.1119 3.708 0.0003064 1.167 0.215866
SS Res MS Res R2 F signif F DW Observ
1.50674 0.0114147 0.61662 54 6.874E-27 2.00 137
Regression: 23/10/1953-24/04/1965
SS Res MS' Res
3.00372 0.0219249
—TT T [ R . —_— — R ——— = ———— T T T T
0.4 99.7%
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Bild 8-9: Residuen, M odell mit Exponentialfunktionen, p = 0.706
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Bild 8-10: Korrelogramm, Modell mit Exponentialfunktionen, p = 0.706

8.5 Zusammenfassung Beispiel mir Langzeitverformungen

Das Beispiel mit Langzeitverformungen ist wegen der grossen Verformungen nach
mehreren Jahren nicht unbedingt fir eine Prognose geeignet. Die Langzeitverformungen
kénnen nicht vorausgesagt werden, und sollten es wahrscheinlich auch nicht. Ein Mo-
dell mit hohen VIF-Werten dient als Demonstration, wie sich eine Multikollinearitét
negativ auf die Prognose auswirken kann.

Neben der Prognose wurden auch Regressionen Uber die ganze Messperiode durch-
gefuhrt. Das Modell ohne Langzeitfunktionen zeigt, dass Langzeitabweichungen auch
die Regression der tbrigen Funktionen beeintréchtigen konnen. Das Modell mit Expo-
nentialfunktionen Uber 2 und 4 Jahre zeigt eine befriedigende Ubereinstimmung. Die
Standardabweichung in der Semesterarbeit Antille (2001) konnte bestétigt werden.

Auch bei dieser Mauer sind die Fehler autokorreliert. Die verallgemeinerte Methode
funktioniert gut, allerdings mit etwas grosseren Residuen, wie das fir die Regression
auch bei den friheren Beispielen beobachtet wurde.



9 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Diese Zusammenfassung ist vor alem als Ubersicht fir den Anwender gedacht. Zu-
sammenfassungen zu den Beispielen findet man in den jeweiligen Kapiteln. Die allge-
meinen Schlussfolgerungen dieser Studie sind am Schluss dieses Kapitels festgehalten.

9.1 Modellierung und Einflussfunktionen

Am Anfang eines statistischen Modells steht die Modellierung des Verhaltens einer
Staumauer. Da hier nur die lineare Regression betrachtet wird, missen die gemessenen
Daten oft noch transformiert werden, um den Einfluss richtig abbilden zu kénnen. Hier
werden die wichtigsten Modelle zusammengefasst, die bei Staumauern verwendet wer-
den. Neben den klassischen werden auch weniger bekannte Einflussfunktionen einbezo-
gen.

9.1.1 Stauhohe

Der Einfluss der Stauhthe kann im Allgemeinen gut mit einem Polynom bis vierten
Grades modelliert werden. Bei einem rein statistischen Modell gilt dabei die Prognose
nur fUr den Bereich der Stauhdhen, der fir die Regression verwendet wurde. Falls Ein-
flussfunktionen aus statischen Berechnungen vorhanden sind, kénnen diese direkt ver-
wendet werden (Spline-Funktionen oder Polynome) um diesen Bereich zu erweitern.

Damit die Regressoren moglichst unabhéangig voneinander werden, sollte die Stau-
hohe von einem Nullpunkt aus gemessen werden, der in der Néhe der gemessenen
Daten liegt. Eine zusétzliche Skalierung ist dagegen nicht relevant. Nicht optimal aber
akzeptabel ist der Minimalwert als Nullpunkt. Es entstehen grossere VIF-Werte, die
sich aber in der Berechnung nicht negativ auswirken. Besser ist eine Zentrierung der
Stauhdhe (Mittelwert Null) oder die Verwendung von Tschebyscheff-Polynomen. Da-
mit werden die VIF-Werte klein gehalten, was die Beurteilung erleichtert, wenn andere
Regressoren hohe VIF-Werte haben.

9.1.2 Periodische (saisonale) Effekte

Periodische Funktionen kdnnen benltzt werden, wenn keine Temperaturmessungen
vorhanden sind. Die klassischen Ansédtze mit Sinus und Kosinus tber ein Jahr und Uber
ein halbes Jahr haben sich in der Praxis bewahrt.

9.1.3 Temperatur

Betontemperaturen koénnen in einem Regressionsmodell direkt verwendet werden.
Physikalisch ist die Verformung einer Mauer vom gesamten Temperaturfeld in der
Mauer abhangig. Messungen sind aber nur in bestimmten Punkten, meist nahe der
Oberflache vorhanden. Eine direkte Interpolation Uber die Mauerdicke entspricht nicht

103



104 Kapitel 9: Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

den physikalischen Gesetzen der Warmeleitung. Aus der Warmeleitung ergibt sich, dass
periodische Temperaturschwankungen im Innern der Mauer gegeniiber jenen am Rand
verkleinert, geglattet und verzogert auftreten. Die zeitliche Verzogerung kann fur Jah-
resschwankungen mehrere Monate betragen. Um diese Effekte zu berticksichtigen, kann
man mit Hilfe der eindimensionalen Warmeleitung neue Temperatur-Regressoren gene-
rieren, die ungefahr den Temperaturen im Innern einer Mauer entsprechen. Die eindi-
mensionale Warmeleitung kann als Konvolutionsintegral formuliert werden, das auch
bei unregelméssigen Zeitschritten numerisch einfach berechnet werden kann. Werden
zu viele Temperatur-Regressoren generiert, flhrt das zu einer starken Multikollinearitét,
wodurch die Auswahl der Regressoren erschwert wird. Principal-Component-
Regression und Ridge-Regression kdnnen dieses Problem nur bis zu einem gewissen
Grad l6sen. Deshalb empfiehlt es sich, nur wenige generierte Temperatur-Regressoren
gezielt einzusetzen.

Lufttemperaturen kénnen nicht direkt verwendet werden, da sie erst Uber die Beton-
temperaturen einen Einfluss auf die Verformung der Mauer haben. Mit Mittelwerten
Uber Wochen und Monate kann aber eine Korrelation mit den Verschiebungen der
Mauer gelingen. Auch raffiniertere Modelle, die die Warmelibertragung von der Luft
auf den Beton berticksichtigen, sind denkbar. Im Allgemeinen sind aber direkt gemes-
sene Betontemperaturen vorzuziehen.

9.1.4 Kriechen

Ahnlich wie bei der Warmeleitung kann aus der elastischen Verformung mit Hilfe eines
Konvolutionsintegrals eine Kriechverformung bestimmt werden. Da man die elastische
Verformung nicht kennt, muss fur jeden Regressor der Stauhthe ein Kriech-Regressor
generiert werden. Die Kriecheffekte scheinen geringer zu sein als die Temperatureffek-
te.

9.1.5 Irreversible Effekte (Drift)

Irreversible Effekte werden meistens durch Exponentialfunktionen und lineare Funktio-
nen modelliert. Ob man auch zunehmende Funktionen erlauben will, héngt von der
Interpretation ab. Die Prognose sollte grundsétzlich nur das Normalverhalten ohne Drift
beinhalten, damit eine Abweichung davon rechtzeitig feststellt werden kann. Dies gilt
insbesondere fur altere Mauern, bei denen keine Langzeitverformungen mehr zu erwar-
ten sind. Hingegen kann man fur eine Analyse auch zunehmende Funktionen einbezie-
hen, die dann eine eventuell vorhandene Langzeitverformung anzeigen. Vorsicht ist
alerdings bei zunehmenden Exponentialfunktionen geboten.

Wenn Langzeiteffekte vorhanden sind, sollten sie in der Regression modelliert wer-
den, da songt die andern Regressoren verfélscht werden kdnnen. Damit die Prognose
keine Langzeiteffekte beinhaltet, kann man Funktionen wahlen, die wenig Einfluss auf
die Prognose haben.

In dieser Studie wurden nur abnehmende Exponentialfunktionen benitzt, namlich
exp(-t/T) mit T =1, 2, 4 und 8 Jahren. Diese Funktionen sind leider stark voneinander

abhangig, sodass die Auswahl wegen der Multikollinearitdt erschwert wird.
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Eine beachtenswerte Variante, die hier nicht untersucht wurde, ist der Vorschlag von
Fanelli et al. (2000). Die Langzeitverformungen werden durch Splinefunktionen model-
liert. Diese sind sehr anpassungsfahig und haben keinen Einfluss auf die Prognose, da
sie zeitlich lokal wirken. Mit dem so genannten Phasendiagramm kann der langfristige
Trend trotzdem festgestellt werden.

9.2 Statistische Grdssen

Hat man mit den oben beschriebenen Einflussfunktionen ein statistisches Modell aufge-
baut, kann man mit der Methode der kleinsten Quadrate die Regressionskoeffizienten
bestimmen. Neben den Koeffizienten werden aber noch viele andere statistische Gros-
sen und Kennwerte berechnet, die es erlauben das gesamte Modell und auch die einzel-
nen Regressoren zu beurteilen. Anhand dieser Grissen kann man dann das Modell
modifizieren bis man mit dem Resultat zufrieden ist. In diesem Abschnitt werden die
einzelnen Grossen besprochen, die bei einer Berechnung auftreten. Strategien fur die
Modifikation, insbesondere fur die Variablenauswahl, folgen spéter.

9.2.1 Beurteilungsgréssen fur das gesamte Modell

Ein direktes Mass fur die Qualitét der Regression ist die Quadratsumme der Residuen
Skes. Diese hangt jedoch von der Anzahl der Beobachtungswerte ab und ist physika-
lisch schwierig zu interpretieren. Besser in dieser Hinsicht ist die (geschétzte) Stan-
dardabweichung der Residuen 6 =./MS,. . Sie it mit der Anzahl der Freiheitsgrade

normiert und hat die gleiche Masseinheit wie die Residuen selber.

Ein weiteres Mass fur die Qualitédt einer Regression ist der Korrelationskoeffizient R
oder dessen Quadrat, das Bestimmtheitsmass R?. Die Regression ist umso besser, je
naher der Wert bei Eins liegt. Eine weitere Grosse ist die globale F-K enngrésse. Eine
grosse F-Kenngrosse gibt eine gute Korrelation an. Die F-Kenngrdsse hat im Gegensatz
zum Korrelationskoeffizienten eine statistische Bedeutung. Mit dem F-Test wird festge-
stellt ob mindestens ein Regressionskoeffizient signifikant von Null verschieden ist.
Dies ist der Fall wenn die F-Kenngrosse grosser ist als ein kritischer Wert, oder wenn
der zugehtrige p-Wert kleiner ist as «, bei einem Signifikanzniveau « . Ein typischer
Wert fir o ist 1%.

Andere Grossen, wie das angepasste Bestimmtheitsmass, das auch die Anzahl der
Regressoren berticksichtigt, weichen in allen Beispielen kaum vom gewohnlichen Be-
stimmtheitsmass ab, da die Anzahl der Beobachtungen relativ grossist.

9.2.2 Beurteilungsgrossen fir einzelne Regressoren

Die Grossen die direkt verwendet werden, sind die Regressionskoeffizienten. Da sie
aber nicht dimensionslos sind, sagt ihre Grosse nichts Uber ihren Einfluss auf die Reg-
ression. Etwas aussagekréftiger sind in dieser Hinsicht die standardisierten Regressi-
onskoeffizienten. Das Konfidenzinterval der Regressionskoeffizienten gibt eine
Abschédtzung Uber die Streuung der Koeffizienten flr das jeweilige Modell. Schliesst
das Konfidenzinterval den Wert Null ein, so bedeutet dies, dass der Koeffizient gerade
so gut a's Null angenommen werden und damit weggelassen werden kdnnte.
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Eine dhnliche Idee steckt hinter der t-K enngrdsse. Diese wird berechnet, indem der
Regressionskoeffizient durch seinen Standardfehler (Schéatzwert der Standardabwei-
chung) dividiert wird. Sie gibt also an, wie weit der Regressionskoeffizient von Null
entfernt ist, ausgedriickt als Vielfaches des Standardfehlers. Eine kleine t-Kenngrésse
bedeutet also, dass der entsprechende Regressionskoeffizient nicht wesentlich von Null
verschieden ist, wenn man die Streuung berticksichtigt. Der entsprechende Test ist der
t-Test. Der p-Wert wird direkt aus der t-Kenngrosse bestimmt, wobei zusétzlich die
Anzahl der Freiheitsgrade eine Rolle spielt. Bel einer grosseren Anzahl von Beobach-
tungsgrossen (ab etwa 50) ist aber dieser Einfluss vernachldssigbar. Eine grosse
t-Kenngrosse entspricht einem kleinen p-Wert. Ein Regressor, der einen nichtvernach-
lassigbaren Einfluss hat, hat einen p-Wert von praktisch Null. Bei sehr kleinen p-Werten
ist es einfacher die entsprechenden t-Kenngrdssen zu vergleichen.

Die t-Kenngrdsse hat eine zweite wichtige Interpretation. Sie ist ein Mass fur die
Zunahme der Quadratsumme der Residuen, wenn der entsprechende Regressor €li-
miniert wird. Ein Regressor mit einer kleinen t-Kenngrosse hat also auch in diesem
Sinne eine geringere Bedeutung fur das Modell.

9.2.3 Multikollinearitat

Der VIF (Variance Inflation Factor) ist eine Grisse, die anzeigt, ob zwei oder meh-
rere Regressoren gegenseitig voneinander abhéangen. Im Idealfall von unabhangigen
Regressoren ist VIF = 1. Werte Uber 10 weisen auf eine starke Abhangigkeit hin. Man
spricht dann auch von einer Multikollinearitét. Der entsprechende Regressionskoeffi-
zient kann nicht fir sich allein interpretiert werden, sondern gilt nur fir die entspre-
chende Kombination von Regressoren. Dies ist besonders von Bedeutung, wenn man
den Regressionskoeffizienten direkt interpretieren will. Fir die Prognose kann es wich-
tig sein, wenn nicht garantiert ist, dass die Regressoren ihre gegenseitige Abhangigkeit
auch in der Zukunft beibehalten.

Hohe VIF-Werte und damit die Multikollinearitét erschweren auch die Auswahl der
Regressoren bei der Modellbildung. Wird ein Regressor eliminiert, &ndern die Ubrigen
ihren Koeffizienten und auch ihren t-Wert. Ein vorher bedeutender Regressor kann
plotzlich unbedeutend werden und umgekehrt. Die Elimination sollte daher immer
schrittweise erfolgen. Aber auch dann kann ein wichtiger Regressor friihzeitig aus dem
Rennen fallen, obwohl er am Ende wichtig wére.

9.2.4 Prognoseintervall und Extrapolation

Die Bandbreite der zuléssigen Abweichung einer Beobachtung von der Prognose wird
oft nach der Erfahrung definiert, z.B. als +36. Sie soll einerseits moglichst klein sein,
damit ein anomales Verhalten mdglichst bald erkannt wird, andererseits soll sie so gross
sein, dass sie nicht zu oft Uberschritten wird. Da die Regressionskoeffizienten selber
Zufallsvariablen sind, ist die Bandbreite theoretisch nicht konstant, sondern am kleins-
ten um den Mittelwert herum und grosser bei den Extremwerten der Regressoren. Die
Statistik gibt eine Formel, mit der dieses variable Prognoseintervall bestimmt werden
kann.
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Bei der Prognose kann es wichtig sein, ob die neuen Beobachtungen im Bereich lie-
gen, der bei der Regression verwendet wurde oder ob eine Extrapolation vorliegt. Dabei
spielt nicht nur jeder einzelne Regressor fur sich eine Rolle, sondern man muss ihre
Kombination betrachten. Die Statistik gibt eine einfache Formel, mit der annéhernd
bestimmt werden kann, ob eine Extrapolation vorliegt.

9.2.5 Uberprufung der Annahmen

Die Durbin-Watson-K enngrésse zeigt an, ob die Fehler autokorreliert sind. Ein Wert
nahe von Null zeigt eine positive Autokorrelation an, wahrend ein Wert nahe bei 2
bedeutet, dass keine Autokorrelation vorhanden ist. Sind die Fehler autokorreliert, ist
eine wichtige Annahme der Methode der kleinsten Quadrate verletzt. Die Regressions-
koeffizienten selber sind davon kaum betroffen, aber die t-Kenngrdssen sind statistisch
gesehen nicht mehr gultig. Sie sind aber numerisch immer noch ein Mass fur die Zu-
nahme der Residuen und kénnen daher trotzdem noch hilfreich sein bel der Variable-
nauswahl. Der Durbin-Watson-Test Uberprift nur eine bestimmte, allerdings haufig
vorkommende Art der Autokorrelation der Fehler, namlich digjenige, die durch einen
autoregressiven Prozess erster Ordnung beschrieben werden kann.

Hilfreich bei der Beurteilung der Autokorrelation ist auch das K orrelogramm. Alle
Werte ausser dem ersten bei der Zeitdifferenz Null sollten in einem Band von +2/~/n
liegen, wenn n die Anzahl der Residuen ist. Eine Autokorrelation zeigt sich dadurch,
dass die Werte nur langsam abnehmen.

Die Residuen konnen in einem so genannten Normalverteilungsplot dargestellt
werden. Liegen die Punkt auf einer Geraden, sind die Residuen normal verteilt.

9.3 Variablenauswahl

Die oben aufgefuhrten statistischen Grossen kénnen helfen, aus einem Modell mit
vielen Regressoren die wichtigsten auszulesen. Der direkteste Anhaltspunkt, welche
Regressoren wichtig sind, gibt die t-Testgrosse und der davon abgeleitete p-Wert.
Regressoren mit einem p-Wert Uber einem gewéhlten Grenzwert (typischerweise 1%)
sind statistisch nicht signifikant und kénnen eliminiert werden. Dabei ist zu beachten,
dass dieses Kriterium nur fir den jeweiligen Eliminationsschritt gilt, d.h. unter der
Voraussetzung dass die andern Regressoren zum Modell gehéren. Wird ein Regressor
eliminiert, kdnnen die Gbrigen Regressoren ihre t-Kenngrdssen éndern. Deshalb wird
die schrittweise Elimination empfohlen.

Ist eine positive Autokorrelation der Fehler vorhanden, angezeigt durch eine kleine
Durbin-Watson-Kenngrésse, so werden die t-Kenngrdssen in der Regel Uberschétzt.
D.h. nicht alle Regressoren mit einem kleinen p-Wert (unter 1%) sind auch wirklich
statistisch signifikant. Haben einige Regressoren viel kleinere t-Kenngrossen als die
Ubrigen, so ist das ein sicheres Zeichen, dass sie ebenfalls eliminiert werden sollten,
auch wenn die entsprechenden p-Werte sehr klein sind. Das Problem tritt nicht mehr
auf, wenn man die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate anwendet.

Bei einer Multikollinearitét ist die gegenseitige Abhangigkeit der Regressoren be-
sonders stark. Da in diesem Fall die t-Kenngréssen bel jedem Eliminationsschritt be-
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sonders stark andern, fihrt die schrittweise Elimination oft nicht zum optimalen Modell.
Mann kann entweder verschiedene Varianten durchgehen oder zuerst die Multikollinea-
ritét beseitigen. Eine Methode, die oft zum Ziel fahrt, ist die Ridge-Regression.

Oft fallen Regressoren mit hohen VIF-Werten schon bei der Elimination aus dem
Modell, da sie unwichtig sind. Manchmal kann man auch das Modell noch etwas weiter
reduzieren und dadurch die Multikollinearitét auflosen. Bleiben am Schluss noch
Regressoren mit grossen VIF-Werten im Modell, kann man die Multikollinearitét effek-
tiv mit einer Principal-Component-Regression beseitigen. Oft ist es Ermessenssache, ob
man versucht die VIF-Werte durch Elimination weiterer Regressoren oder durch eine
Principal-Component-Regression zu reduzieren.

9.4 Weitergehende Methoden

In einigen Féllen, bei starken Multikollinearitdten oder wenn die Fehler autokorreliert
sind, kommen aufwéandigere Methoden zur Anwendung.

9.4.1 Principal-Component-Regression

Eine starke Multikollinearitét kann durch die Principal-Component-Regression beseitigt
werden. Es handelt sich um eine Eigenwertzerlegung, bei der Eigenwerte mit sehr klei-
nen Eigenwerten weggelassen werden.

Die Methode sollte nicht Uberbeansprucht werden. Enthélt ein Modell sehr viele ge-
genseitig abhangige Regressoren, z.B. gemessene und berechnete Temperaturen, kann
die Beseitigung der Multikollinearitdt schwierig werden. Es missen dann sehr viele
Eigenvektoren, oft mehr als die Halfte, weggelassen werden bis die Multikollinearitét
verschwindet. Dadurch steigt die Quadratsumme der Residuen stark an, was bedeutet,
dass die verbleibenden Eigenvektoren als Regressoren nicht mehr geeignet sind.

9.4.2 Ridge-Regression

Die Ridge-Regression ist eine einfache Alternative zur Principal-Component-
Regression. Die Normalengleichungen werden durch einen Parameter k modifiziert,
sodass die Kondition der Matrix verbessert wird. Der Parameter liegt im Bereich 0-1
und muss vom Anwender gewahlt werden. In der Literatur wird empfohlen, dass man
die Berechnung mit mehreren Werten fur k durchfiihrt und verfolgt, wie sich die Reg-
ressionsparameter verhalten.

Die Ridge-Regression ist nicht geeignet, eine sehr starke Multikollinearitét zu besei-
tigen. Der Parameter muss in einem solchen Fall sehr gross gewahlt werden, wodurch
die Quadratsumme der Residuen Ubermassig ansteigt. Hingegen hat sich die Ridge-
Regression fir die Variablenauswahl in vielen Féllen bewéahrt. Schon ein kleiner Para-
meter (in den Beispielen 0.01 bis 0.001) kann die Kondition der Matrix soweit verbes-
sern, dass die schrittweise Elimination aufgrund des t-Tests funktioniert. Die VIF-Werte
mussen dazu nicht unter 10 sein, sondern kénnen auch grosser sein. Da man mit ver-
schiedenen Verzerrungsparametern oft zu verschiedenen Endmodellen kommt, sollte
man immer mehrere Varianten ausprobieren.
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9.4.3 Verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate

Zeigt der Durbin-Watson-Kennwert eine Autokorrelation der Fehler an, so ist eine
grundlegende Annahme der klassischen linearen Regression verletzt, namlich die, dass
die Fehler unkorreliert sind. Die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate
kommt ohne diese Annahme aus und kann in diesem Fall eingesetzt werden. Der Dur-
bin-Watson-Test zeigt nur eine bestimmte Art der Autokorrelation der Fehler an, nam-
lich digjenige, die durch einen autoregressiven Prozess erster Ordnung beschrieben
werden kann. Fur diesen Fall wird auch die verallgemeinerte Methode der kleinsten
Quadrate relativ einfach. Man transformiert die Regressoren durch eine verallgemeiner-
te Differenzenbildung. Mit den transformierten Regressoren kann dann wieder die
klassische Methode der kleinsten Quadrate verwendet werden. Eine Schwierigkeit ist
die, dass fur die Transformation der Autokorrelationsparameter p bendtigt wird, der
iterativ aus den Residuen berechnet werden kann. Allerdings ist die Konvergenz nicht
garantiert, und wurde in einigen Beispielen auch nicht erreicht. In dieser Studie wurde
nur der einfachste Algorithmus untersucht, aber es gibt auch aufwandigere Algorithmen,
die auch andere Formen der Autokorrelation behandeln kénnen.

Man kann sich fragen, was die Konsequenzen sind, wenn man trotz einer Autokorre-
lation der Fehler die klassische Methode anwendet. Die Annahme, dass die Fehler
unkorreliert sind, wird nicht fir die Berechnung der Regressionskoeffizienten benitzt.
Diese werden daher richtig berechnet (unverzerrte Schéatzwerte). Hingegen wird die
Varianz der Koeffizienten, und damit die t-Kenngrésse falsch bestimmt. Man kann
daher die Variablenauswahl nicht mehr rein nach dem t-Test durchfiihren. Meistens
werden zu viele Regressoren als signifikant ausgewiesen. Allerdings gibt die
t-Kenngrésse immer noch an, welche Regressoren die Residuen am wenigsten beein-
flussen, und kann so immer noch fir die Auswahl benitzt werden. Nur liegt die Anzahl
der Regressoren, die eliminiert werden sollen, im Ermessen des I ngenieurs.

Die Theorie sagt auch, dass die Regressionskoeffizienten nicht mehr effektiv sind,
d.h. nicht mehr minimale Varianz haben, wenn sie nicht mit der verallgemeinerten
Methode berechnet werden. Man kann daher erwarten, dass die verallgemeinerte Me-
thode eine bessere Prognose liefert, als wenn man die Autokorrelation der Fehler igno-
riert. In den Beispielen hat sich das nur zum Teil bestétigt, und es ist auch nicht klar in
welchen Féllen es zutrifft.

Insgesamt kann gesagt werden, dass die klassische Methode auch ihre Berechtigung
hat, wenn die Annahmen nicht ganz erflllt sind, solange man sich im Klaren ist, wie
man die datistischen Grossen interpretieren muss. Andererseits scheint die verallge-
meinerte Methode ein viel versprechender Ansatz fir eine verbesserte Prognose zu sein.
Hier missten aber noch weitere Untersuchungen durchgefihrt und mehr Erfahrung
gewonnen werden.
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Allgemeine Folgerungen

Das klassische Modell mit einem Polynom der Stauhdhe und einem Sinus-
Kosinus-Ansatz fur saisonale Einflisse hat sich als erstaunlich genau und robust
erwiesen. Modelle mit gemessenen Temperaturen waren in den Beispielen kaum
besser und Modelle mit berechneten Temperaturen nur wenig besser.

Da nicht jedes Modell, das eine gute Ubereinstimmung bei der Regression zeigt,
auch eine gute Prognose liefert, empfiehlt es sich, verschiedene Intervalle fur die
Regression zu bentitzten und auch die Prognose mit gemessenen Werten zu Uber-
prifen.

Die ursprungliche Idee, einfach moglichst viele Regressoren einzuftihren und
dann mit Hilfe der Statistik die wichtigsten auszuwahlen, hat sich nicht bewahrt,
da in solchen Fallen oft eine starke Multikollinearitét auftritt, die die Auswahl der
Regressoren erschwert. Um dieses Problem zu vermeiden, sollte man keine unno-
tigen Multikollinearitéten einfihren. Berechnete Grossen, wie Temperaturen im
Innern der Mauer, sollten gezielt und physikalisch sinnvoll eingesetzt werden. In
manchen Féllen ist es auch moglich orthogonale Regressoren zu konstruieren, wie
z.B. durch die Verwendung von Tschebyscheff-Polynomen.

Wenn die Fehler autokorreliert sind, kann die klassische Methode der kleinsten
Quadrate immer noch zur Berechnung der Regressionskoeffizienten benitzt wer-
den, aber viele statistische Aussagen sind nicht mehr gultig. Trotz den theoreti-
schen Problemen kann man aber praktisch immer noch eine gute Prognose
erreichen. Man muss sich nur im Klaren sein, dass die t-Kenngrdssen nicht mehr
als absolutes Kriterium genommen werden dirfen.

Im Falle einer Autokorrelation der Fehler bringt die verallgemeinerte Methode der
kleinsten Quadrate gewisse Vorteile. Die t-Kenngrdssen werden richtig berechnet,
die Multikollinearitét verringert sich, und in manchen Fallen wird eine bessere
Prognose erzielt. Der einfachste Algorithmus, der in dieser Studie verwendet wur-
de, fuhrt allerdings nicht immer zum Ziel. Eine weitere Untersuchung zu diesem
Themawaére nétig, bevor man die Methode allgemein einsetzen konnte.

Obwohl sehr viele Berechnungen durchgefiihrt wurden, konnten nicht alle Fragen
endgultig beantwortet werden. Eine weitergehende Studie, in der mehrere ver-
schiedene Mauern untersucht werden, konnte hier weitere Klarheit bringen. Be-
sonders fur die Verfahren, die bisher nicht in der Praxis Anwendung gefunden
haben, muss zuerst eine gewisse Erfahrung gewonnen werden, bevor man sie zur
allgemeinen Anwendung empfehlen kann.



A Mathematische Herleitungen

A.1 Inverse von Blockmatrizen

In mehreren Herleitungen wird die Inverse einer Blockmatrix bendtigt. Diese ist (Seber
1977, S. 390)

A BT' [A'+ED'E’ -ED*
= , A.l
{BT C} { -D'E’ D* (A1
wobel
D=C-B'A™B
E=A"B (A.2)
A2 SSRES
Die Quadratsumme der Residuen kann in Vektorform geschrieben werden als
SSe =(Y=9)"(y =)
=y'y-y'XB- B (Xy-X"XB)
=y (y-X). (A3)
A.3 VIF
Um zu zeigen, dass die Beziehung
1
V”::m: Sjj ij (A4)
]
gilt, bildet man zunéachst die Matrix
X™X X'y
X yI'[X y]= : A5
[X yI'[X ] L'TX yTy} (A.5)
Der Diagonalterm der Inversen, der zu y gehort, ist nach (A.1)
1 1 1
C = D_:L = — = = . (A6)
” Yy -y XXTX) Xy Yy (y-XB) S5
Andererseits ist
R= D B A7)
S S,

oder
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S

— =55, (A8)
Betrachtet man anstatt dem Vektor y eine Spalte x; aus der X-Matrix, so sieht man
sofort, dass die Beziehung (A.4) gilt. Dabei ist R, der Korrelationskoeffizient, wenn
man den Regressor x; as unabhangige Variable wahlt und versucht durch die andern

Regressoren auszudriicken. Ist diese Korrelation gut, so heisst das, dass der Regressor
X; tatsachlich durch die andern Regressoren ausgedriickt werden kann, dass also eine

Multikollinearitét besteht.

A.4 Regressor eliminieren oder einfligen, partieller F-Test

A.4.1 Partieller F-Test bei der Elimination

Die Kenngrosse F, beschreibt die Zunahme der Quadratsumme der Residuen, wenn ein
Regressor eliminiert wird. Hier soll der Zusammenhang zwischen F, und der Kenngros-
se t, gezeigt werden:

A

o SSe(B)-SSe(B) B A9)
MS.. MS..C;
SSR%(,B) und SSR%(,BH) sind die Quadratsummen der Residuen vor und nach der Eli-
mination. Der Vektor ,B enthdlt die Regressionskoeffizienten vor der Elimination, ,BH
digjenigen nach der Elimination. Beide Vektqren haben die gleiche Dimension, wobei
der Eintrag fir den eliminierten Regressor in B, Null ist.
Um ,BH zu berechnen, kann man die Methode der kleinsten Quadrate mit der Ne-

benbedingung formulieren, dass ein Regressionskoeffizient Null sein muss. Man mini-
miert also

(y-XB)' (y-XB) (A.10)
unter der Nebenbedingung
c'f=0. (A.11)
Um den Regressor ; Null zu setzen, muss der Vektor ¢ wie folgt definiert werden:
0|0
c= : ' (A.12)

Die Nebenbedingung wird mit einem Lagrange-Multiplikator « eingefihrt. Dies fuhrt
zu einem Minimierungsproblem ohne Nebenbedingung fir den folgenden Ausdruck:

(y=XB) (y-=XB)+uc' =0, (A.13)
Die Methode der kleinsten Quadrate fuhrt zur Gleichung
—2XTy+2XTX B, + uc=0 (A.14)



Anhang A: Mathematische Herleitungen 113

und zur Gleichung der Nebenbedingung (A.11). Der Vektor der Regressionskoeffizien-
ten unter der Nebenbedingung wird

B =(XTX) Xy = Z(XX) e
=p —%(XTX)*C . (A.15)
Der Lagrange-Multiplikator kann bestimmt werden, indem man ,BH in die Nebenbedin-
gung einsetzt:
B, = cT,B—gcT(xTX)-lc: 0. (A.16)
Esfolgt

p_ B
2T T XX (A-17)

Damit werden die Regressionskoeffizienten ,BH mit Nebenbedingung, ausgedriickt
durch ,B jene ohne Nebenbedingung,:

b=p-—B__xxyc (A18)
H CT (XTx)—lC ) )
Die Quadratsumme der Residuen fir die neuen Regressionskoeffizienten ist damit

SSee(B) =Y (Y= XB,)

A

—vT(v_XA c'B T Ty)-1
s (BB
= SSi(B) + ST XX) T
Damit ist die Differenz der Quadratsummen
5 oa (. (CBY
$?es(ﬁH) $Res(ﬂ) - CT(XTX)_]_C' (AZO)

Mit der Definition (A.12) ist "= 4, und c"(X"X)™"c=C, und die Differenz der
Quadratsummen wird

SSu(B) - SulB) = - (A.21)

]

Damit ist (A.9) gezeigt.

A.4.2 Partieller F-Test beim Einfligen
Beim Einfligen eines Regressors wird die Matrix X um eine Spalte z erweitert:

Kﬂ[x 7] = {XTX XTZ}. (A.22)

Z'X Z'z
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Dielnverseist:

XX X'z["
LTX sz} T _ZXXIX)T 1 (A-23)
d d
mit
d=z"(z-X(X"X)"'X"z). (A.24)
Die neuen Regressionskoeffizienten sind:
,3 ey
~ =1 ZTX(XTX) 1 Ty- (A.29)
B, —q  q %Y

Eswird im Moment nur der eine neue Regressionskoeffizient ,BZ betrachtet. Er ist
' (y-X(X'X)'X"y) _Z'(H-l)y
d Z’7H-1)z

mit H=X(X"X)™"X". Die Abnahme der Quadratsumme der Residuen beim Einfligen
von £, ist die Zunahme beim Eliminieren, also nach (A.21)

., [Z'( —H)y]2

B,= (A.26)

ASS..=dg; = 0 Rz (1.27)
Mit den Residuen
e, =y-X(X'X)"'XTy=(1-H)y (1.28)
und
e,=z-X(X'X)*X'z=(I-H)z (1.29)
kann die Abnahme auch geschrieben werden als
T T
ASS,. = ;zy - ZTZY . (A.30)

Dabei wurde beniitzt, dass (H—1)(H—1)=H —1. Die F-Kenngrésse ist somit
ASS
F, = s : (A.31)
" (S~ ASSi)/(n-k-2)
In obiger Gleichung beziehen sich SS, und k auf das urspringliche Modell vor dem

Einfigen von £,. Der Wert im Nenner ist die mittlere Quadratsumme bezogen auf das
Modell nach dem Einfligen. Die Quadratsumme ist daher um ASS, verkleinert und die

Anzahl der Freiheitsgrade um einen erhoht.
Die t-Testgrosse schliesslich lasst sich bestimmen als t, = +,/F,, wobei sich das
Vorzeichen nach dem Vorzeichenvon d richtet.
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A.5 Standardisierte Variablen
Standardisierte Variablen sind folgendermassen definiert:

X —1IX. y -1y
X =——2L und §y=2,—, (A.32)
J
VS Sy
wobei der Vektor 1 ein Vektor der Dimension n mit lauter Einsen bedeutet. Die Variab-
len werden auf ihren Mittelwert zentriert und durch ihre Lénge dividiert. Als ersteswird
der Einfluss der Zentrierung untersucht.

A.5.1 Zentrierung
Die Mittelwerte kdnnen ausgedriickt werden als

E 17

Y.:lfx. und y=
n n

y. (A.33)
Damit kann die Matrix mit den zentrierten Regressoren geschrieben werden als
1,0
XC:XR—Ell X (A.34)

wobei X die Matrix X ohne die Einsen in der ersten Spalte bezeichnet. Der Vektor mit
den zentrierten y-Werten kann geschrieben werden als

1
Ye :y—ﬁllTy. (A.35)

Fur die spateren Herleitungen sind folgende Zwischenresultate niitzlich:
xgxc:[x;—ixglfj[xR—ilfoJ
n n
T 2 TaaT R
:XRXR—EXRll XR+FXR1¥1 Xe (A.36)
1
:x;xR-Ex;uTxR
und
Xéyc=[XL—£X211Tj[y—511Tyj
n n
T 2 TaaT 1 raatqqT
:XRy—EXRll y+FXR1¥1 y (A.37)
1
=Xgy——Xellly=Xcy

Mit der Matrix

T T
XTX:LiT}[l XR]{xﬁl ;Tiﬂ (A.38)
R R R R

werden die Normalgleichungen:
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T A T
|: :]— 1TXR:| I?O :|:1Ty:|’ (A39)
Xrl XeXell Bo| LXRY
wobei ,BR den Vektor mit den Regressionskoeffizienten ohne ,BO bezeichnet, also
A
Br=| | (A.40)
B

Die erste Gleichung in (A.39) wird nun durch n dividiert und mit X 1 vormultipliziert:

1 A~
Xil =XL117X
R n R R |:€0 (A.41)

Bx

Dann wird die erste von der zweiten Gleichung abgezéhlt, was zu folgender Beziehung
fahrt:

} %x;my |

X1 XLX, XTy

[x;xR—%x;uTijﬁR=(x;—%x;1ij. (A.42)

Mit (A.36) und (A.37) kann dies auch geschrieben werden als
XX Ba=XTYc. (A.43)

Man kann also die Normalgleichungen auch mit den zentrierten Daten aufstellen und
dabei die Konstante weglassen. Mit andern Worten, die Regressionsebene (Hyperebene)
geht durch den Schwerpunkt. Dies ist eine Verallgemeinerung der Beobachtung, die
bereits bei der einfachen Regression gemacht wurde. Die Konstante ,BO kann aus der

ersten Gleichung in (A.39) berechnet werden als

~ 1 1 P . S
b= 1Ty_ﬁlTX ﬂR:y_ZIBJ X (A.44)
j=1

n
Fur die t-Kenngrosse wird der Diagonalterm C; der inversen Matrix (A.38) bendtigt.
Mit der Formel fUr die inverse Blockmatrix (A.1) erhalt man mit

D=XIX. —IXT117X, = XI X, (A.45)
n
und
1.+
dielnverse
LR L e x X - (X
T 1 +—=1 Xo(Xe X)) " Xgl 1 Xa(Xe Xe)
{n 1XR}:n n n (A.47)
Xgl X;XR

1 - -
—(XEX)TXR (XEXo)*?
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Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Untermatrix, die den Regressoren entspricht
gerade die Inverse (XX )™ ist. Fur die Diagonalterme heisst das, dass

(Ce), =C;- (A.48)

Man kann also den Diagonalterm entweder aus der urspriinglichen Formulierung oder
aus der Formulierung mit zentrierten Variablen berechnen.

A.5.2 Skalierung

In einem zweiten Schritt werden die Auswirkungen der Skalierung behandelt. Die Mat-
rix X mit den standardisierten Regressoren kann geschrieben werden als

X =X.S, (A.49)

wobei S folgende Diagonalmatrix ist:

Jsu

S= . (A.50)

NEW

Gleichung (A.43) kann folgendermassen umgeformt werden:

S'X{XS'SB/\[S, =S'XLyc/\fS, . (A.51)
oder
X™Xb=X"y. (A.52)
Die standardisierten Regressionskoeffizienten sind also
b=S./S, . (A.53)
oder einzeln
(s
bj:ﬂj[s_“j fur j=1,...,k. (A.54)
Yy

Fir den Diagonalterm C; folgt aus (>~(T>~()_1 =S(X{ X, )_18, dass

Ci=5;(Cc); =S;Cy- (A.55)
Die Gleichung (A.47) erlaubt es auch, die inverse Matrix (X"X)™ aus der Inversen
(X™X)™ mit standardisierten Variablen zu berechnen (Es muss zusétzlich noch die
Skalierung berticksichtigt werden). Dies kann niitzlich sein um eine einheitliche Imple-
mentierung mit der urspringlichen und mit der standardisierten Formulierung zu errei-
chen. Ausser fir die Berechnung der Korrelationskoeffizienten wird diese Matrix noch
flr einige andere Gréssen bendtigt, wie fir das Prognoseintervall und die Bestimmung
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der Extrapolation. Diese Grossen sind in der Literatur nur fur die urspringliche Form
angegeben.

Die Quadratsumme der Residuen kann mit standardisierten Variablen wie folgt ge-
schrieben werden:

S = (-9 (v~ 9)
s [(y—w—(y—w] [(y—V)—(y—V)]

=S, (§ - Xb)"(y - Xb). (A.56)

Wie fir die originalen Variablen kann dieser Ausdruck noch vereinfacht werden, indem
die Normalgleichungen benitzt werden:

S =S, [ 977 -9"Xb-b"(X"y -X"Xb) |
=S, (¥'7-9"Xb). (A.57)

<
o
<

A.6 Partieller F-Test fir Principal-Component-Regression

Bei der Principal-Component-Regression kann man zwei Arten von partiellem F-Test
unterscheiden. Der eine sagt aus wie viel die Quadratsumme der Residuen zunimmt
wenn ein Eigenvektor weggelassen wird, die andere wenn ein Regressor eliminiert wird.
Der erste Fall ist der einfachere:

$?e£ = Syy (yTy - yTXB)
=S, V7S, XVA'V,'XY. (A.58)
Der erste Tell ist unabhangig von den Regressoren. Beim zweiten Tell ist der Beitrag
eines Eigenvektors

(A.59)

Diesist die Formel, die in Kapitel 4 verwendet wurde.

Fur den zweiten Fall kann die Differenz der Quadratsummen analog zur Standard-
Regression mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators bestimmt werden. Die Nebenbedin-
gung fur die urspringlichen standardisierten Regressionskoeffizienten BH :

¢'b,, =0, (A.60)
wird zur Nebenbedingung fur die transformierten Koeffizienten &, ,
c'b, =c'Va, =w'a, =0. (A.61)

Analog zu (A.15) wird
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a, =A"

<

Xy A

G- AW (A.62)

N R

Den Lagrange-Multiplikator bestimmt man wiederum indem man in die Nebenbedin-
gung einsetzt:

w'd, = WT&—%WTAfW =0, (A.63)
also
U Wa
== . A.64
2 w'A'w (A.64

Die Quadratsumme der Residuen ist
%&(&H )= Syny(y - X Vl&H )
T& B
—— V' XV,A;'w (A.65)
w

T oa w
= WYT(Y—X[‘)+SWW
(w'a@)(a'w)

WA W

=S5 (@) +S,

Damit ist die Differenz der Quadratsummen
(WT&)Z
wiAW

%&(&H ) - %&(&) = Syy (A66)

Mit w'@=c'b = Bj und mit w =V, ¢ bekommt man schliesslich
2 2
bfs, __ Bfs,

c'VA'VC (VA

i

(A.67)

%&(&H ) - %&(&) =

Dies entspricht genau der in Kapitel 4 verwendeten Formel.

Nebenbei sei bemerkt, dass man (A.66) auch fir das Weglassen eines Eigenvektors
verwenden kann. In diesem Falle muss man in w fiir den wegzulassenden Eigenvektor
1 und den Rest O setzten. Man bekommt SS.. (@) — SSi(@) =S,,&7 4, und mit

&, =VvIX"y/ A wieder (A.59).

A.7 Numerische Behandlung der Methode der kleinsten Quadrate

Zur numerischen Behandlung der Methode der kleinsten Quadrate gibt es mehrere
Varianten, ndmlich

e Direkte Losung

e QR-Zerlegung

e Singulérwertzerlegung

Sie unterscheiden sich in erster Linie dadurch, wie sie sich verhalten, wenn die Matrix
XTX fast singulér ist und in der Komplexitat der Berechnungen. Eine detaillierte Ab-
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handlung ist in Golub und Van Loan (1996) zu finden. Die Algorithmen fir die QR-
Zerlegung und die Singulérwertzerlegung stehen in der Programmbibliothek LAPACK
(1999) zur Verfugung.

Die direkte Losung wird hier nicht weiter untersucht. Die QR-Zerlegung und die
Singulérwertzerlegung basieren beide auf einer orthonormalen Transformation von X .
Diese Transformationen andern die 2-Norm nicht. Die 2-Norm eines Vektors ist defi-

niert als x|, =+/x"x und wird hier fiir die Formulierung der Residuen ben(itzt.

A.7.1 Formulierung mit QR-Zerlegung
Jede Matrix X lasst die so genannte QR-Zerlegung zu. Bei Rechteckmatrizen mit mehr
Zeilen als Spalten kann man die QR-Zerlegung folgendermassen schreiben:

. R

X=QR=[Q, Qz]{o}:QlR. (A.68)
Die Matrix Q ist orthonormal, d.h. Q'"Q=QQ" =1, und R ist eine obere Dreiecksmat-
rix. Bei der Methode der kleinsten Quadrate soll

|y - b (A.69)
minimiert werden. Setzt man X = QR und multipliziert von links mit Q", erhélt man
Ty —Rb|’
|y -QRb[: =|Q"y ~Q"QRb| = QY A (A.70)
QY |,

Hier wurde die Tatsache benltzt, dass die 2-Norm durch die Multiplikation mit einer
orthonormalen Matrix nicht verandert wird. Der Ausdruck wird minimal wenn

Rb=QJy. (A.72)
Dieses Gleichungssystem lasst sich einfach l6sen, da R eine Dreiecksmatrix ist. Die
Quadratsumme der Residuen lasst sich direkt oder als HQIyHi berechnen.

Die QR-Zerlegung ist numerisch genauer als die direkte Ldsung der Normalenglei-
chungen. Allerdings ist der Rechenaufwand bei der Zerlegung auch grosser.

A.7.2 Singularwertzerlegung
Jede Matrix X lasst die so genannte Singularwertzerlegung zu:

X=UzV' (A.72)
Die Matrizen U und V sind orthonormal, .d.h. U'U =UU" =1 und analog fiir V. Die
Matrix X ist diagonal und enthélt die so genannten Singulérwerte o; (nicht zu verwech-
seln mit der Varianz o?):
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01
Y= O, . (A.73)

0

Die Singulérwerte sind positiv und nach absteigender Groisse geordnet. Ist die Matrix X
singulér, sind die letzten Singulérwerte Null. Die Anzahl der von Null verschiedenen
Singulérwerte ist der Rang der Matrix. Bei einer Rechteckmatrix der Dimension nxk
mit k < n ist der Rang hochstensk .

Bei der Methode der kleinsten Quadrate soll

|y - b (A.74)

minimiert werden. Man kann firr X die Singul&rwertzerlegung einsetzen und den Aus-
druck mit U™ vormultiplizieren. Da eine Multiplikation mit einer orthonormalen Matrix
den Wert der Norm nicht éndert, erhdlt man:

|y - usvTb[; =[uTy - =vTh|; = i(u{y—oj ), (A.75)
=1

mit ¢, = vJTb. Die Summe von Quadratzahlen ist minimal, wenn jeder Summand mini-
mal ist. Fur die von Null verschiedenen Singularwerte wird daher o/, = uJTy/O'J. gewahlt,
womit die entsprechenden Summanden Null sind. Fir die Summanden mit o, =0 ist

der Beitrag unabhangig von ¢, gleich (u(y)®. Aus ¢, = VJTB = uJTy/O'J. erhdlt man die
Losung fur die Regressionskoeffizienten

. kuly
b=>N—"1v . A.76
; P (A.76)
Der Fehler ist
Jy-%b[ = 3 (uy). (AT7)

A.7.3 Singuléarwertzerlegung und Principal-Component-Regression

Die Singularwertzerlegung it eine Verallgemeinerung der Principal-Component-
Regression. Betrachtet man

XX =VIUTUZV' =VIV' =VAV', (A.78)
so sieht man, dass die Singulérwerte die Quadratwurzel aus den Eigenwerten sind, und
V die Eigenvektoren enthélt. Die Bezeichnungen in Kapitel 4 wurden in Ubereinstim-
mung mit dieser Interpretation gewahlt.

Die Matrizen kénnen entsprechend dem Rang der Matrix X in Untermatrizen aufge-
teilt werden:
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Ul Vl Z1
U= , V= und X = (A.79)
U, Vv, 0
Dadie Blocke mit Index 2 in der Zerlegung keinen Beitrag leisten, gilt auch
X=UzV,/. (A.80)

Die Matrix U, kann aus
U,=XVv,z? (A.81)
berechnet werden. Mit den reduzierten Matrizen U, und V, kann Gleichung (A.76)
geschrieben werden als
b=VEWy=VE2VXTy. (A.82)

Diesist genau die Losung, die schon bei der Principal-Component-Regression gefunden
wurde.

Gleichung (A.77) beschreibt den Fehler fur die standardisierten §. Fir die Quadrat-
summe der Residuen muss dieser Fehler mit dem Skalierungsfaktor multipliziert wer-
den:

S5 = S,7 UV, (A.83)

Um diesen Ausdruck mit der Principal-Component-Regression zu vergleichen, benitzt
man

uu'=uU,ul +U,U;] =1, (A.84)
und somit
U,U] =1 -UU] =1 -=XVE2V X", (A.85)
Damit ergibt sich
S8 =S, 7" (1 - XV,Z2V/XT)Y, (A.86)

also wieder die urspriingliche Formel mit (X"X)™ ersetzt durch V,Z?V, .

Die Berechnung der Regression mit der Singuldrwert-Zerlegung ist numerisch ge-
nauer als digjenige mit der QR-Zerlegung, und diese wieder ist genauer als die direkte
Losung der Normalgleichungen. Allerdings ist der Rechnungsaufwand auch bei der
Singulérwert-Zerlegung am grossten.

A.8 Verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate

A.8.1 Allgemeine Theorie

Die klassische Methode der kleinsten Quadrate nimmt an, dass die Fehler nicht autokor-

reliert sind und konstante Varianz haben. Das kann man in Matrixnotation schreiben als
E(ee')=0ol. (A.87)

Die generalisierte Methode der kleinsten Quadrate erlaubt eine allgemeinere Form der
Fehler, namlich
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E(ee") =0/Q. (A.89)

Die Strategie ist nun die, die Variablen so zu transformieren, dass die Annahmen der
klassischen Methode der kleinsten Quadrate wieder erfillt sind. Dazu sucht man eine
Matrix P die folgende Gleichung erfillt:

PQP" =1, (A.89)
Das urspriingliche Problem wird mit P transformiert:
Py =PXf+Pe (A.90)
oder
y' =X"B+u. (A.91)
FuUr dieses Problem ist tatsachlich
E(uu')=E(PeeP")=0’PQP" =0l (A.92)

d.h. die Annahmen der klassischen Methode der kleinsten Quadrate sind erfillt.
Die Regressionskoeffizienten werden nach der Rickrechnung auf das urspriingliche
Problem

B=(XTX) X Ty = (XTQIX)IX'Q Yy (A.93)
und deren Varianz wird
var(f) = o2(X TX) = o2(XTQX) . (A.94)
Die Varianz o2 kann geschétzt werden durch
T TO-1
gro_UU _eQe (A.95)

““n-k-1 n-k-1’
wobei £ die Residuen des urspriinglichen Problems sind.
Die Struktur der Matrix  muss angenommen werden. Fir den Spezialfall
der Korrelation erster Ordnung ist
p P
1 »p

o- (A.96)

1
P
Pt p 1
Andere Fehlerstrukturen, wie Autokorrelation zweiter oder hdherer Ordnung, kénnen
ebenfalls formuliert werden. Man beachte, dass die Struktur der Fehler angenommen
werden muss und nicht aus den Residuen hergeleitet werden kann, da fiir n® Eintrage in
der Varianz-Kovarianz-Matrix nur n Residuen zur Verfligung stehen.
Die Matrix P igt fur den Spezialfall der Korrelation erster Ordnung ist

T (A.97)

mit der Transformationsmatrix
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J1-p°

T= p 1 . (A.98)

Ty=TXfB+Te ist, wie man leicht sieht, die verallgemeinerte Differenzenbildung, wie
sie in Kapitel 4 beschrieben wurde. Wie man verifizieren kann, gilt TQT' = (1- p?)I.
Der Erwartungswert fur die Fehler des transformierten Systems ist damit

E(uu)=E(Tee'T") =0’TQT =(1-p*)o’l =0l (A.99)

Damit ist auch die Beziehung zwischen der Varianz ¢ der transformierten Fehler u,
und der Varianz o der Fehler &, gegeben (Montgomery, S. 490):

var(gt):af( 1 Zj. (A.100)
1-p

Alle diese verallgemeinerten Formeln und weitere Ableitungen werden nicht ben6-

tigt, wenn man direkt mit den transformierten Variablen arbeitet.

A.8.2 Schatzung des Autokorrelationsparameters
Nach Pesaran und Slater (1980, S. 37) kann eine Schétzung von p aus folgender Glei-
chung bestimmt werden:

—(n-1a,p°~(n-2)a,p° +(na, +a,)p+na, =0, (A.101)
mit
n n-1 n
a=y¢€, a,=>¢€ und a,=) ee,. (A.102)
i=1 i=2 i=2

Diese Formel kann Uber eine Maximum-Likelyhood-Formulierung hergeleitet werden
und sollte besser konvergieren als die einfache Formel in Kapitel 4. Die Gleichung
(A.101) kann numerisch gelost werden. Zu beachten ist, dass eventuell mehrere reelle
Losungen existieren.
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